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Grafo G = (V/, E): estrura matemdtica definida por:

(1) Um conjunto de vértices V: pequenos circulos (n = |V]).

(2) Um conjunto arestas E: segmentos de reta conectando pares de
circulos (m = |EJ).

(3) Uma aresta indica a existéncia de algum tipo de relagdo entre o par
de vértices.



Arvore Geradora



re Geradora

Dado um grafo G = (V, E) com n vértices e m arestas:

(1) Arvore geradora de G: conjunto de (n — 1) arestas que n3o forma
ciclos.

(2) (n—1) é o nimero minimo de arestas para conectar todos os
vértices de G.
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re Geradora de Custo Minimo

Grafo G = (V/, E) com custos {w, : e € E} nas arestas:
(1) Encontrar uma arvore geradora com o menor custo possivel.

(2) E um problema facil de resolver.



Problema da Arvore Geradora de Custo Minimo



Problema da Arvore Geradora de Custo Minimo

Algoritmo de Kruskal [1956]: algoritmo polinomial.

(1) Ordene as m arestas do grafo por custo (do menor para o maior
custo).

(2) Seguindo a ordenagdo aceite arestas que ndo formam um ciclo
com arestas previamente escolhidas.

(3) Solugdo 6tima obtida em no méximo mlog m operacdes de
comparac3o, etc, para qualquer grafo conexo

(4) Ao contrério do Problema da Arvore Geradora de Custo Minimo,
Problemas Dificeis exigem, no pior caso, um nimero exponencial de
opera¢des para a sua resolucao.
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O Tree-Star Problem

Dependendo de como aparece na arvore:
uma aresta e pode ser precificada de 2 formas.

(1) Se é usada como uma aresta externa: custo ce.
(2) Se é usada como uma aresta interna: custo db.

(3) Vamos chamar de drvore dominante a drvore formada por todas as
arestas internas de uma 4rvore geradora.
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O Tree-Star Problem

Entrada: Grafo n3o direcionado G = (V, E) com 2 conjuntos distintos
de custos para o uso de uma aresta:

(1) {ce : e € E} para precificar o uso de e como aresta de folha.
(2) {d. : e € E} para precificar o uso de e como aresta interna.

Saida: arvore geradora de custo minimo sob os custos c e d.



O Tree-Star Problem

Entrada: Grafo n3o direcionado G = (V, E) com 2 conjuntos distintos
de custos para o uso de uma aresta:

(1) {ce : e € E} para precificar o uso de e como aresta de folha.
(2) {de : e € E} para precificar o uso de e como aresta interna.

Saida: arvore geradora de custo minimo sob os custos c e d.
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O Tree-Star Problem

Trabalho conjunto com:

Alexandre Salles da Cunha
Doutorado no PESC e Prof. da Universidade Federal de Minas Gerais.

e

Luidi G. Simonetti
Doutorado no PESC e Prof. do PESC.

Trabalhamos numa série de problemas de arvores geradoras generalizadas
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Complexidade Computacional

Casos particulares que sdo NP-dificeis:

(1) Max Leaf Spanning Tree Problem:
{cc=—-1:ecE}e{de=0:ec E}.

(2) Minimum Connected Dominating Set Problem
(Minimum Dominating Tree Problem):
{ce=0:ecE}e{de=1:ec E}.
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Aplicacoes Potenciais: Desenho de Redes

Telecomunicacdes: d. tipicamente muito maior que ce.
(1) Arvore dominante: rede backbone.

(2) Arestas de folhas: rede de acesso local.
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Arvore geradora de G: se decompde em

(1) Arvore dominante da 4rvore geradora (e de G)
+
(2) Arestas de folhas:



Formulacao

Arvore geradora de G: se decompde em

(1) Arvore dominante da 4rvore geradora (e de G)
+
(2) Arestas de folhas: modelados como arcos de D = (V/, A)



Formulacao



Formulacao

Varidveis envolvidas:
(1) {yi €{0,1} : i € V}: vertices internos.
(2) {0 < x. <1:ee€ E}: arestas internas.
(3) {hij € {0,1} : (i,j) € A}: arestas de folhas (arcos).
(Se hjj =1, i tem que ser um vértice interno e j uma folha)
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Politopo R:
dxe=>yi-1
ecE eV
dooxe< > i, V€S, VScCV
ecE(S) ies\{j}
dDyvi— > xe>1, VieVv
JeErli ecE(r[il)
yi+ Z hj;Zl, vieVv
G.)es= (i)
D xet Y. hj>2y, VieVv
e€d(i) (i j)eST(i)

Xe+hijSYi7 Ve={i,j} € E
Xe >0, YVeec E
0<y; <1, VieV
hij >0, V(i,j)e A

2



Formulacao

Politopo R: &drvore dominante da arvore geradora (e de G)

er=Zy/*1

eckE ieV
Y xe< D yi, V€S, VScV
ecE(S) ies\{j}
Zyjf Z Xe>1, VieVv
Jer(i] ecE(T[])
yi+ Z hj;Zl, vieVv
G:es— ()
Doxet >, hj>2y, VieVv
ecs(i) (ih)EST()

Xe+h,‘j§y,‘, Ve:{i,j}EE
xe >0, YVec E
0<y; <1, VieV
hj >0, v(i,j) € A

2
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Politopo R: um vértice ou é folha ou é interno.

er=2yi*1

ecE iev
dooxe< > i, V€S, VScCV
ecE(S) iesS\{j}
dDyvi— > xe>1, VieVv
JErli] ecE(r[i)
vi + Z hi=1, VYieV
(G,i)Ees (i)
D xet Y. hj>2y, VieVv
e€d(i) (i j)eST(i)

Xe+hijSYi7 Ve={i,j} € E
Xe >0, YVeec E
0<y; <1, VieV
hij >0, V(i,j)e A

2
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Politopo R: vértice interno € incidente a pelo menos 2 outros vértices.
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Formulacao

Politopo R: uma aresta ndo pode ser simult. interna e aresta folha.

er=2yi*1

ecE iev
dooxe< > i, V€S, VScCV
ecE(S) iesS\{j}
dDyvi— > xe>1, VieVv
JeErli ecE(Ti])
yi+ Z hj;Zl, vieVv
(G,i)es=(i)
D xet Y. hj>2y, VieVv
e€d(i) (i j)eST(i)

Xe + hj <y, Ye={i,j} €E
Xe >0, YVeec E
0<y, <1, VieV
hij >0, V(i,j)eA

2
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min {3 ,caCaha + D ccp dexe : (hyx,y) € RN (RIAI BIEHIVIYY



Como Resolver a Formulacao?



Como Resolver a Formulacao?

Dividir e Conquistar
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Dividir e Conquistar

Dado: Problema, P, de Programagdo Inteira: z = min{cx : x € 5}.



Dividir e Conquistar

Dado: Problema, P, de Programagdo Inteira: z = min{cx : x € 5}.

Estratégia de solugdo: Enumeracdo Completa x Enumeracao Implicita

(1) Como dividir P em um conjunto de problemas menores,
possivelmente mais ficeis de serem resolvidos?

(2) Como combinar a informagdo obtida com a solu¢do de cada um

dos problemas menores de forma a resolver o problema original?



Dividir e Conquistar

Representacdo grafica como uma arvore de enumeracdo:

Fig. 7.1 Binary enumeration tree
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Testes Computacionais

Custos de arestas gerados como Simonetti, Frota and de Souza [2011]:

(1) Grafos se originam da TSPLIB.

(2) G =(V, E) completo com custos nas arestas {w. € Z; : e € E}
e |V/| variando entre 26 e 318.

(3) ce=[(10— a) * we] and de = [a % w,], for every e € E
and every a € {3,7,9}.

(4)a=3=c.>d.and ac {7,9} = d. > c., for every e € E.

(5) a=5= c. = d., for every e € E (MST of G under c or d).
(Arvore geradora de custo minimo de G sob c ou d).
(ndo utilizado).
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Resultados Computacionais Preliminares

Tempo de CPU limitado a 2 horas por rodada.

a | opt gapl maior|V| tempo
3121 0.26 299 40.4

7| 16 1.05 150 503.8
9 5 5.75 70 507.9

Tabela : Formulag3o n3o direcionada e sem lifting

a | opt gapl maior|V| tempo
3120 026 200 235,2
7|22 077 318 325,7
9| 16 6,77 150 5547

Tabela : Formulag3o direcionada com lifting



Conclusoes

Um arcabouco para modelar o Tree-Star Problem e

e diversos outros problemas de arvores geradoras restritas.



Trabalho Futuro

(1) Fortalecer as formulagdes direcionada e ndo direcionada.
(2) Desenhar e testar heuristicas para o problema.

(2) Refinar as implementat¢des de nossos algoritmos.



