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Neste trabalho estudam-se algumas das medidas mais importantes
de ‘desempenhabilidade’ ( Performability), visando encontrar métodos mais efi-
cientes do que os atualmente usados para o célculo de tais medidas. Acrescenta-se
a este trabalho o estudo de uma aplicacdo em sistemas de computacao.

Em [21] criou-se o termo ‘desempenhabilidade’, considerando o efeito
combinado de desempenho com disponibilidade. (DESEMPENHABILIDADE =
DESEMPENHo + disponiBILIDADE). Desempenho corresponde & medida do
rendimento de um sistema em que se presupoe auséncia de falhas, durante um
perfodo finito de operacao. Por outro lado, o conceito de disponibilidade refere-se
a sistemas nos quais pode haver falhas e reparos e diz respeito & fragao do tempo
em que o sistema est4 operacional, ou seja, efetuando trabalho ttil.
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‘Desempenhabilidade’, em termos gerais, corresponde ao desempe-
nho do sistema durante um periodo finito de operagao, sendo que, neste intervalo,
o sistema pode falhar, total ou parcialmente, e ser reparado.

Resumems-se, a seguir, os resultados mais relevantes desta tese.

Em primeiro lugar, encontrou-se um novo método para o célculo
da funcdo de distribuicio da combinacio linear da estatfstica de ordem de um
conjunto de ‘n’ varidveis aleatérias independentes, uniformes no intervalo [0,1].
Bascando-se neste resultado e utilizando-se somente uma dedugdo probabilistica,
obteve-se o resultado de [9] para a desempenhabilidade, no caso em que a taxa
de rendimento do sistema (trabalho realizado por unidade de tempo) depende do
estado em que este se encontra. A deducio usada neste trabalho é mais simples e
consegue levar ao entendimento dos termos do resultado de [9].

Achou-se, também, uma nova expressao para a desempenhabilidade,
onde o rendimento do sistema é obtido somente quando este muda de estado.
A expressdo matemdtica aqui encontrada é a mais eficiente desenvolvida até o
momento para a avaliagdo desta medida.

A avaliacdo numérica da desempenhabilidade com recompensa as-
sociada As transicoes de estado demanda menos recursos computacionais do que
o célculo numérico da desempenhabilidade onde o sistema ganha recompensa a
cada unidade de tempo de permanencia nos estados. Aproveitando esta diferenga
de custo computacional, foi proposto um método para avaliar, em forma aproxi-
mada, a desempenhabilidade do tipo mais complexo, utilizando-se de um modelo
com recompensas associadas as transigdes. O erro de aproximagao é controldvel
e especificdvel a priori, existindo um compromisso entre a precisao do resultado
obtido e o custo dos recursos computacionais empregados.

Analisou-se, também, aquf, um sistema de Banco de Dados no qual
sdo feitas, periodicamente, gravacdes de seu estado em um dispositivo de memoria
secundéria. O modelo empregado para esta andlise inclui mais detalhes do que os
modelos resolvidos analiticamente, que se encontram na literatura especializada.
Baseando-se neste modelo foram obtidas expressoes analiticas para o valor médio
e a funcéo de distribuicdo da disponibilidade do sistema de Banco de Dados.

Outro importante resultado deste estudo foi demonstrar a existéncia
de uma relagdo entre o modelo de disponibilidade do Banco de Dados e a drea de
desempenhabilidade. Esta relacdo ainda n&o havia sido encontrada nos artigos
publicados sobre o tema.



vii

Abstract of Thesis presented to COPPE as partial fulfillment of the requirements
for the degree of Doctor of Science (D. Sc.)

Performability Models and Aplications
to Computer Systems

Reinaldo Antonio Vallejos Campos
January, 1993
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Department: Engenharia de Sistemas e Computacao

. Some of the main measurements of ‘performability’ are studied
within this work which is aimed at findings methods more efficient than those
used nowadays for the calculation of such measurements. In addition, this work
includes the study of an application in computerized systems.

The term ‘performability’ was created in [21], taking into account
the combined effect of performance e availability. (PERFORMABILITY = PER-
FORMAnce + availaBILITY). Performance corresponds to the measurement of
the performance of a system in which we assume the absence of failures during a
finite operation time. On the other hand, the concept of availability refers to sys-
tems in which we may find failures and repairs and is concerned with the fraction
of time during which the system is operative, i.e. carrying out useful work.

In geral terms, ‘performability’ refers to the performance of the
system during a finite operation period whereas, within this interval, the system
may totally or partially fail an be repaired.

The main results of this thesis are summarized as follows:
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In the first place, a new method was found for the calculation of
the distribution function of the linear combination of the order statistics of ‘n’ in-
dependent random variables which are uniform during the [0, ¢] interval. Based on
this result, and using only a probabilistic deduction, the result of [9] was obtained
for the performability, provided that the performance rate of the system (work
carried out per time unit) depends on its current state. The deduction used in
this thesis is far more simple and allows us to understand the terms of the result

of [9].

A new expression for performability was also found, where the per-
formance of the system is obtained only when it changes its state. The mathema-
tical expression hereby found is the most efficient developed until the present for
the evaluation of this measurement.

The numerical evaluation of performability with reward associated
to the state transitions requires less computing resources than the numerical evalu-
ation of performability where the system gains reward with each unit of time during
which it remains in the states. Taking advantage of this difference, a method of
cvaluating the more complex performability using a modcel with rewards associ-
ated to transitions was proposed. The approximation error may be controlled and
specified a priori, existing a tradeoff between the precision of the result obtained
and the cost of the computing resources employed.

Within this work, a Data Base System was also analyzed, whose
state is periodically saved in a secondary memory device. The model used for
this analysis includes more details than those analytically solved which we may
find in the technical literature. Based on this model, analytical expressions were
found for the mean value and the distribution function of the Data Base System
availability.

Another main result of this study was to demonstrate the existence
of a relation between the Data Base availability model and the performability area.
This relation had not yet been found in papers published on this subject.
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Capitulo 1

Introducao

Desempenhabilidade (Performabslity) é uma palavra que atualmente nao existe
na lingua portuguesa. Ela foi criada em [21] empregando um prefixo da palavra
‘Desempenho’ (Performance) e um sufixo da palavra ‘Disponibilidade’ (Availabi-
lity), da seguinte forma: DESEMPENHABILIDADE = DESEMPENHo + dispo-
niBILIDADE ( PERFORMABILITY = PERFORMAnce + availaBILITY),
onde as letras maitisculas destacam as letras componentes da palavra DESEMPE-
NHABILIDADE (Performability).

O motivo de criar o termo Desempenhabilidade foi representar um
novo conceito, que corresponde a uma integragdo dos conceitos Desempenho e
Disponibilidade. Na 4rea de sistemas computacionais, o conceito Desempenho
refere-se ao rendimento acumulado pelo sistema em um certo intervalo de tempo
durante o qual estd operando; sendo que o rendimento diz respeito ao aspecto
que o usudrio estd interessado em medir, o qual dependendo da aplicacdo, pode
corresponder a uma grande variedade de medidas, como, por exemplo, o ndmero
de transacdes processadas no intervalo de tempo em que o sistema estd sendo
usado. Qutro exemplo seria associar rendimento & vazdo média, com que o sistema
processa transacoes em estado estaciondrio.

Por outro lado, o conceito de Disponibilidade refere-se a percen-
tagem do tempo em que o sistema estd operativo, durante o perfodo de observagao.
Portanto, para medir a disponibilidade de um sistema é necessario definir especi-
ficamente quando é que ele estd operacional. Assim, esta definicdo depende do
ponto de vista do usuédrio. Como exemplo, um sistema de N processadores pode
ser considerado operacional quando tem, pelo menos, um processador funcionando
corretamente ou quando tem, ao menos, K processadores operativos, 2 < K < N.
O exemplo confirma que considerar o sistema operacional ou ndo depende da
definicdo do usuério.

Para estudar tanto o Desempenho como a Disponibilidade de sis-
temas computacionais, faz-se necessdrio criar modelos que representem em forma
abstrata, os sistemas sob estudo. Para facilitar a solugdo matemética do modelo,
este deve ser o mais simples possivel, porém a necessidade de representar em forma



realista o sistema leva a incluir no modelo elementos que o tornam complexo de
resolver matematicamente. Uma, técnica usada na criacao de modelos para respon-
der, em forma adequada, ao compromisso existente entre o realismo do modelo e
a simplicidade de sua resolugdo é criar diferentes modelos para estudar diferentes
aspectos do mesmo sistema. Por exemplo, o tipo de modelo usado para estudar
a Disponibilidade de um sistema é diferente do tipo empregado para avaliar seu
rendimento.

Em caso de sc descjar cstudar o rendimento de um sistcma, para
simplificar seu modelo, normalmente supde-se que a estrutura do sistema nao muda
durante o perfodo de observagido deste. Como exemplo, se o objetivo é avaliar
o ntmero de transacoes processadas por um sistema multiprocessador durante
um certo intervalo de tempo, uma hipStese normalmente usada para facilitar a
solucao do modelo é supor que, neste intervalo, nenhum componente do sistema
multiprocessador pode falhar. Além disso, existem sistemas que nao podem falhar
durante sua operacgao; por isso, sao conhecidos como sistemas nao tolerantes a
falhas (SNTF). Portanto, o tipo de modelo que avalia o desempenho, supondo
que nio existem falhas nas componentes do sistema, é apropriado para avaliar o
rendimento dos SNTF.

Quando o objetivo é estudar somente a Disponibilidade de um sis-
tema, o analista nao estd interessado em avaliar o rendimento deste. Para isto, o
modelo deve representar a diferentes configuracoes que pode ter o sistema e como
estas podem mudar devido a possiveis falhas ou reparos de seus componentes.
O tipo de sistema que pode falhar e (possivelmente) ser reparado durante sua
operacao chama-se sistema tolerante a falhas (STF). Um exemplo de andlise de
um STF seria avaliar a disponibilidade de um sistema multiprocessador quando
este é observado durante um periodo finito de tempo. Neste caso, entre outros
aspectos, o modelo deveria identificar o nimero de processadores operacionais e
falhos, em cada momento em que o sistema é observado, como cada um destes
falha ou é reparado, como estas falhas afetam os demais componentes do sistema,
etc.

Outro tipo de estudo que pode ser de interesse é avaliar o rendi-
mento de um STF. Neste caso, é necessério considerar as possiveis mudancas de
configuracdes do sistema e a variagdo de rendimento que ele experimenta em cada
uma, delas. Por este tipo de estudo incluir, em sua andlise, tanto o aspecto de
rendimento como o de disponibilidade, ele é conhecido com o nome genérico de
estudo de Desempenhabilidade.

O célculo de medidas de rendimento e disponibilidade tem sido uma
drea de muitas pesquisas nas duas dltimas décadas. Quanto a drea de Desempe-
nhabilidade, vem recebendo cada vez mais aten¢fio por parte dos pesquisadores
nos ultimos anos [5, 9, 21], devido & sua utilidade para analisar sistemas com-
putacionais reais [4, 22, 23]. Avaliar medidas de desempenhabilidade é, em geral,
dispendioso computacionalmente. Isto quer dizer que, para obter uma medida,
¢é preciso ocupar muitos rccursos computacionais (meméria ¢ tempo de.uso do
computador). J4 que é desejdvel obter medidas de desempenhabilidade e consi-



derando-se que o custo computacional é caro, é fundamental desenvolver novos
métodos para avaliar mais eficientemente este tipo de medidas. Este é um dos
objetivos principais desta tese.

O estudo de medidas de desempenhabilidade pode ser dividido em
duas categorias: medidas transientes ¢ medidas estacionarias. A primeira
visa avaliar o rendimento do sistema computacional, quando este é observado du-
rante um intervalo finito de tempo. A segunda categoria tem como objetivo ana-
lisar o rendimento do sistema quando este opera durante tempo ilimitado, no sen-
tido de que este tempo ¢ ‘suficientemente grande’ para que as varidveis de interesse
cheguem a um valor estdvel. A anélise matematica das medidas transientes é, nor-
malmente, bastante mais complexa de realizar do que a analise estacionaria. Este
tipo de estudo, porém, é importante pois, na pratica, os sistemas computacionais
nao chegam, muitas vezes, a operar em estado estaciondrio. Em conseqiiéncia,
em geral, as medidas de desempenhabilidade estudadas nesta tese siao
medidas transientes.

A forma mais usada para avaliar as medidas de desempenhabilidade
é usar cadeias de Markov com recompensas [28]. Em geral, pode-se atribuir dife-
rentes tipos de recompensa (rendimento) a uma determinada cadeia de Markov.
Um destes tipos refere-se ao caso em que cada unidade de tempo em que o sistema
permanece em um determinado estado ele ganha um rendimento associado a este
estado. Em outras palavras, em cada estado diferente em que o sistema pode
permanecer, ele ganha rendimento com uma velocidade que depende do estado em
que este se encontra. Note-se que, para este tipo de atribuicao de recompensa,
o rendimento total acumulado pelo sistema, durante um perfodo finito de tempo,
é uma varidvel aleatéria continua. Outra forma de associar recompensa a uma
cadeia de Markov consiste em que o sistema ganha rendimento somente quando
ele muda de estado, ou seja, para cada transigao entre diferentes estados, o sistema
ganha uma recompensa (fixa) associada a esta transicdo. Observe-se que, quando
o ganho de recompensa do sistema acontece somente nas transicoes de estado, o
rendimento total acumulado pelo sistema durante um perfodo de tempo finito de
observacao é uma varidvel aleatéria discreta.

Como ja visto, a avaliacdo numérica de algumas medidas de de-
sempenhabilidade é muito dispendiosa quanto a recursos computacionais; entao,
tal como foi indicado, um dos objetivos primordiais desta tese é encontrar novas
formas de avaliar de modo exato estas medidas. Outra alternativa consiste em
desenvolver métodos aproximados que oferecam alguma vantagem quando com-
parados com os métodos exatos. Assim sendo, outro objetivo deste trabalho
é desenvolver métodos para o cdlculo aproximado de medidas tran-
sientes de desempenhabilidade, que oferecam alguma vantagem quando
comparados aos métodos exatos.

Avaliar medidas de desempenhabilidade somente tem sentido quando
elas permitem estudar sistemas computacionais reais; por isso, na literatura espe-
cializada tém aparecido varios trabalhos exemplificando como usar estas medidas
para estudar sistemas na pratica [4, 22, 23, 30, 31]. Portanto, outra interessante



contribuicido pretendida é encontrar novas posibilidades de aplicar no
estudo de sistemas reais, os conceitos e medidas de desempenhabilidade.

A seguir se descrevers o tipo de modelo que foi usado nas distintas
partes deste trabalho, tanto para avaliar medidas de desempenhabilidade, quanto
para estudar uma aplicagao de desempenhabilidade na drea de Banco de Dados.

I.1 O Tipo de Modelo

Neste trabalho consideram-se sistemas que podem ser modelados por Processos
de Markov Homogéneos com espago de estados finito [28], onde cada estado pode
representar, em geral, uma contencao de recursos ou uma estrutura especifica
do sistema, como, por exemplo, nimero de componentes falhos. Isto quer dizer,
que as falhas ou reparo dos componentes do sistema durante sua operacao, sao
modelados por mudancas de estado da cadeia de Markov. Em termos especificos:
seja x1 = {Xi1(t),t > 0} o processo homogéneo de Markov de tempo continuo que
descreve o comportamento do sistema, e seja = {ex, k=1,...,| E |} o espacgo
finito de estados associado ao modelo, onde | E | corresponde ao ntimero total de
estados do sistema. Seja T'C E x E, o conjunto de transi¢Oes entre estados da
cadeia de Markov, onde t;; € T corresponde & transicao desde o estado e;(€ E)
ao estado e;j(€ E). Um vetor ¢ escrito da forma ¢ =< v; >, e¢ a soma de seus
componentes é escrita como | ¥'|. O componente {ndice ¢ do vetor ¢'é representado
como v]c]. Uma matriz é escrita da forma M = [m;;]. Em particular, a matriz
Q corresponde as taxas de transi¢do do processo de Markov xi; por exemplo,
¢;; da matriz Q pode corresponder a uma taxa de falha ou de reparo de algim
componente do sistema sob andlise.

Outro aspecto do modelo consiste em que a cadeia de Markov acu-
mula recompensa durante sua operagdo. A recompensa ganha pela cadeia em um
certo intervalo de tempo corresponde a uma abstra¢ao do rendimento ganho pelo
sistema nesse intervalo. Isto é, diferentes tipos de rendimento do sistema (nidmero
de falhas, tarefas processadas no intervalo, etc), do ponto de vista matemaético,
podem ser conceituados como um dnico problema: que a cadeia de Markov que
modela o sistema ganhe uma determinada quantidade de recompensa nesse inter-
valo.

I.2 Medidas de Desempenhabilidade

Em geral pode-se atribuir diferentes tipos de recompensas & cadeia de Markov.
Um tipo de atribuigdo de recompensa consiste em associar a cada estado uma
taxa de recompensa, isto quer dizer que, por cada unidade de tempo em que o
sistema permanece em um determinado estado, ele ganha a recompensa associada
a esse estado. Devido a que o modelo usado corresponde a uma cadeia de Markov



de pardmetro continuo, o tempo que o sistema permanece em um dado estado, é,
também, uma varidvel aleatdéria continua. Isto implica em que a recompensa total
acumulada pelo sistema em um intervalo de tempo dado, é uma varidvel aleatéria
continua. No restante do texto o tipo de atribui¢do de recompensa descrito acima,
sera referenciado como tipo L.

Outra forma de atribuicio de recompensa & cadeia de Markov, que
serd referenciado de tipo II, consiste em atribuir uma recompensa (fixa) ao sistema
cada vez que este efetua uma certa transicdio t;;. Esta forma de atribuigdo de
recompensa é de tipo discreta, e corresponde & recompensa (fixa) ganha pelo
sistema cada vez que efetua essa transicao.

Os tipos de atribuigdo de recompensa a uma cadeia de Markov
descritas acima serdo vistas agora, de uma maneira formal.

O tipo I de atribuicao de recompensa consiste em associar a cada
estado e, € F uma taxa de recompensa p(e;), que corresponde & recompensa
ganha pelo sistema por cada unidade de tempo que permanece neste estado. Seja
R = {ri,...,mg} o conjunto de taxas de recompensas diferentes. Em geral tem-
se que o niimero de taxas diferentes é menor o igual ao nimero de estados da
cadeia de Markov (|R| < |E|), pois diferentes estados podem ser associados a uma,
mesma taxa de recompensa. Seja RTA;(t) a recompensa total ganha pelo sistema
no intervalo [0, t] quando este inicia sua operaco no estado e; € I, e a atribui¢ao
de recompensas é do tipo 1. RTA;(t) é uma varidvel aleatéria (v.a.) devido as
possiveis mudancas probabilisticas de rendimento instantdneo do sistema durante
sua operacao. Como condicao inicial normalmente supoe-se que RT'4;(0) = 0. Com
o objetivo de ter um conhecimento detalhado do rendimento acumulado pelo sis-
tema, é importante calcular a funcdo de distribuicio de probabilidade de RTA;(t),
que serd representado como Fj(t,r). Mais especificamente, Fi(t,r) corresponde &
probabilidade que RTA;(t) seja menor ou igual a um determinado valor 7:

Fi(t,r) = PIRTA(t) <] (1.1)

Um importante caso particular de atribui¢ao de recompensa de tipo
I, consiste em associar uma taxa de recompensa igual a 1 a um determinado sub-
conjunto de estados de F e taxa 0 aos demais estados. Um breve raciocinio mostra
que neste caso RT'A;(t) corresponde ao tempo acumulado que a cadeia de Markov
permanece no referido subconjunto durante o intervalo [0,t], no caso em que ela
inicia sua operacgao no estado e; € E. Com o objetivo de identificar esta forma
particular de atribuicao de recompensas, costuma-se escrever RTA;(t) como O;(¢),
onde a letra O é usada para indicar que,usualmente, o subconjunto de estados com
taxa de recompensa 1, sdo estados nos quais o sistema estd Operacional. Em ter-
mos formais, a atribuigio de recompensas recém descrita pode ser estabelecida da
seguinte forma: seja O um subconjunto de estados de E (O C E) eseja I = E—O.
Considere a seguinte atribuicdo de recompensas:



1 see,cO

0 caso contrario (e € I) (1.2)

plen) |
Entao:
0;(t) = RTA;(¥)
se a atribuicdo de recompensas é a da equagao 1.2.

Define-se, também, para este caso, A4;(t) como sendo a fragao de
tempo que o sistema permanece em estados € O no intervalo [0,t], quando ele
inicia sua operagao no estado e;, isto é:

Aqi(t) = . (1.3)

Por outro lado, na atribuigao de recompensa de tipo 1I cada transicao
t;; € T tem associada uma recompensa fixa p(t;;), que corresponde & recom-
pensa ganha pelo sistema cada vez que transita do estado e; ao estado e;. Seja
© ={6y, k=1,...,] © |} o conjunto de recompensas fixas distintas. Em geral
tem-se que o niimero de recompensas fixas distintas é menor ou igual ao quadrado
do ntdmero de estados da cadeia de Markov (|©| <| E |?), pois diferentes transi¢oes
podem ser associadas a uma mesma recompensa e algumas transi¢Ges entre es-
tados podem ser impossiveis de acontecer. Seja RTAD;(t) a recompensa total
ganha pelo sistema no intervalo [0, ], no caso em que o estado inicial é ¢; € E, e o
ganho de recompensa do sistema acontece somente nas transicoes. Evidentemente
RTAD;(t) é uma varidvel aleatdria e normalmente supde-se que RTAD;(0) = 0.
Para conhecer o ganho de recompensa do sistema devido as transigoes, é interes-
sante calcular G;(¢,7) que corresponde & fungdo de distribuicdo de RTAD;(t), isto
é:

I.3 Técnica de solucao.

As solugoes dos diferentes modelos apresentados no desenvolvimento desta tese sao
encontradas usando a técnica matematica conhecida com o nome de randomiza-
¢ao [3], descrita a seguir.

A randomizacao, em termos gerais, estabelece que um processo es-
tocastico x1 de parametro continuo é equivalente a outro processo estocastico xa
de parametro discreto, cujas transi¢bes acontecem quando ocorrem eventos em um
processo de Poisson N(t), com pardmetro At, independente de x; (os parametros
de x2 e de N(t) dependem de x;, da forma que serd vista mais tarde). Por exemplo,
a cadeia de Markov da figura 1.1 tem o mesmo comportamento probabilistico que
a cadeia de Markov da figura 1.2, onde as transicoes desta ultima cadeia acontecem
somente quando ocorrem eventos no processo de Poisson N(t), da figura 1.2. O fato



de que as cadeias de Markov das figuras 1.1 e 1.2 tenham o mesmo comportamento
probabilistico quer dizer que a probabilidade de estar em estados correspondentes
é a mesma para ambas as cadeias para qualquer instante de tempo. Por exemplo,
para as cadeias de Markov das figuras 1.1 e 1.2, cumpre-se que I;(¢) = 1 — e ™
e I,(t) = e no caso em que o pardmetro A do Processo de Poisson é maior ou
igual a A.

A

Figura I.1: Exemplo de cadeia de Markov de pardmetro continuo

Figura 1.2: Processo estocdstico equivalente ao da figura 1.1, obtido por rando-
mizacao.

Descreve-se, agora, em termos formais, a técnica de randomizacao.
Seja x1 o processo estocéstico de tempo continuo que modela o sistema. Para
avaliar o comportamento probabilistico de x; usa-se outro processo estocdstico x,
de tempo discreto, obtido de %; mediante randomiza¢do (uniformizagio) [3]. B
um fato bastante conhecido [3] que ambos processos estocasticos sao equivalentes.
A randomizacio do processo x; é feita da seguinte forma: seja Q a matriz das
taxas de transi¢do do processo xi, € A um valor maior ou igual & méxima taxa

de saida dos estados de Q, isto &, A > " {| @ |}- Seja P = [p;;] a matriz

estocdstica obtida da forma P = Q/A+1, onde I corresponde a matriz identidade.
Seja x2 = {x2(n),n = 1,2,...} a cadeia de Markov com espago de estado E
e matriz de probabilidade de transico P. Seja N = {N(t)} um processo de
Poisson independente de x, com pardmetro Af. Entdo {x2(N(¢))} é um processo
Markoviano cujo comportamento probabilistico é equivalente ao processo xi, ou
seja :

Problx1(£) = ] = Problxa(N() = cxl; e € E (15)



No restante desta introducao apresentamos uma visao geral do trabalho feito na
tese.

I.4 Visao Geral da Tese

No capitulo IT é encontrada uma nova expressao para a fungéo de distribuicao de
probabilidade (FDP) das estatisticas de ordem de n varidveis aleatdrias (v.a.’s),
independentes identicamente distribuidas, uniformes no intervalo [0,¢]. O motivo
fundamental pelo qual foi pesquisado este problema, é que De Souza e Gail em
[6] demonstraram que esta combinagao linear corresponde ao rendimento total
acumulado por uma cadeia de Markov, em um intervalo [0,¢], no caso em que
o ganho de recompensa é do tipo I e a cadeia de Markov randomizada transita
por um caminho conhecido. Outra razao de se avaliar a citada FDP é que ela
corresponde, também, a solucéo de outros problemas, que, aparentemente, nao tem
relacdo alguma com a 4rea de desempenhabilidade. Por exemplo, Matsunawa, [20]
necessitou resolver esta questao, quando estava estudando o problema de Best-Fit
de varidveis aleatérias. Para colocar o problema em termos especificos, considere
o conjunto de varidveis aleatérias {Uy,Us,. .., U,} independentes, uniformemente
distribufdas no intervalo [0, t]. Seja {Up)(t), Uty (%), - - ., U, (#)} o conjunto de v.a.’s
obtidas permutando os elementos do conjunto {U;; 1 < i < n}, de forma de
se obter uma ordenagéo crescente, Isto é U, (t) é o i-ésimo menor valor entre
Ui, ..., U,. Para simplificar a notagdo, no restante deste trabalho as v.a.’s U, (t),
(1 < k < n) serdo escritas como U, (r), onde os parénteses no subindice indicam que
trata-se de uma estatistica de ordem. Somente nos casos em que for possivel existir
alguma ambigiiedade serd usada a forma Ul (t). Adicionalmente para extender
esta notagao define-se Ug) = 0 e Uyy) = t.

Seja @, o vetor (ai,as,...,a,1), onde {ax : k=1,2,...,n+1} é
um conjunto de constantes pertecentes aos reais. Entao define-se:

n+1

OLEO(G—:,L,t) = Z akU(k) (1.6)
k=1

A equagdo acima estabelece que CLEO(a,,,t) é uma v.a que cor-
responde a uma combinacdo linear do conjunto das estatisticas de ordem Uy,
1<k<n+1

Por outro lado considere o conjunto de varidveis aleatdrias Vi (1),
e o conjunto de constantes ¢, (1 < k < n + 1), definidas como:

(@) = Uy #) — Ug_n (@), 1<k<n+1 (1.7)

nt+l
ck=2aj, 1<k<n+1 (1.8)
=k



Analogamente ao caso das v.a’s uniformes, Vi(t), 1 <k <n+1,
serd escrita como V.

O conjunto de v.a’s Vjz), 1 < k < n+ 1 definidas em 1.7 tem distribuicio Dirich-
let [20] e CLEO(a,,t) pode ser interpretada como uma combinacdo linear destas
variaveis [8], da seguinte forma:

n+1

k=1

Outra interpretacdo da v.a. CLEO(an,,t) foi dada em [5], onde foi
demonstrado que ela corresponde a recompensa total acumulada no intervalo [0, £]
por uma cadeia de Markov (CM) que efetua n transicdes nesse intervalo. Isto é,
dado que na CM aconteceram n transi¢oes e ela percorreu um determinado cami-
nho €, (onde a i-ésima componente de ¢, corresponde ao i-ésimo estado visitado
pelo sistema no intervalo), em [5] foi demonstrado que:

CLEO(a,,t) = [RTA(t)|é,] (1.10)

Considere agora F(a,,t,r) a funco de distribuicdo da v.a CLEO(d,,t), isto é:

F(@,,t,7) = P[CLEO(G,,t) < ] (L.11)

Na literatura especializada existem relativamente poucos trabalhos
sobre o célculo de F(a,,t,7). Dentre eles, Demster e Kleyle [8] estudaram o caso
onde ar > 0,1 <k <n+1. Eles conseguiram chegar a uma expressdo analitica
fechada para F(a,,t,r). Posteriormente Weisberg [32] generalizou o resultado de
Demster e Kleyle, para o caso em que as constantes {a,k, 1<k< n} sao valores
reais nao negativos, e a,41 = 0. Um aspecto interessante do resultado de Weisberg
é que, ao contrario de Demster e Kleyle, a combinacao linear de um subconjunto
das diferentes estatisticas de ordem pode ser calculada. Isto se consegue fazendo
ar = 0 para todo Uy que ndo pertece ao subconjunto de interesse. O resultado
de Weisberg entretanto necessita da avaliacao recorrente de alguns termos. Poste-
riormente Matsunawa [20] obteve uma expressdo analitica fechada para o célculo
da combinacdo linear de um subconjunto das estatisticas de ordem. Infelizmente
aparecem nesta expressao coeficientes que sao muito complicados de calcular. Por
este motivo Ramallingam [27] propds que antes de calcular a funcio de distribugao
(ou a fungdo de densidade) de probabilidade de CLEQ(a,,,t), tais coeficientes de-
vem ser avaliados usando algum pacote de software para o cdlculo simbdlico de
termos matematicos, que, posteriormente sdo usados na expressao de Matsunawa.

Uma forma alternativa de avaliar F(a,,t,r), consiste em usar a
interpretacdo desta medida dada em [5]. Deste modo F(a,,t,7) corresponde & re-
compensa total acumulada por uma cadeia de Markov no intervalo [0, %], quando ela
transita por um caminho conhccido. Esta interpretacio permite usar dirctamente
os resultados da 4rea de desempenhabilidade. O menos dispendioso dentre estes
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resultados para avaliar numericamente F(a,,,r) foi publicado em [9]. O resultado
de [9] serve para avaliar a FDP da recompensa total acumulada por uma cadeia de
Markov, no intervalo [0, t], que é um problema bem mais complexo do que avaliar
F(&,,t,7). Usando, porém, a interpretacio dada em [5] para F(a,,t,r), citada an-
teriormente, é possivel aplicar diretamente o resultado de [9] para a avaliacao desta
medida. Esta forma de avaliacdo de F(@,,t,r) requer O(n | R |) localizacGes de
memdria e o niimero de multiplicacoes e divisdes necessdrias (que sdo as operacdes
mais complexas usadas) é O(n? | R |), onde o valor de | R | serd formalmente
definido no capitulo II. A solucdo para F(a,,t,r) do capitulo II foi encontrada
usando o mesmo método de [9] é até seguindo os mesmos passos do raciocinio feito
ali. A vantagem da solugdo encontrada no capftulo II, com respeito & aplicagao
direta do resultado de [9] é que ela requer 2n localizagoes de memdria e de O(n?)
operacoes de multiplicagao e divisao. Este ganho em eficiéncia computacional
deve-se a que no capitulo II foi usado o método de [9] para resolver diretamente
um problema mais simples que o resolvido em [9)].

Outra contribui¢ao importante do capitulo Il é deduzir, de uma
maneira muito mais simples, o resultado de [9]. Como j4 foi dito anteriormente,
o resultado de [9], é importante pois ele permite avaliar Fj(t,r) (ver equagéo 1.1
) em forma exata e do modo mais eficiente conhecido até agora. A dedugéo do
resultado de [9] feita no capitulo II, quando comparada com a de aquela referéncia,
emprega um raciocinio muito mais simples. Para que fique claro o motivo desta
vantagem serao explicados, a seguir, tanto o método de solucéo de [9], como o do
capitulo II.

O método de solucao aparecido em [9], foi o de aplicar duas vezes
a transformada de Laplace, chegando-se deste modo, a uma expressao recorrente
bastante complexa no duplo plano de Laplace. A solucao desta equacao recorrente
foi estabelecida sem maiores explicacOes e depois demonstrada por indugao. A par-
tir da citada solucdo e aplicando-se duas vezes a transformada inversa de Laplace,
chegou-se & expressdo final para F;(t,r). Este método, além de precisar uma ma-
nipulacdo matemaética mais complexa (principalmente devido a usar o duplo plano
de Laplace), ndo permite dar significado a alguns dos termos da expressdo final
para Fi(t,r), isto porque eles aparecem ao expandir em fracdes parciais a solugéo
estabelecida no plano de Laplace. por outro lado no capitulo II, o resultado de [9]
é obtido em forma sintética (o qual j4 é um avancgo) e usando somente raciocinios
probabilisticos simples, que é a vantagem mais importante. Qutro beneficio é que,
devido & dedugdo probabilistica do capitulo II, chega-se a uma interpretacdo dos
diferentes termos que aparecem na solugdo de [9]. Isto, além de ser conceitualmente

importante, poderia oferecer outras vantagens, tal como é discutido no capitulo
1I.

No capitulo III é desenvolvido um algoritmo para calcular G;(Z,r),
que tal como ja se viu, corresponde & FDP do rendimento total acumulado por
uma cadeia de Markov, no caso em que o ganho de recompensa é do tipo II.
Isto é, a cadeia de Markov ganha recompensa somente quando muda de estado.

O célculo numérico da expressdo encontrada no capitulo III para G;(¢,r) requer
O(| E | min{r,| © | Nyue}) localizagoes de memdria e O(| E | dNpemin{r,| © |
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Npez}) operagdes de multiplicagdo e divisdo, onde:

| E| corresponde ao nimero de estados da cadeia de Markov.

e d é o nlimero méximo de transagoes fora de um estado da cadeia de Markov.

| © | é o ntimero de recompensas diferentes que pode ganhar a cadeia de
Markov, devido a mudancas de estado.

® N, corresponde ao maximo nimero de eventos do processo de Poisson
da randomizagao, considerados na solucdo de G;(t,r). Este altimo valor é
préprio da téenica de randomizacio e permite limitar, de antemao, o erro
obtido ao avaliar numericamente as solugoes a que se chega aplicando esta
técnica (ver [5])

Por outro lado, a solucao mais eficiente que se encontra na literatura
para avaliar G;(t,r) encontra-se em [5] e tem um custo de memdria
0 (( 1© I g]lvm“z ) | | d). Concluindo, a contribuicdo do capitulo III consiste
em haver encontrado a expressao de menor custo (quanto ao uso de recursos com-
putacionais) até agora conhecida para avaliar G;(¢,7), se bem que no caso par-
ticular de existirem apenas dois valores de recompensas diferentes associadas as
transigoes (] © |[= 2), tanto o método de [5] como o do capitulo III tem os mesmos
requisitos computacionais. Entretanto, quando aumenta o niimero de recompensas
diferentes associadas as transicoes, o método do capitulo III é significativamente
mais eficiente do que o de [5].

No capitulo IV é proposto um novo método de avaliar, em forma
aproximada, Fi(t,7). A aproximacao consiste em avaliar G;(¢,r) em vez de F;(t,r),
associando recompensas apropriadas as transicoes da CM randomizada. A atri-
buicéo de recompensas as transi¢oes da cadeia de Markov usada na aproximagcao
depende do conjunto de taxas de recompensas associada aos estados da cadeia, da
forma que serd abordada no capitulo IV.

Um motivo de se propor esta aproximacao é que o uso de recursos
computacionais necessdrios para avaliar numéricamente G;(t,7), em alguns casos
pode ser significativamente menor do que o requerido para o caso de avaliar F;(t,r).
Especificamente, tal como indicado em [9], avaliar F;(¢,7), usando o resultado
desta reférencia, requer de O(| E || R | Npaz) localizagdes de meméria e de O]
E || R | dN?_,,) operagdes de multiplicacio ou divisdo. Por outro lado, avaliar
Gi(t,r) usando o resultado do capfitulo III, exige O(| E | min{r,| © | Nunas})
localizagbes de memdria e de O(] E | dNpazmin{r,| © | Npmas}) operagoes de
multiplicagdo ou divisdo, onde para o caso da aproximacdo, ocorre que | © | é
igual a | R |. TPortanto, nos casos em que (r €| © | Npu) € mais eficiente
avaliar Fj(t,r) usando a aproximacdo do capitulo IV. A vantagem de avaliar
F;(t,7) em forma aproximada, como explicado acima, acontece somente em alguns
casos, porém a aproximacao fornece outra vantagem de maior abrangéncia, que
consiste em que a aproximagao usa somente operacGes de soma, multiplicagdo e
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divisdo, mas a expressao de [9] usa também a substragao, sendo que esta operagao
aparece entre outros lugares, no denominador de algumas fragoes. O fato de usar
concomitantemente adigdes e substragoes e o fato de esta tltima operagao aparecer
no denominador (principalmente quando sdo substraidas quantidades similares),
pode levar & ocorréncia de problemas de instabilidade numérica e/ou falta de
precisio nos resultados obtidos.

Outras caracteristicas desejaveis que a aproximacao oferece sao:

e O erro produzido pela aproximacéo é controldvel e especificivel de antemao.
Isto se obtem escolhendo um valor apropriado da taxa de randomizacio, tal
como serd visto no capitulo IV.

e O erro pode ser tao pequeno quanto se desejar, o que na verdade é uma
conseqiiéncia do item anterior.

o Existe um compromisso entre o erro do resultado obtido usando a aproxima-
¢ao e a exigéncia em recursos computacionais para obter este erro. Em outras
palavras, para se chegar ao menor erro no resultado é necessirio empregar
mais recursos computacionais; alternativamente, se se deseja poupar estes
recursos, isto se consegue permitindo um erro maior no resultado obtido.

No capitulo V é estudada uma técnica que ajuda a manter a inte-
gridade dos dados em Sistemas de Bancos de Dados. Os sistemas de banco de
dados orientados ao processamento de transaces sdo cada dia mais importantes
devido a sua grande utilidade em diferentes aplicagoes. Na maioria desses sistemas
a demanda de dados imposta pelos usudrios requer uma alta disponibilidade do sis-
tema (fragdo de tempo em que o sistema estd diponfvel para processar transagoes)
e um pequeno tempo de resposta as transagoes.

Uma das técnicas mais comuns para conservar a integridade dos
dados, aumentar a disponibilidade e/ou diminuir o tempo de resposta, é guardar
periodicamente cépias do estado do banco de dados [26]. O estado do sistema inclui
todos os arquivos e informagcoes necesséarias para devolvé-lo a situacdo em que se
encontrava no momento em que foi feita a cépia. Esta informacao é gravada em
uma memdria secundéria. O processo de fazer uma cépia do sistema é conhecido
com o nome de Checkpointing (C). As transa¢bes que modificam o sistema de
arquivos a partir do dltimo checkpointing sao gravadas em um arquivo especial,
conhecido com o nome de Audit Trial. No caso de acontecer uma falha no banco
de dados é iniciado um reparo. Numa operacdo de reparo a falha é removida da
seguinte forma : em primeiro lugar o sistema é restaurado ao estado em que estava
no momento em que foi feito o ltimo C. Esta fase de reparo é conhecida com o
nome de operagao de retorno (Roll-Back). Depois disto o reparo continua com o
reprocessamento de todas as transacoes armazenadas no Audit Trial, até deixar o
sistema no estado em que estava no momento de acontecer a falha. Esta segunda
e ultima fase do reparo é conhecida pelo nome de recuperacdo (Recovery). O
processamento normal é reiniciado logo apéds o término do reparo.
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Na literatura tém aparecido vérios modelos para estudar a técnica
de Checkpointing and Roll-Back and Recovery (CRR) [12, 14, 15, 16, 26, 29].
A maioria deles foi projetada para determinar os instantes em que devem ser
iniciados C’s com o objetivo a maximizar de disponibilidade [14], [15]. Alguns
outros modelos tém considerado o problema de determinar quando devem ser
iniciados os C’s com o objetivo de minimizar o tempo de resposta das transacoes
[26]. Os instantes de inicio dos C’s que maximizam a disponibilidade, sao, em
geral, diferentes daqueles que minimizam o tempo de resposta das transacoes [26].

O objetivo do capitulo V é resolver analiticamente um modelo mais
realista do que os publicados anteriormente para a anélise da técnica de CRR. As
contribui¢Ges mais importantes do capitulo V & drea de CRR consistem em. ter
sido usado e resolvido analiticamente um modelo mais realista que os publicados
anteriormente, e ter relacionado pela primeira vez as areas de desempenhabilidade
e CRR. A diferen¢a fundamental do modelo empregado neste trabalho com relacao
aos modelos resolvidos analiticamente na literatura, consiste em que aqui os tem-
pos de RR sdo representados em forma exata, porém nos trabalhos anteriores
supoe-se que este tempo é proporcional ao tempo transcorrido entre o tltimo C e
o instante de acontecimento da falha. Esta diferenca é muito importante, segundo
indicado em [26], pois nesta referéncia concluiu-se que o erro das medidas obtidas
ao representar os tempos de RR em forma nfo exata, pode ser muito grande.

Outra contribuica do capitulo V é calcular o valor médio e a funcgao
de distribuicdo da disponibilidade do sistema de Banco de Dados, onde é primor-
dial avaliar-se esta tltima medida, pois ela fornece um conhecimento muito mais
detalhado da operagao do sistema do que o valor médio. Cabe aqui destacar que
apesar das vantagens de se conhecer a funcdo de distribuigo, a grande maioria dos
trabalhos que estudaram a disponibilidade calculou o valor médio desta medida,
devido a que isto é mais simples. Somente em [15] foi obtida a FDP da dispo-
nibilidade, representando, porém, os tempos de RR da forma aproximada antes
discutida. A complexidade asintética dos recursos computacionais necessérios para
avaliar numericamente o valor médio e a FDP da desempenhabilidade, usando os
resultados do capitulo V, expressa-se como um polinémio de baixo grau. Isto é
importante, pois apesar do cdlculo da FDP ser uma medida complexa de se avaliar,
o resultado aqui fornecido torna isto accesivel aos computadores de uso corrente
nos nossos dias.

A contribuicdo do capitulo V, que possivelmente seja a mais im-
portante, consiste em haver relacionado, pela primeira vez, dreas até agora dis-
conexas, como sao as areas de CRR e de desempenhabilidade. Especificamente,
demonstrou-se, que calcular a FDP da disponibilidade é equivalente a avaliar uma
nova medida de desempenhabilidade (definida no capitulo V), na qual, a veloci-
dade com que o sistema ganha recompensa depende do estado em que este se
encontra e é ndo homogénea, é dizer, varia dependendo do instante de observagao
do sistema.

Por 1ltimo no capitulo VI sdo apresentadas as conclustes do tra-
balho feito, e analisadas algumas possiveis extensoes deste.



Capitulo 11

Combinacao Linear de
Estatisticas de Ordem (CLEO)

Os resultados principais deste capitulo sdo dois. Em primeiro lugar, a deducao
da equacdo I1.46, que corresponde a uma nova expressao para a combincao linear
das estatisticas de ordem de n varigveis uniformes em [0,%]. Por outro lado, a
partir de I1.46 obteve-se a equacdo IL81, que ji havia sido deduzida em [9] e
corresponde & expressdo mais eficiente conhecida até agora que permite avaliar
computacionalmente a desempenhabilidade F;(¢,7) (ver sua defini¢do na equacao
1.1). A vantagem do método usado neste trabalho para deduzir I1.81 em relacao
ao usado em [9] é que ele & bastante mais simples e da uma interpretagao (usando
as equacdes I1.79 e I1.80, que sdo originais deste trabalho) aos diferentes termos
que aparecem em IL.81, isto tltimo ndo foi feito em [9)].

O restante deste capitulo estd organizado da seguinte forma: nas
secoes I1.1 ...II.4 calcula-se a nova expressio para a FDP da combinacao linear
das estatisticas de ordem de n varidveis aleatdrias uniformes, posteriormente nas
secoes I1.5 e I1.6, empregando um novo método, chega-se ao resultado principal de

9].

II.1 Introducao

A necessidade de avaliar a funcdo de distribuicdo da combinacéo linear de um
conjunto de varidveis aleatérias uniformes num certo intervalo de tempo, aparece
a0 se estudar algumas medidas da drea de Desempenhabilidade [5]. Porém ou-
tros autores, motivados originalmente por interesses diversos, também chegaram
3 necessidade de avaliar esta FDP. Por exemplo Matsunawa [20] chegou a esta
necessidade ao estudar o problema de Best-F'it de varidveis aleatdrias. Isto mostra
que a obtengao de algoritmos eficientes para calcular a FDP da citada combinacao
linear é importante para diferentes dreas do conhecimento. Em conseqiiéncia, este
serd o problema atacado no presente capitulo.

14
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Inicia-se a seguir a discussdo com a definicdo formal do problema
a estudar. Seja {X;,X,,...,X,} um conjunto de varidveis aleatérias (v.a’s) con-
tinuas, independentes e identicamente distribuidas (iid) no intervalo [0,%]. Seja
{Xay, X(2);- - -» Xy} 0 conjunto de valores obtidos permutando os resultados da
execugao dos m experimentos aleatérios, de forma de se obter uma ordenacio
crescente. Em outras palavras: X(; corresponde ao i-ésimo menor resultado da
execucao dos n experimentos aleatérios. Para facilitar a compreensao do leitor
apresenta-se na figura I1.1 um exemplo de execucao dos n experimentos aledtorios,
desenhados acima da linha segmentada, onde E; corresponde ao j-ésimo experi-
mento e Y; é o resultado dele. Embaixo da linha segmentada aparecem desenha-
das as diferentes estatisticas de ordem dos resultados obtidos nos n experimentos
aleatérios. No caso particular deste exemplo o j-ésimo experimento foi o que gerou
o resultado de menor valor, por isto X(;y = Yj; de igual modo o segundo menor
resultado foi o do n-ésimo experimento, portanto X5 =Y, etc.

No caso particular em que a fungao de densidad de probabilidade
(fdp) de cada v.a. X; tem distribui¢do uniforme no intervalo [0,t], as v.a’s. X,
Xy, 0 <14, < n+1, serfo denotadas como U; e Uy;y respectivamente. Adicional-

mente, nos casos em que seja necessario explicitar os valores de n e ¢, as v.a’s Uy;),

0 < j < n+1, serdo escritas da forma UgL)) (t).

Considere a varidvel aleatéria CLEQ(d,,t), definida pela seguinte

equagao:
n+1
CLEO(a,,t) = Z arUg (IL.1)
k=1
Onde {a; : k=1,2,...,n+ 1} é um conjunto de constantes perte-
centes aos reais e @, = (a1,a, ..., 0, Gny1)-

Um aspecto interessante da equagao I1.1, é que o seu lado direito es-
tabelece que a varigvel aledtoria CLEO(a,,, t) corresponde a uma combinagao linear
do conjunto das ordens estatisticas Uy, 1 < k < n+1. Este fato aparece ilustrado
na figura I1.2, na qual cada segmento correspondente a uma certa estatistica de
ordem Uy (1 £ k < n + 1) estd multiplicado pelo coeficiente az, que aparece
escrito ao lado esquerdo do segmento.



16

Y,

llllllllllllllllllllllllllllllllll

ot o o e e e et

e, e e ————

Xy Xmt1)

Xy -

Figura I1.1; Estatistica de Ordem de n v.a’s. com resultados em [0, t].
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Figura I1.2: Combinagao Linear de Estatisticas de Ordem de n v.a’s uniformes.

Um objetivo importante deste capitulo é calcular F(a,,t,r), que
corresponde & F.D.P da v.a. CLEQ(@,,t). Em termos formais deseja-se avaliar:

FG,,t,r) = P[CLEO(G,,t)< 7]

n+1
= P [Z arUp < 7"] (I1.2)
k=1

Tal como foi dito, o motivo pelo qual deseja-se avaliar F(a,,t,7) é
que em [5] foi demonstrado que esta FDP estd intimamente ligada & 4rea de de-
sempenhabilidade, que é a 4rea desta tese. Porém, como também jé foi comentado,
F(a,,t,r) pode ser interpretada de outras formas, algumas das quais se explicitam
a seguir.

Em primeiro lugar, considere a figura I1.3. Nela aparecem dese-
nhados os conjuntos de varidveis aleatérias Vi), e o conjunto de constantes cg
(1 < k <n+1) que correspondem a:

Ve = Uw) — U-1), 1<k<n+1 (11.3)

n+1
k=Y aj 1<k<n+1 (I1.4)
=

Tal como foi indicado em [20], o conjunto de v.a’s Vi, 1 < k < n+ 1, tem
distribuicdo Dirichlet. O interessante da figura I1.3 é que em [8] foi indicado que
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a v.a. CLEO(d,,t) também corresponde a uma combinacdo linear das v.a’s V),
1 < k< n+1, da seguinte forma:

n+1
CLEO(a@,,t) = Z a.kU(k)

k=1

n+l

=1

Seja ¢, = {c1,€a5 - -, Cny Cny1 ). Entao:

F(d'mt,r) = P[OLEO(Emt) < 7‘]

n+1
= P [Z a,;‘,U(k) S ’I":I
k=1

n+1
= P [Z Vi < T}
=1

(IL6)

Em palavras, IL.5 estabelece que a v.a. CLEO(a,,,t) também corres-
ponde & combinacio linear de um conjunto de v.a’s Dirichlet; concomitantemente
11.6 indica que F(a,,t,r) é a FDP desta dltima combinacao linear.

Outra interpretacao da v.a. CLEO(&,,t) foi dada em [5], onde foi
demostrado que ela corresponde & recompensa total acumulada no intervalo [0, €]
por uma cadeia de Markov (CM) condicionando-se a existéncia de n transigoes
nesse intervalo. Em termos formais, a observacio anterior pode ser estabelecida
da seguinte forma. Seja RTA(t) a recompensa total ganha pela CM no intervalo
[0,]. Seja m o ntmero de transi¢des da cadeia no intervalo [0,¢]. Seja €, =
(€(1)> €(2)s + - - » €(m)» E(m+1)) um dos caminho que pode percorrer a CM. Seja E =
{e1,e3,..., €5} o conjunto de estados diferentes da CM. Cada estado e; € £ é
associado a uma taxa de recompensa p(ey), isto é, por cada unidade de tempo
que o sistema fica no estado e; ganha uma recompensa igual a p(e;). Seja R =
{r1,73,...,7m} o conjunto de taxas de recompensas possiveis que pode ganhar o
sistema, onde | R| corresponde ao niimero de taxas diferentes. Em geral tem-se que
|R| < |E|, j& que dois o mais estados podem estar associados a uma mesma taxa de
recompensa. Seja [RT'A(t)|é,] a recompensa total ganha pelo sistema no intervalo
[0,t], dado que na CM aconteceram n transicbes e ela percorreu o caminho é&,.
Entdo, em [5] foi demonstrado que:

(RTA®IE) = 3 Vioo(ero) (1.7

e portanto, de I1.5 e I1.7 conclue-se que:
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CLEO(a,,t) = [RTA(t)|)] (11.8)

Esta equacdo estabelece que, CLEO(@,,t) também pode ser inter-
pretada como a recompensa total acumulada por uma CM que percorre o caminho

€n-

A figura I1.4 mostra a interpretagio da v.a. CLEO(@,,t) segundo
a equacao IL1.8. No eixo vertical aparecem as diferentes taxas de recompensa que
pode ganhar o sistema, no eixo horizontal os instantes 7 ... 7, das n transigoes, e
o tamanho dos sucesivos segmentos Vi), V2), - - -, Vini1). O gréfico corresponde as
diferentes taxas de recompensa ganhas pelo sistema no intervalo [0,%]. Acima de
cada segmento do grafico sdo indicados os estados por onde transita o sistema. O
fato de que no exemplo p(e()) = p(e)) = r; significa somente que os estados e e
e(ry tem a mesma recompensa, e nio necessariamente que sejam 0 mesmo estado,
pois diferentes estados podem estar associados a uma mesma recompensa. Outro
fato interessante da figura I1.4 é que a drea do o gréfico corresponde & [RTA(t)|é,,].
Por 1ltimo note-se que as equagoes 11.6 ...IL.8 implicam que p(eg)), corresponde
ao coeficiente ¢z, 1 < k < n + 1 da equacdo 11.6. Este mesmo fato implica que
os coeficientes ¢, 1 < k < n + 1, podem ser interpretados como as taxas de
recompensas associadas aos segmentos Vig, 1 < k < n + 1, respectivamente.

Seja F'(&,,t,7] = P[RTA(t) < r|&,], entdo tem-se que:

F'(é,t,7] = P[RTA(t) < &) (1L.9)

n+1
= P[E Vipelew) <
i

= P[CLEO(@,,t) <]
F(a_';?,’ t? 7‘)

Onde a, depende de €, da seguinte forma: €, e a fungdo p deter-
minam ¢, e este vetor mediante a equacio I1.4 determina a,,. A equacdo 11.10
explicita um fato que j4 tinha sido indicado, j4 que se CLEO(&,,t) é equivalente
a [RTA(t)|é,], evidentemente a FDP destas v.a’s deve ser a mesma.
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I1.2 Trabalhos Previos

Na literatura especializada existem relativamente poucos trabalhos sobre o calculo
da funcéo de distribuicéo de probabilidade da combinagao linear das estatisticas de
ordem de v.a’s uniformes. Dentre eles, Demster e Kleyle [8] estudaram o caso onde
€1 >cCy> ... > Cy > 1 = 0. Eles conseguiram chegar a uma expressao analitica
fechada para F(a,,t,r). Posteriormente Weisberg [32] generalizou o resultado de
Demster e Kleyle, no caso em que o conjunto de constantes {cz,1 < k& < n} tém
somente a restricio de serem valores reais ndo negativos, e ¢,41 = 0. Um aspecto
interessante do resultado de Weisberg é que, ao contrario de Demster e Kleyle,
permite calcular a combinacio linear de um subconjunto das diferentes ordens
estatisticas. Isto se consegue fazendo c; = 0 para todo Uy que nao pertenca ao
stbconjunto de interesse. O resultado de Weisberg entretanto necesita da avaliacao
recorrente de alguns termos. Posteriormente Matsunawa [20] obteve uma expressgo
analftica fechada para o célculo da combinacgdo linear de um subconjunto das
ordens estatisticas. Infelizmente nesta expressdo aparecem coeficientes que sao
muito complicados de calcular. Por este motivo Ramallingam [27] sugiriu que
antes de calcular a fungao de distribugao (ou a fungao de densidade) de probabili-
dade da v.a. CLEO(a,,t), tais coeficientes sejam avaliados usando algum pacote de
‘software’ orientado ao célculo simbdlico de termos matematicos, e posteriormente
usar estes valores na expressao de Matsunawa.

Outra forma de avaliar F(a,,t,r) deriva-se ao aplicar a interpreta-
¢édo da v.a CLEO(a,,t) como a recompensa acumulada por um caminho especifico
de uma CM, da maneira que foi explicada no capitulo I. Especificamente, para
avaliar F(@,,t,r), na realidade avalia-se F''(G,,t,7) = P} 3 Vg < 7], 0 que,
segundo a equacao I1.6, é uin problema equivalente. Esta forma de avaliacao per-
mite usar os resultados obtidos na drea de desempenhabilidade, j4 que o cdlculo de
F'(c_;,, t,r) é um problema desse tipo. Para uma visdo geral sobre desempenhabili-
dade referencia-se [7]. O resultado de maior interesse da édrea de desempenhabili-
dade para o problema que estd discutindo-se, encontra-se em [9], j4 que a solugao
apresentada nesse artigo é a de menor custo asintético computacional aparecida
até agora, no caso que o numero de taxas diferentes de recompensas associadas
aos estados da CM ¢ maior que 2. Seja R = {ry,7s,...,7 g}, 0 conjunto de valores
diferentes que aparecem nos componentes de ¢, e seja 7, um componente deste
conjunto. Hscrevendo, na notac¢do usada aqui, o resultado de [9] para o cdlculo de
F'(&,,t,1), tem-se que:

F'(E;_,t, r) = a(”)u('r — Td(er)t)
n |R] . n—h+1
+ Z 3 ( n ) B (w, k) (T—T—wt)u('r — 7ut) (I1.10)
P e h—1 t

Onde @ : ¢, x[1...|R|], 1 <k <n+1,é a funcdo que indica a qual
elemento do conjunto R corresponde cada um dos elementos do vetor ¢, ou seja,
O(c) =gsse =1,
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() = 0, se <0
YEIZV 1, se 220

T(e) 1, se o evento ‘e for verdadeiro
e) = .
0, em caso contrario

e os coeficientes a™ e ™ (w, h) sdo independentes das varidveis t e r, e avaliados

recorrentemente usando as seguintes equagoes:

ad® =1
o = ol D [(rg(ey = ro(e)); n>1
B wn) = -2, n>1
wEB(c1) Tw = T8(1)
oy 2B Fwn)

1<h<n; w#d(c) (rw — ”'@(q)) (rw — T@(cl))

12
A (@), )=~ Y f(w1); n>1

w=1

w#£®(cy)

B(@(c1), k) = B (B(cr), h—1)

2<h<n

(IL.11)

(11.12)

(IL.13)

(I1.14)

(I1.15)

(11.16)

Das equagoes I1.10 ...I1.16 tem-se que no l-ésimo passo do algoritmo para cal-
cular F(da,,t, R) aplicando o resultado de [9], o maior requisito de meméria é o
armazenamento dos valores de A0 (w, k), (1 < w < |R|, 1 < h < 1), o que implica
que neste passo é necessério usar O(I|R|) localizacGes de meméria; adicionalmente,
devido a que 1 <[ < n, conclue-se que o mdximo requisito de memoria, deste al-
goritmo, é O(n|R|). Por outro lado, dado que as equacdes I1.10 ... I1.16 se avaliam
em tempo constante e que 1 <[ < n, chega-se a que para se obter F(a,,t,r) sdo

necessdrias O(n?|R|) operagoes.
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I1.3 Avaliacao da Funcao de Distribui¢cao de CLEO
(FDP-CLEO)

A seguir desenvolvemos uma nova solugdo para o cilculo de F(a,,t,7). O método e
o0s passos do raciocinio empregado para resolver este problema sao os mesmos que
os usados em [9]. A diferenca consiste, em que na citada referéncia, foi resolvido
um problema mais complexo, a saber, calcular Fi(¢,r). A vantagem principal
da solucdo obtida neste trabalho é que ela é mais eficiente quanto aos requisitos
de memoria e niimero de operacoes do que usar o resultado de [9] para avaliar
Ha,,t,r) (da forma indicada no capitulo I).

Para avaliar F{(a,,t,r) no caso n = 0, por deficho cumpre-se que
an = (a1), e (ver equagao I1.1) CLEO(&,,t) = a;t, portanto de I1.2:

Fay,t,7) = P[CLEO(ay,t) <]

= P[alt _<_ ’I’]
= ’U,[’I" — 0,1t]
= u[r — ’I"@(Cl)t] (II‘17)

Por outro lado, para avaliar F(a,,¢,r) para n > 1, condicionamos
no valor de Ufj(t). Nesta parte do raciocfnio, ao escrever uma estatistica de ordem,
usam-se explicitamente os argumentos n e ¢, pois isto é necessirio, tal como serd
visto mais na frente. Condicionando no valor de U})(t), tem-se que:

(@, t,7) = / F@, t,rUG () = DdPUR @) =4,  n>1  (IL18)

Onde F(a,,t,r|U%(t) = 7) é a FDP da CLEO de n v.a’s uniformes
em [0,¢], no caso em que Uf)(t) = 7.

E um fato bastante conhecido que (ver [18]):

n(t— 7)™t

—dr (I1.19)

dPUR(8) =7 =

O outro fator do lado direito de I1.18, é avaliado usando sua definico,
isto é:

n+1
F(ay, t,r|Uf(t) = 7) Z arUly(t) < UG @) =7, n>1 (11.20)
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Reescrevendo o lado direito de I1.20 da seguinte forma:

n+1
k=1

P:{nfak(U(%( — Ufy(®) <7 §“kU(1) } )(t):T]

- ol < Farl 0

— P {nfja (U —7) < r_r@(cl)f} U2y (t) = T] (I1.21)

i \k=2

Pode-se usar o fato que a f.d.p. conjunta de (Uj)(t) —7),. .., (Uf1y() —7), com
n > 1, condicionada a que Uf}y(t) = 7, é igual a f.d.p. conjunta de Udy Lt —
T), - U(’;L)l( 7) (ver, por exemplo [18]). Isto implica que neste caso a f.d.p.
margmal de (U (%) — 7) (condicionada a Ufy(t) = 7) e igual a f.d.p. marginal de
U(k 1)( T),comn>1le2<k<(n+1).

Sustituindo a equagado I1.21 em I1.20, e trocando a variavel k por
k — 1, obtemos que:

F(a@,, t,r|UGL () =7) = ZakHU(k) (-7 <r—reeyr|, n=1

Apgora nota-se que o somatério do lado direito desta equacdo tem a mesma forma
da equacao 1.2, portanto pode ser reescrita da forma:

F(@n, t, UL (8) = 7) = F(@p,t — To(c))T)s n>1 (11.22)

Onde @,—1 = {(ag,as,...,ay+1). Por dltimo, usando as equages I11.19 e I1.22 na
equacao I1.18, chega-se a seguinte expressao recorrente:

tn(t— 1)t

s F(d@y1,t — 1,7 — Toe)T)drT, n>1 (11.23)

H&,, t,r) = /
0

Resumindo o avanco feito até o momento: as equacoes I1.17 e 11.23
fornecem um método recorrente para calcular F(a,,t,r) e foram obtidas usando o
mesmo raciocinio de [9].

Continuando o desenvolvimento em forma andloga a [9], o método
que serd usado para resolver as equacOes I1.17 e I1.23, consiste em aplicar duas
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vezes a transformada de Laplace, em primeiro lugar sobre a varidvel » e depois
sobre a varidvel ¢.

Seja F(ay,t,2) a transformada de Laplace Stieltjes de F(a,,t,r)
sobre a variavel r, e seja LL o seu operador. Aplicando esta transformada as
equagoes I1.17 e I1.23, e usando as identidades u(r — a) <= e¢™; flr —a) <=
e **LL[f(r)], onde a é uma constante, obtem-se que:

F(ap,t,z) = e "ot (11.24)

i
F(d t,2) = tﬁn /0 e (t — TN (@, b —n2)dn,  n>1  (IL25)

Seja 6(x) a derivada da funcio u(z) definida anteriormente, e seja
H(s, @y, z) a transformada de Laplace de F(a,,t, z) sobre a varidvel ¢t. Aplicando
esta transformada na equaciio 11.24 e usando a identidade be “§(t) <= -2, onde

sta’
a e b sao constantes, clonclue-se que:

H(@y,s,2) = — (T1.26)
§ 1 T9(a)2

Para obter a transformada de Laplace da equacéo 11.25, procede-se
da seguinte forma: em primeiro lugar identifica-se que a integral da equagao I1.25
corresponde & convolucdo de duas funcoes, a saber: ‘e "*«*’ ¢ 4" 1 F(a, 1,t,2).
Entao denotando ‘®’ ao operador convolugao, e ‘L’ ao operador da transformada
de Laplace, o que precisa ser avaliado é:

o n— —
L |VE (6 ()% ®T lf(an-l, t, Z)):|

Adicionalmente, usando a identidade £ [g] = forees + + + Sty LLA)]db,, . . . dby, a
transformada de Laplace da equagao 11.25 fica:

H(@n,t,2) = n/

by—s

. /b " Lemee® @ I F (@ 1yt )] by by, n> 1
n:bn—l

O fato que a transformada de Laplace de uma convolucao é o produto das respec-
tivas transformadas, implica que:

H(@n,t,7) = 7 / L[ clerse®) £ [ F (@t 2)| db. . dby, 0> 1

bi=s Jbp=bs

Para resolver a equacao de acima, usam-se as seguintes identidades:
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Lbe8(t)] = -
LI ()] = (-1 L = L))

Onde §(x) corresponde & derivada da funcéo u(x) definida na secdo I1.2. Usando
estas identidades chega-se a que:

H(&,, 8,2) =
1

n dn—l
G136, 2)dby by, n>1 (IL27
/;1*3 /I;n— - b _{_Tq)(Cl)z) dbn IH(a’n 15 naZ)db 1, T ( )

11.3.1 Solugao da FDP-CLEO

As equacoes 11.26 e 11.27, constituem uma solugao recorrente ao problema de cal-
cular F(d,,t,r), porém no duplo plano de Laplace ‘z’ e ‘s’. A vantagem destas
equacdes com relacio as equacoes I1.17 e I1.23, é que neste caso elas sdo mais
simples. Portanto, para resolver o problema original, isto é, avaliar F(a,,t,r), o
trabalho que falta realizar é encontrar uma solugéo para as equagoes 11.26 e I1.27,
e depois, levar esta solugio ao plano (¢,7).

Seja Izn =< ki, ko, ... kg >, o vetor definido pela seguinte equacao:

Rid=SIEl=rl; 1<c<IR) (11.28)

Isto é K,[c], 1 < ¢ < |R], corresponde ao nimero de componentes do vetor ¢, que
sao iguais ao valor r. € K.

O resultado chave desta andlise é que a solu¢do das equagoes 11.26
e I1.27 estd dado pela seguinte equagao:

iRl Kald  glemKa)

- = nl _&_ .d 11.2
H(ns,2) =l [ . /7 1(5 by (11.29)

1 =1 m=

Onde o conjunto de valores glc,m, K,),(1 < ¢ < R, 1 < m <
K.,|c]), ndo dependem das varidveis z e s, e serdo calculadas mais adiante.

E importante ressaltar que ter encontrado o lado direito de I1.29
como sendo a solucdo de I1.26 e I1.27, e ter identificado que o método de [9]
serve, também, para o célculo de F(a,,t,r), sdo as tnicas contribui¢bes originais
deste trabalho na avaliacdo desta medida, pois tal como ja foi comentado, os
passos usados na solucdo de F(d,,t,r) correspondem exatamente a aqueles de [9)].
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Entretanto, tal como serd visto mais adiante, a solucdo de I1.29 é mais eficiente
computacionalmente do que a aplicar o resultado de [9] para avaliar F(a,,t,7). A
seguir demonstraremos por inducgao no valor de n, a validade da equacao I1.29.

I1.3.2 Demonstragao da solugao

Base da Inducio. Para o caso n = 0, por definicao de ¢, e I{"n, tem-se que
é = (c1) e Ky = fq;(cl). Onde 1, é o vetor de dimensao |R|, composto somente de
zeros, exceto no c-ésimo componente onde vale 1. Em conseqiiéncia, para n = 0,
a equagao 11.29 corresponde a:

9(®(cr), 1, Ta(ey))
§ + To(e)2

H(dp, s,2) = (11.30)

Definindo arbitrariamente g(®(c;), 1, 1;(61)) = 1, a equagdo I1.30
coincide com I1.26, o que significa que a base da indugao foi demonstrada.

Hipotese inductiva. De 11.29:

dn—l
Eszﬂ(an—la bu, 2) =

Jn1 Kni ‘1’(01)] 9(®(er)ym, K 1)
s
db‘;’i 1 ﬂ-l—bn Lp1=Ep-2 :1 (.’L‘n_]_ "'l" ’I"q,(cl)Z)m

my

|R | I_(;'llfl [c] g (cimgﬁn—l)

-+ Z Z — d:l}n_l P diUl (1131)

e=1 m=1 ($n_—1 + TCZ)m
c7®(c1)

Onde K, = K, 1 + Is(,).

O fato do primeiro segmento estar associado a recompensa c;, im-
plica que K, 1[®(c;)] = (Ku[®(c1)] — 1) e K,1[c] = K,[c] para todo ¢ # ®(c;).
Portanto, no que se segue, estes termos serao usados indistintamente segundo seja
conveniente em cada caso.

O fato que os termos 7., z, ¢ g(c,m, K, ;) ndo dependem das
varidveis Xi,...,X, 1, b,, implica que o lado direito da equacao 11.31, em ter-
mos abstratos, é uma expressao da forma:

dn—l oo
W/ - / a(u—1 +b) "dz,—q ... dzy
7 T1=0n VI 1=Tn—2

onde a e b sdo constantes.
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Usando identidades de calculo bésico, é facil ver que a expressao
acima é igual a  ‘(—1)"ta(b, + b)™™ . Isto, junto com o fato dos termos ‘r.’,“z’ e
‘g(c, m, I?n_l)’ nao dependerem das varidveis %1, ..., %, 1, b,, permitem reescrever
11.31 da forma:

dn—l
db;{_lH(a‘n—:b b’fb’ Z) ==
. Ba@(e) -1 g(®(c1)mKn 1) B Raldl  glemKn)
~1)" " (n—1)! i + o
(=1 ) mz::l (b, + To(e)2)™ Z Z (b, + re2)™
C¢@(61)
(11.32)
Sustituindo I1.32 em I1.27:
K [<I>(C1)l 1 9(®(cy)m,Rny)
H(&,,s,2) = n’/ / o
( ) bi=s Jby=by_1 m*l (bn + ""(I)(cl)Z) (bn + ’I"q)(cl)z)?n

IRI I( {c] g(c,m,f(l,kl)
B E db, ...db
Z nz—l (bn + To(e)2) (b + Te2)™ '
c#@(cl)

K, [@(cl) 9(®(c1)ym—1,8,1)
— n'/ / Zhtli-m
s Jin=bur | T 2 (bn + 7y 2)"

|R| I{ﬂ [C] g(c,m,_Izn_l )
+ > > Z ) db,, . ..db (11.33)

m=1 (bn + T@(c;)z) (bn + r.z)™

c=1

cA®(c1)

No processo de demonstrar a validade da equacdo I1.29 chega-se a
equagao I1.33. Portanto, para completar esta demonstracao deve-se comprovar que
as equacoes I11.29 e I1.33 sao equivalentes. Para isto reescreve-se 11.33 em forma
mais conveniente, isto é, usando os mesmos denominadores de I1.29. Uma vez que
a equacao I1.33 seja escrita desta forma, a comparacgao da equivaléncia entre ambas
equagOes se reduz a comprovar se os numeradores correspondentes a um mesmo
denominador sdo iguais em ambas equagoes. Para reescrever a equacao 11.33, da
forma indicada, os termos dela sido expandidos em fragoes parciais. Tal como
em [9], a expansao é feita usando a seguinte equagio, que pode ser demonstrada
facilmente por indugdo no valor de m.

y m
G e e e RO M eeay (11.34)

Onde ) )
A=g—agm B b= gyt

(b—a)™’
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Aplicando I1.34 em I1.33:

R, {‘I’(Cl)] g(@(c1);m~1,Kn1)

H 8, a_,;” A — n'/ / anti—m
( ) bl—s by=bp_1 [ m=2 (bﬂ + T‘P(Cl)z)m
R Rl gemRa)

g (’f’c—1'<§(cl) )m
+ _Tre )
; g::l (by, + 751 2)
c#8(cy)
IRl Kald m — g(f,rib1K ﬁl)m _
Z Sy I T g g
(bn + 7c2)t

m=1 1=1

074‘1’(61)

Usando a identidade EK“ lel "= EK"IC] Z,{f“[f , e trocando a varidvel i pela m, a

equacao de acima pode ser reescrita da forma:

Kn [‘1>(01)] 9(®(e1)im—1,Kn 1)

H d’n’s z = n'/ / P tl-m
( bl—s by=bp 1 l: (bn + T‘I)(Cl)z)m

m=2

|R| I( [C] g(c,m, n—l)

+ 2 Z ( 2" (Tc_"'d)(cl) )m

c#q)(cl)
> S ol P
L (I1.35)
Lt et ()™
c#@(cl)

Entao, tal como foi comentado anteriormente, para completar a
demonstragao por inducio da equacgdo 11.29, é necessdrio que os lados direitos de
11.35 e I1.29 sejam iguais. Comparando estas expressoes, conclue-se que a igualdade
é verdadeira somente se os numeradores correspondentes a um mesmo denominador
s&0 iguais em ambas equagoes. Isto implica que, os valores g(c, m, IZ'n), 1 <c<|R|;
1<mK< IZ’n[c], da equacao I1.29, devem ser calculados através das seguintes
equagoes recorrentes:

Da base inductiva temos que:

g(@(cl)7 17 f‘b(cl)) = 13 (11.36)

De 11.29 e do primeiro termo do lado direito de I1.35:
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9(®(c1), m, Ky) = g(®(c1),m —1,K,1); n>1 (11.37)

2<m< K, [®(c1)]

De 11.29 e do terceiro termo do lado direito de I1.35:

g(C, m, Kn) = Z (,r.c — To(c ))i—m+1 ’ n 2 1 (11'38)
c#®(c1) =m !
1<m<Kald

O tempo de célculo dos termos g(c, m, Izn) que aparecem em I1.38,

pode ser diminuido avaliando-os recorrentemente, de m = K,[c| até 1. Para
deduzir estas expressdes recorrentes usa-se a propria equagao I1.38 e isola-se o
primeiro termo do somatério. Portanto, lembrando que K,|[c] = I?n_l[c] no caso
em que ¢ # ®(c;), tem-se:

Q(C, Iznﬂl [C] 3 -Z?n—l)
(Tc - 'r@(cl)) ’

9(c, K,[d, K,) =— n>1 (11.39)

c#®(ct)
e
%2 R.[g .z
% gle,m, K, 1) 9(e, 4, K, 1)
c#®(cy) ¢ ™ Te(a) i=mt1 \Te ™ Td(c)
1<m<Ky[d

Identificando o somatério da equacao I1.40 em I1.38, e dividindo
por (7. — Td(c,), bemM-se que:

_ g(c,m+1, IZ'H.) . g(C, mJI{: —1)'

g C,m,}?n - ’
(#ma) (re = o) (re = ruce))

1<m<Kald]

n>1 (11.41)

De 11.29 e do segundo termo do lado direito de 11.35:
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IR Rald
= glc, 1, K,

(@) 1,R) = 30 3 78 ( )

— To(e))

c#g(cl)

n>1 (11.42)

Identificando o segundo Somatm io desta equagao em I1.38 e notando
que ele é diferente de zero somente se K,[d] > 0, a expressio para g(®(c;),1 K,
fica:

q kil .
g@e), LE)=— Y geL,KR), n>1 (I1.43)

=1

c#£®(c1); Knld>0

Os termos calculados nas equagoes I11.36 ...11.43 sdo disjuntos e
correspondem a todos os termos g(c, m, Izn) da equacao I1.29. Note-se , também,
que estas equacOes confirmain a suposicdo feita anteriormente de que os termos
g(e,m, I?n) de I1.29 nao dependem das varidveis s e 2. Estas observacoes comple-
tam a demonstracao de I1.29.

Como j4 indicou-se anteriormente, os passos seguintes (inversao de
I1.29) forneceram uma equagao mais eficiente para o célculo da combinagao linear
de estatisticas de ordem do que o uso direto da equacgdo 11.10, que corresponde a
aplicacdo direta do resultado de [9].

I11.3.3 Inversao da solugao desde o plano de Laplace

Para inverter o lado direito da equacgao I1.29 nas varidveis z e s usa-se o fato de
que, as expressoes de g(c,m, K,) 1 < c < |R|; 1 < m < K,[c] nao dependem das
varidveis s e z.

Seja L1 é o operador da transformada de Laplace inversa. Em
primeiro lugar inverte-se a equac@o I1.29 sobre a varidvel s. Para isto usa-se a

igualdade [19]:
c Ub . /_ £($(t))dbs. dbl} =%(f—)

11

Com o qual I1.29 fica da forma:

1 IR| Rald (C,T:I_{;n)
2rrm—
a’TH z Z S + /r-cz)m

c=1 m=1
Adicionalmente, usando a igualdade [19]:

e =
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Onde a e b sao constantes, obtem-se:

|B| I?,,[c] n! 7 —Tet
. B g(c,m, Ky )e
F@t2) =2, 3 gt 20 (IL44)

Agora deve-se inverter o lado direito de I1.44 sobre a varidvel z.
Sejam L£L™ o operador da transformada de Laplace Stieltjes inversa na varidvel
z, e f(d,,t,7") a fdp da v.a. CLEO(a,,t) avaliada no ponto r’. Para inverter o
lado direito de I1.44 usa-se as seguintes identidades da transformada de Laplace

Stieltjes:
cLt [ } / fﬁcl[fz) (dz)?;

(L‘I)BZCS
LL7Ye ] = §(x — a)

Onde é§(z) é a derivada da funcdo u(z) definida anteriormente. Com isto tem-se
que:

|R| 471[0]

"l K — 7t
_ / / n Q(C, m, {71)6(:6 Tc )(dm)vﬂ-lﬂn

(m — 1)l ti-m

Iy

Ap, 7
c=1

3

=1
i
n+1—m vezes

Efetuando as (n 4+ 1 — m) integrais:

|R| Zald] n! —m
/ g( m I{n) (r' — )
iy = 335 e Bty

c=1 m=1

u[r! —rt]l; n>0 (11.45)

Por ltimo, integrando a equagao anterior sobre a varidvel 7', obtem-se o resultado
final, ou seja:

|R| Kn[C] n o r—1r.t n+1—m
g t,r) =3 > ( ) (c,m,Kn)< e ) ufr —re]  (I1.46)

c=1 m=1

Onde as expressdes gle,m, K,), 1 < ¢ < |R|; 1 < m < K,[d;
n > 0 Elfill ]?n[c] = n + 1, sAo avaliadas recorrentemente usando as equacoes
11.36, 11.37,11.39, I1.41 e 11.43. Note-se que a expressao de 11.46 para F(d,,t,r) é
muito similar & expressao de I1.10, que corresponde a aplicacao direta do resultado
de [9], para esta FDP, segundo foi explicado anteriormente. Porém a expressao da

equacao I1.46 é mais eficiente de calcular numericamente, tal como serd visto na
secao 11.3.4.

E interessante notar que a solucao dada pela equacao 11.46, depende
do ndmero de segmentos Vigy (ver figura IL.3) associados a cada recompensa e nao
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da ordem desses segmentos. Esta caracteristica da solugdo é uma conseqiiéncia do
fato dos segmentos Vi) (1 < k < n + 1) serem intercambiavéis [18]. Formalmente
a observacdo anterior é equivalente ao que sigue. Seja p¢, um vetor obtido per-
mutando (de alguma forma) os componentes de ¢é,, entdo a equagio I1.46 implica
que:

F'(&,t,7) = F'(pt,,t,7) (I1.47)

I1.3.4 Complexidade Computacional

Para calcular numericamente a equacgdo 1146, o maior custo de memoria é o
necessario a avaliagao dos diferentes termos g(c, m, K, n)-

Usando o fato que ElR!1 EK“[C} 1 = n+1, é facil verificar que exis-
tem n + 1 termos g(c,m Kn) Como o algoritmo para o célculo de g(e,m KZ) é
recorrente em [, e como no passo nimero [ s precisamos dos valores do passo
anterior, conclue-se que para avaliar I1.46 precisa-se de no maximo 2n unidades
de meméria. Analogamente, das equagoes 11.37,11.39, I1.41 e I1.43, conclue-se que
a avaliagio de F(a,,t,r) requer de O(n?) operacoes de multiplicagdo ou divisao.
Por outro lado, tal como foi visto anteriormente, a aplica¢ao direta do resultado
de [9] para avaliar F(a@,,t,r) da forma dada pela equacao I1.10 requer de O(n|R|)
localizactes de memdria e de O(n?|R|) operagoes. Em conclusgo, a andlise anterior
demonstra que o resultado obtido neste trabalho é mais eficiente que a aplicagao
direta de [9] para o célculo de F(a,,t,r).

I1.4 Exemplos

I1.4.1 Exemplo 1

Para ilustrar o célculo recorrente dos diferentes termos g(c, m, I?n), considere o
caso em que: n = 4, R = {1,2,4} (o que implica que |R| = 3), é1 = {1,2,4,2}.
Portanto: ry = 1,79 = 2,73 = 4, K, =<1,2,1 >, e para avaliar I1.46 é preciso cal-
cular g(1,1,< 1,2,1 >), (2 1, <121>) g(22 <1,2,1>),e9(3,1,<1,2,1>).

Onde os 4 termos g(c, m, Kn) sao avaliados recorrentemente, da seguinte forma:

9(2,2,<1,2,1>) =

9(2,1,< 1,2,1 >) = fungéo de (ver 11.41) ¢(2,2,< 1,2,1 >), 9(2,1,< 0,2,1 >),
9(3,1,< 1,2,1 >) = fungao de ¢(3,2,< 1,2,1 >) = O g(3 ,<0,2,1>),
g(1,1,< 1,2,1 >) = funcéo de (ver IL 43) g9(2,1,<1,2,1>), ¢(3,1,< 1,2,1 >).

funcao de (ver 11.39) ¢(2,2,< 0,2,1 >),

Continuando, precisamos avaliar g(2,2,< 0,2,1 >) = 0, ¢(2,1,< 0,2,1 >), e
9(3,1,<0,2,1>) =0.
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9(2,2,<0,2,1 >) = funco de (ver I1.37) ¢(2,1,< 0,1,1 >),
e assim por diante.

11.4.2 Exemplo 2

Neste exemplo usa-se a equacdo 11.46 para avaliar F(a,,t,r), no caso particular
que |[R|=2.

Sem perda de generalidade supsGe-se que r; > r1. Neste caso, trivialmente tem-se
que:
1, r>rot > rit

F(awutﬁlr) = { O, 7“2t > '1"1t 2 T (1148)

No caso nao trivial, quando 79t > 7 > r1t, a equacéo 11.46 fica (note
que u(r — rot) = 0):

Iz"[l] n = r— ’i"lt n+l-m
@ tyr) = 3 (m_ . ) g(1,m, Kn)< ) (I1.49)

m=1 t

Para avaliar g(1,m, I?n), aplica-se (m— 1) vezes a equagao 11.37, com o qual chega-
se a que:

g(1,m, K,) = 9(1,1, Kny1m) (1L.50)

Agora usando a equacéo I1.43, tem-se que:

g(1,m, K,) = —9(2,1, Kni1m) (IL51)

Seja [ = n + 1 —m. Usando o fato que K,[1] 4 K,[2] = n + 1, e sustituindo II.51
em 11.49:

n P— !
A t,r)=— 3 ( ” ) 92,1, K) < t 1t) (T1.52)
2]

I=EK,|

A seguir, aplicando 3 vezes sucessivas a equacao I1.41 e agrupando termos chega-se
a que:

9(23 23 I_{}) . 9(29 1, Izl—l)

921, Zzl) (""2 - ?“1) (rg — 1)
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_ 1 {g(2,3,1€,)_g(2,2,12‘,_1) 9(2,2, K1)

(ra—m1) | (ra—1m1) (ry — 1) (rg— 1)
L 921 Kp)
(re —71)
1 L, S S
= on)y {9(2, 3, K1) —29(2,2, Ki1) + 9(2, 1, Kz-z)}
1 92,4, K) 92,3, K1) 2923, K1)
(ra—mr1)? | (ro—my) (rg —m1) (g — 1)
2002,2,K15)  9(2,2,Ki-y)  9(2,1,K;5)
_|_ —
(rz — 1) (7‘2—7"1) (rg — 1)
1 = - -
= T {9(2,4, K1) — 39(2,3, Ki1) + 39(2,2, Ky )
— 9(2,1, Ky 5)} (IL53)

O fator entre chaves do tltimo lado direito da equacao anterior tem a forma do
binomio. Isto leva & equagéo (a qual é facilmente demonstrada por indugdo no
valor de [):

9(2,1,K)) = o 7"1)’ Z ( ) 1) g2,k + 1, K) (IL.54)

Sustituindo I1.54 em I1.52, tem-se:

F(@,, t,7) = fjﬂ ( "l‘ ) (ﬂ)lg ( ]i ) (1) g2,k +1,K;)  (IL55)

" rot — 1t
I=K,]

Porém, I1.36 e I1.37 implicam que: g(2,k + I,Izk) =lpara0< k< K"n[2], e I1.46
implica que ¢g(2,k+ 1, K;) = 0 para k > K,,[2], logo:

q 1, 0<k<K,[2
2,k+1 = ’ - II.
Sustituindo I1.56 em I1.55:;
. n r— ’1"11'7 1/ n I?n[2]—1 1 Ik
— a _ — 1T.
A= 3 (LY (1) { > (4] (1L.57)
=K, [2] k=0

O teorema do binomio, estabelece que:

0=(1-1)'= ‘i ( ,i ) (-1) 1

k=0
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Portanto:

ot = z:%zl <T_Tt;_%) | ( ?) { {O ) k;;;m ( [i ) (—1)””

Seja p = (}Zf_{%) Usando o fato de que (?) (71) = (Z) (?::), final-

mente chega-se a que:

n

Fa,t,r)= Y p i (—1)F* < Z) <"Z_“ :) (I1.59)

=R.[2] k=K.[2

O que corresponde & solucao do exemplo.

E interessante notar que para |R| = 2 tem-se que (ver por exemplo [6]):

— n r—rit
F(alny t, 7’) =P [U(I-('"[zl) (t) < Ty — lel (:[160)
Entretanto, é conhecido o fato que (ver [18])
n Tt - noy k n—k
p (I?,,[z])(t) < rg — 7‘1] = Z ( k )P (1-p) (11.61)
F=R[2)
Portanto,
~ = n\ ek
Fantyr) = 3" ( " )p"(l pph (1L.62)
E=K,[2]

Por dltimo, é facil demonstrar a igualdade dos lados direitos das equacoes I1.58 e
11.62.

I1.5 Avaliacdo da Desempenhabilidade Fi(t,r) a
partir da CLEO

11.5.1 Introducao

O resultado de [9] para o célculo da Desempenhabilidade de sistemas tolerantes a
falhas, tem um custo polinomial de baixo grau, e portanto a solucao é eficiente.
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Porém o método de solugho ali empregado ndo fornece nenhuma interpretacao
para os termos da expressao final. Entretanto, interpretar tais termos é relevante
por varios motivos, que vao desde o cheque de resultados intermediirios durante
o célculo de termos do algoritmo, até a possibilidade de fornecer subsidios para
outras aplicagoes.

O objetivo da secio I1.5 é desenvolver um novo método para obter
o resultado de [9] e em dar uma interpretacdo aos termos da solucdo de [9]. A
vantagem do método aqui empregado com relagdo ao usado em [9] é que este é
significativamente mais simples, e usa, somente, argumentacao probabilistica.

I1.5.2 Avaliagao da Desempenhabilidade

Por definicgo de desempenhabilidade Fi(t,r) tem-se que:

Ey(t,r) = P[RTA; < 7 (11.63)

Com o objetivo de calcular Fj(t,r) serd usada a técnica de rando-
mizacado. Para isto, em primeiro lugar condiciona-se no ntimero de eventos do
processo de Poisson N(t) de taxa A que acontecem no intervalo [0,t]. Condicio-
nando e descondicionando, tem-se:

o At)"
Eit,r)=>_ e‘“g—’)ﬂ (t,r|n) (I1.64)
n=0 n.

Onde F;(t,r|n) corresponde & desempenhabilidade no caso que N(t) = n. Isto é:

Fy(t, r|n) = PIRTA(t) < r|N(t) = n] (IL.65)

Seja K, = (ki,kay... kr)), tal que ke > 0,1 < c < [R|, e |K,| =
[ill k.= n+1. Na equacao I1.28 o vetor K’n foi definido implicitamente em funcao
de ¢, (ou analogamente @,), porém no contexto atual IZ'n nao é funcéo de nenhum
argumento. Porém sempre que usa-se K,,, a tinica informacao de interesse é o valor
de seus componentes e nao como eles sao obtidos, portanto o fato de usar K, com
este novo significado nao deve causar ambigiiidades.

—

Seja I';[K,,] a probabilidade agregada de todos os caminhos de ta-
manho (n 4+ 1) que partem no estado e¢;, e que transitam por Iz'n[l] estados com
recompensa 1, K,[2] estados com recompensa 7, ..., e K,[| R || estados com
recompensa r|z. Em outras palavras: o c-ésimo elemento de E,, indica o ntimero
de segmentos V{3, 1 <1 < n+1, que tem associada recompensa r, (ver figura I1.4).

Para avaliar F;(t,7|n), na equagdo I1.65 condiciona-se no valor de K,, e aplica-se
o teorema de probabilidades totais, de onde:



Fy(t,rln) = > Ti[K,|P|RTA(t) <r|[N=n,K,]

>
K,

= Y T:[K,]| P[RTAs(t) < r|K,)] (IL.66)
R,

T; [I?,L] pode ser calculado recorrentemente da seguinte forma:

I; [K,| =0, se K, [(e)] =0

b [I n] - { ZejeEPiij [Izn - 1_;,’)(6;')] s n>1 (11'67)

Onde 9(e;) é o indice no conjunto R da recompensa associada ao
estado e;, isto é ¥(e;) = ¢ sse. p(e;) = r.. Note que K, [¢(e;)] = 0 é impossivel de
acontecer, pois o estado do primeiro segmento é e;.

A equagdo T1.67 é semelhante & equacao 5.4.2.1 de [5], exceto que
em [5] a condi¢do é feita no ltimo estado visitado, e em I1.67 condiciona-se no
primeiro estado visitado. Esta nova condigdo serd importante como serd visto
abaixo.

Para avaliar P[RTAi(t) < 'rllzn] usa-se a definicdo do evento

[RTA;(t) < 7|K,] e o fato que os segmentos Viy, 1 £1 < n+1 sdo intercambidveis
[18]. De onde:

|R]| Izn[c]
P|RTA;(t) <r|K,| =P ; mzj:l TeViptemy) < 7| (11.68)

Onde ¢(c,m) =1, 1 <1 < n+1, se somente se 0 m-ésimo segmento
com recompensa 7. (contando de esquerda a direita), é o 1-ésimo dos n+1 segmentos

do intervalo [0,¢] (ver figura I1.4). Note que oA Ko Bld) = n 41,

As equacoes 11.6 e I1.68 implicam que P[RTAi(t) < Tlfil] corres-
ponde & FDP da combinacao linear de n v.a. uniformes em [0,¢], portanto para
calcular esta FDP usa-se 11.46.

c=1 m=1 t

|R| Kn[C] r—r, A n+l—m
P[RTAW) < vl =3 % ( ) (e, m, K.) ( ) ufr —ret] (IL69)
Tal como j4 tinha sido comentado, P [RTAi (t) < rlfen] nao depende
do caminho especifico percorrido pela CM, senao que depende somente do fato de

que este caminho tenha K, [1] segmentos em estados com recompensas 7y, 7, [2]
estados com recompensa 74, etc.
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Para explicitar a dependéncia com relagao aos diferentes argumen-
tos, a seguir sdo reproduzidas as equagdes que permitem calcular recorrentemente
o conjunto de termos g(c,m, K,,).

g((e:), 1, Ko) = I [ Ky = Ty (11.70)
g(¢(ei)a m, Kn) = g(¢(ei)a m — 17 Izn—l); n Z 1 (II'71)
2SmSKn ["/’(et )] .
9((e), 1, K,) = — Z 9(c, 1, Ky); n2>1 (1L.72)
c=1

cp(er); Knld>0

g(c7 Xn—l [C]7 Iz‘n*—l) .

e B ) =~ Pzl @
e (re = 7v(e)
g(C, m, I{n) _ g(C, m + ]—a I{n) . g(c, m, Kn—l); n 2 1 (1174)
(e (re—ryey)  (re—Tyte))
1§m<I?n[c]

Agora voltando ao célculo da desempenhabilidade, usa-se a equacao
I1.68 na equacao I1.66, com o que obtem-se:

o ]R| Kn[C] n r—r, t n+l—m
Ft,rin) = Y L[R]3 Y ( " ) gle,m, K.) ( ; ) ur—rd]  (TL75)
I?,, c=1m=1

R 3 > Y . -
Como ZLJl independe de K, e no somatério de acima m < K,,[c],
tem-se que:

R Ra[d [B] n+1

22> =23 X

( c=1 m=1 c=1m=1 K tal que

Enld>m>1
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Portanto, trocando a ordem dos somatorios em I1.75:

|Rl nt1 n . 5 r—rt n+l—m
=YY% Y ( on ) T [R.] gte,m, o) (“7 ) ufr = vt
c=1m=1

R, tal que
Eo[d>m>1

(I1.76)

Porém para todo c # %¥(e;) a desigualdade n +1 > K",,[c] >m > 1,
tem que ser satisfeita, pois o primeiro segmento tem recompensa 7y,). Isto implica

que g(e,n + 1,K,) = 0, e g(¥(e;),n + 1,K,) > 0. Portanto, isolando a parte
correspondente a g(v¥(e;),n + 1, IZ’n), a equagao I1.76 pode ser reescrita da forma:

Fit,r|n) = T [n, (n+ 1) Tyen] glp(er),n+ 1, (n+ 1) Tyenulr — rycent]
|Rl = —rt n+l—m
+3 ) <m_1) Y T [R.)] gle,m, K)( = ) ulr —ret] (TLT7)
e=lm=1 Kn tal que
Ruld>m>1
Rt nt1) Ty,

Note que alyg;) corresponde ao vetor de dimens@o | R | que tem
todas as seus componentes iguais zero, exceto o ¥(e;)-ésimo que vale a.

As equacdes I1.67, IL70 .. . 11.72 e I1.77 permitem calcular F;(t, r|n).
Porém esta forma de célculo tem um custo que é proporcional ao ntmero de termos
r z-(I?n), que corresponde a todas os modos de distribuir as |R| recompensas nos
n + 1 segmentos do intervalo [0, ¢]. Isto implica que o ntimero de termos I‘Z(Izn) e
portanto, o custo de avaliar I1.77, cresce combinatoriamente com | R |. Este custo
combinatorial pode ser muito alto para algumas aplicacbes. Para evitar este alto
custo ver-se-4 a seguir como calcular Fj(¢,r|n) em forma mais eficiente. Para isto
considere-se novamente a equacao 11.66:

—

Ey(t,rin) = YT [Ka| F(E,) (I1.78)
K,

Onde F(K,) = PIRTA; < r|K,,].

A equacao I1.78 permite estabelecer as condicoes que devem cumprir
I;[K,] e F(K,) para avaliar F}(,r,n) mais eficientemente que usando IL.77. Avaliar
numericamente I1.77 é caro devido a que existem mustos termos I;[K,] e g(c, m, K.,).
Entao, para calcular 11.78 em forma menos dispendiosa, é necessario agrupar ter-
mos ;[ K,] e/ou F(K,), de forma tal que exista uma recorréncia entre estes grupos,
pois, ao existir menos (grupos de) termos para efetuar o célculo, o uso de recursos
computacionais torna-se menor.
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Antes de analisar o caso especifico da equacao IL.78, serao vistas
algumas condictes sob as quais I1.78 seria mais facil de calcular do que IL77.
Considerem-se, especificamente, os dois seguintes casos.

Caso 1: Se Ty[K,] e F(K,) so combinacdes lineares de T K]
e F(K, ), respectivamente, F(¢,7,n) é proporcional a F(t,r,n — 1) e a alguns
termos recorrentes em I{"n Portanto, esta forma de avaliacdo apresenta-se mais
eficiente numericamente do que I1.77.

Caso 2: T [I?,L] é uma combinacao linear de T [IZ,,,_l], e F(IZ.,L) =

f(I?nAl,vl, ., Um), onde f é alguma fun¢do dada. Neste caso, a agrupagao con-
veniente é da forma Yz L[ K] f(K -1, %1, « -« , Um), DOIS estes grupos podem ser

calculados recorrentemente, em funcdo do mesmo tipo de grupo.

As equacoes 11.67, I1.70 . . . I1.74 correspondem ao caso 2 recém ana-
lisado. Portanto, para avaliar F;(¢,r,n) da forma descrita no caso 2, definem-se os

termos o™ e f™(c,m) (1 <c <| R|, 1 < m < n) da seguinte maneira:

C\fq(,n) - I‘z [(’I’L + 1)f¢(e;)] g(¢(ez)a n + 1: (?’L + 1)f’l.b(6i)) (1179)
(n) . .
57"1 (C’Rm) = Y IR gemK,) (IL.80)
<c<L|R);
o Ry
T 1<m< Kald]

E importante notar que o lado direito das equagoes IL.79 e I1.80
permitem interpretar o significado dos diferentes termos de a’s e #’s. Esta inter-
pretacao é original deste trabalho, pois ndo aparece em [9]. Especificamente I1.80
estabelece que os termos [’s correspondem & probabilidade agregada de alguns
caminhos (aqucles que cumprem a condi¢do do somatério), multiplicanda por um
dos termos da solucdo da FDP da CLEO de n v.a’s uniformes em [0, ¢]. Analoga-
mente I1.79 estabelece que az(”) corresponde & probabilidade agregada de todos os
caminhos compostos somente por estados com a mesma recompensa, multiplicada

por um dos termos da solugdo de FDP da CLEO de n v.a’s uniformes em [0, #].

Os diferentes termos (’s definidos em 11.80 correspondem a um agru-
pamento de muitos termos da forma ‘T;(kK,)g(c, m, IZ,,,)’, e o termo o™ também
tem a mesma estrutura. Por outro lado, as equagdes 11.67, I11.70 .. .I1.72 estabele-
cem gue os termos I‘i(fn) e g(e,m, IZ’n) sao recorrentes em n. Em conseqiiéncia, os
termos a™’s e f)'s devem, necessariamente, ser recorrentes em n; mais ainda, tal
como se demonstrard mais adiante, os termos o™ e 8™’ podem ser calculados em
funcéo somente dos termos a1 e f~1)’s. Os fatos abordados anteriormente sao
a chave para calcular eficientemente F;(t,r|n), pois tal como também sera visto



43

mais adiante, o ntimero de termos a(™’s e A™’s é polinomial em n, e portanto
menor do que o numero de termos de I1.77.

Voltando ao cédlculo de Fj(¢,r|n); I1.79 e I11.80 permitem re-escrever
I1.77 da forma:

Ftrin) = afufr — ryeyt
R = n ) r— 'T'ct ntl-m
+> > 1 Bi " (e, m)( z )u['r—rct] (11.81)
c=1m=1

que é idéntica & expressdo principal de [9] para o célculo da desempenhabilidade.

A seguir serdo usadas as equagées II 67, I1.70 ...11.72 para deduzir
como calcular recorrentemente em n os termos a ) e ﬂ(" (c, ) Analisando todos
0s casos possiveis, tem-se:

Caso a§°): De 11.79:

a§°) = I [fqp(q)] g(¥(ei), 1, f’tﬁ(ei))
_ 1 (11.82)

Caso (¢, m): De I1.80:

ﬂgo)(c, 1) = T [120] 9(c, 1, I?O)
Rolyey; Kold=1
= 0 (11.83)

Caso a( ™ n > 1: De I11.67, I1.71 e I1.79, temos:

of = 37 puTy [niyen] g(er), monTyey);  n>1 (11.84)

eJG

Em I1.84 ndo existe restricdo enquanto ao valor de e;. Em particular pode acon-
tecer que p(e;) = Ty ou pe;) # Ty). No caso em que p(e]) # Ty(e;), da equacdo
I1.67 temos que I'; [n1¢(e )] — 0. Isto & assim pois se K, = nlql,(e,), todos os estados

dos caminhos agregados em T';[nly.,] deveriam ter recompensa ry,), porém estd
sendo suposto que o primeiro estado (e;) tem uma recompensa diferente. Este
fato, em conjunto com a equacao I1.79, permitem reescrever 11.84 da forma:

o = > p”a("*l), n>1 (11.85)
ejEE

plej)=p(e:)
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Caso M ((e;),m), (2 < m < n): De IL8O:

A@e,m) = X DlKfgbke)m B nz1 (I186)
2<m=n I?,,

Rt (1) Ty,

m=ky(e;)

Usando 11.67 e I1.71 em 11.86:

Ae),m) = 3 X puly [Bn— Tyey] 9(0(es),m—1, K, — Tyep) (11.87)

2<m<n R, ejels

I?n#(n'i'l) ft,b(e")
USSR

Agora lembrando que: K, =K, +1—:4,(e,-), [ K, [=ne K, 1[¢¥(e;))] > m—1, I1.87
pode ser reescrita da forma:

ﬂgﬂ)(qp(ez), m Z Pij Z F [ n—1 ] g('gb(ez) ﬁn—l) (11.88)

=

2<m<n SR A

I_('n—l #nfd»(ei)
m—1<Rp 1 [(e;)]

O segundo somatorio de acima corresponde ao lado direito de I1.80, portanto:

B w(e;),m) = 3 puf (w(e),m— 1) (T1.89)

2<m<n ejGE

Caso ﬁgn)(c, n), c#P(e;): As equagdes I1.67, I11.73 e I1.80 estabelecem que:

1 (e, n { 1
/Bz(n)(c"n’) = Z sz] }[ n— 1] {_g ( (, Ko )}

chi(e) g, el Te = Tte)
Ra=(n+1)y.,
K, [c]>n
= — Z ST [Bua] glen, Koy) (I1.90)
et (Te = "‘«p(a))K" 1
R 7é"'1¢(ei)

I—('ﬂ—l [cl=n
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Como K, _ ile] = n, e o nimero de transi¢des da CM_ é (n— 1)

evidentemente, cumpre-se que K, = = nl,, Por outro lado, como K, 1 = nl
e o estado 1mc1a,1 dos caminhos correspondentes a I'; [Kn_l] é o estado e;, deve
cumprir-se que p(e;) = r.. Estas observacdes implicam que a equacao I1.90 pode
ser reescrita da forma:

Pler) =X B pilaend) o)
c#(e;) e €N
plej)=re

Usando I1.79, tem-se que:

(n—1)
A emn) =— i e B (11.92)

c#(e;) e;€l ( Te ™ Tqﬁ(ei))

ples)=re

Caso ™ (c,m), c#le;), 1<m <n: Usando IL74 em IL80:

— 1 I_{’n - 9 7‘[27':_
em = Y n[R){LemrLE) —dem Bl g gq
vy - (e = Tyer)
cp(e;) Kn
1<m<n R (1) Ty
m<Knld

Manipulando a equacao de acima e usando I1.67, tem-se:

1 o o
em) = s  YTi[Edglem+1,K,)
e (e — Top(es))
1<m<n R (D)1,
m<Kald
Z Pl [Izn—l] g(c,m, K"n—l) (11.94)
o (Te — Tap(es))
I_(.nfl
Rty
m<Kya[d

Porém a equacio I1.29 implica que g(c,m + 1, K,,) vale 0 para todo K, no qual
K,[c] = m. Isto implica que o primeiro somatério de I1.94 varia para K, [¢] > m+1,
0 que em conjunto com I1.80 implicam que:
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(n) _ 167(’”) (C, m + ]_) pij,g(n_l)(C, m)

BPem) == S = Y Ty (I1.95)
cp(e;) (Tc - ’I‘,'l)(e,-)) e;€R ('rc — T‘z/)(e,))
1<m<n

Caso A" (1(e;),1): Usando I1.72 em IL80:

1A
AWe,) = X DR[{- X selLK)g
I?n c=1
Ro )Ty | A Rald>0 ,
I?,,[c]zl
IR B .
SEEEY > D[R] ge1,K,) (11.96)
c=1 I?,.
cfple) Kty
Ruld>1

Identificando o segundo somatdrio em I1.80, tem-se que:

gn) ) _ il (n)
B ((ei), 1) >, B (e, 1) (IL97)

ctp(e); Knld>0

I1.82, 11.83, 11.85, 11.89, 11.92, I1.95 e I1.97 permitem calcular em

forma recorrente todos os termos af™ e B™(c,h). Estas equacdes, em conjunto
com 11.81 correspondem exatamente &0 resultado de [9].

I11.5.3 Discussao do método de solugdo de Fj(t,r).

Para discutir em termos mais especificos os desenvolvimentos feitos em [9] e neste
trabalho, a seguir reproduzem-se em forma abstrata ambos métodos. Tal como
foi indicado anteriormente, o método empregado em [9] para deduzir IL.81 e as
expressoes recorrentes dos termos a’s e (s, foi usado nesta tese para deduzir
H(d,,t,r) (segdo IL.3), que de aqui em frente serd denominado Método A e que
basicamente é o seguinte:

Método A

1. Randomiza-se a cadeia de Markov que modela o sistema.
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2. Condicionando-se no valor de N(t) e de U3y, chega-se a uma expressao recor-
rente para a medida sob andlise.

3. Para simplificar a expressao do passo 2, aplica-se a transformada de Laplace,
conseguindo-se desta forma outra expressdo recorrente, mais simples que a
anterior, porém no plano de Laplace.

4. Estabelece-se uma solugao para a expressdo recorrente obtida no paso 3.
Para a realizacao deste passo nao existe uma sistemdtica, sendo que o éxito
dele depende da experiéncia ou intui¢ao do pesquisador.

5. Demonstra-se, usando inducéo, a solugdo estabelecida no passo 4.

6. Deduzem-se expressoes recorrentes para os possiveis termos que aparecem
na solucdo estabelecida no ponto 4, que ainda nfo foram calculados.

7. Leva-se a solucdo do ponto 4 para o plano do tempo (mundo real), com o
qual completa-se a solucdo do problema sob anélise.

Por outro lado, o método empregado, nesta segao (11.5), para avaliar
Ei(t,r) que de aqui em frente denominaremos método B, é o seguinte:

Método B

1. Randomiza-se a cadeia de Markov que modela o sistema.

2. Condicionando-se no valor de N(¢) e no nimero de segmentos do intervalo
[0, t] que recebem a mesma recompensa, chega-se a uma solucdo do problema
sob estudo. Lamentavelmente, esta solugio, normalmente é muito cara de
ser avaliada computacionalmente.

3. Para diminuir o custo da solugfo obtida no passo anterior, agrupam-se termos
dela de forma tal que eles possam ser avaliados recorrentemente (em fungao
do mesmo tipo de grupo). Este é o passo chave do método B e é o que
permite chegar a solugoes eficientes de serem avaliadas computacionalmente.

4. Obtem-se expressoes recorrentes para os grupos definidos no passo anterior,
com o qual conclue-se a solugdo do problema sob andlise.

Ao comparar os métodos A ¢ B, vé-se que este ultimo tém as
seguintes vantagens:

1. E mais simples, principalmente porque ndo precisa usar transformada de
Laplace.

2. E mais sistemdtico, pois o método A requer ‘intuir’ a solu¢ao do problema
no plano de Laplace e ndo existe nenhuma sistématica parta conseguir isto.
Este tipo de situac@o nao acontece no método B.
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3. O método B permite entender o significado dos termos que aparecem na
expressao final da medida calculada (termos «’s e f’s de F;(¢,7)), o que nao
acontece quando é usado o método A.

Para finalizar este capitulo é interessante destacar que o método
A como o método B permitem, também, resolver outros problemas da drea de
desempenhabilidade. De fato o método A foi usado em [9] para avaliar F;(¢,7)
e neste capitulo para avaliar F{a,,t,r), mais ainda, mais na frente nesta mesma
tese ambos métodos serdo usados para resolver um problema mais complexo que
os enfrentados até agora.



Capitulo 111

Avaliacao da Desempenhabilidade
para Recompensas Discretas

II1.1 Introducao

Neste capitulo estuda-se outro tipo de medidas de desempenhabilidade. Especifi-
camente o interesse é calcular a Funcado Distribuicao de Probabilidade do Rendi-
mento Total Acumulado durante um perfodo de tempo finito, por um sistema que
ganha recompensa fixa cada vez que transita entre um mesmo par de estados.

A utilidade deste tipo de medida pode ser ilustrada pelo seguinte
exemplo: suponha que deseja-se medir o nimero de um certo tipo de falhas que
acontecem no sistema no periodo [0,%]. Para medir o ntmero destas falhas, na
cadeia de Markov que modela o sistema atribui-se recompensa ‘1’ as transi¢oes
que correspondem ao tipo de falha de interesse, e recompensa zero as demais
transicoes. Em consegiiéncia: o niimero de transi¢des marcadas (com recompensa
igual a ‘1’) que acontecem no intervalo [0, ], corresponde & recompensa total ganha
pelo sistema neste intervalo.

Tx Rx

mensagens

Ack’s

Figura III1.1: Protocolo Parada e Espera
Outro exemplo: deseja-se medir a vazdo (throughput) do protocolo

Parada e Espera (Stop-and-Wait). Este protocolo, cujos componentes apare-
cem na figura III.1, é talvez o mais simples que permite tranferir informacao entre

49
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transmissor (Tx) e um receptor (Rx). A idéia bésica dele, é ter certeza de que
cada pacote tenha sido corretamente recebido antes de iniciar a transmissao do
seguinte pacote. Quando o Rx recebe um pacote sem erros, envia ao Tx um
pedido requerindo o préximo pacote. Caso o Tx néo receba este pedido, apés um
determinado tempo de espera (time-out), envia novamente o pacote anterior. 0)
esquema de operacao entre o Rx e o Tx, recém descrito, implica que é necessario
distinguir os diferentes pacotes transmitidos, isto é feito atribuindo uma identidade
diferente a cada um deles. A forma mais simples de se fazer esta atribuicdo de
identidades, de forma que ndo sejam confundidos uns com os outros, é numera-los
ciclicamente com 0 e 1, é dizer, o primeiro pacote transmitido recebe identidade
0, o segundo 1dent1da,de 1, o terceiro identidade 0, etc. E importante notar que,
todas as retransmissoes de um mesmo pacote, j4 seja devido a erros no transmissor
ou a tempo de espera, levam a mesma identidade de pacote (isto é evidente, pois
estd sendo retransmitido o mesmo pacote). Como conseqiiéncia da operagao do
protocolo descrito anteriormente, o Tx possue 2 estados, que serdo chamados de
0 e 1. Estes estados correspondem ao nidmero (mdédulo 2) do pacote que estd
sendo enviado. Em outras palavras, se o Tx inicia sua opera¢do no estado 0, ele
permanece nesse estado até que o receptor lhe informe que o pacote que esté sendo
transmitido foi corretamente recebido; nesse momento o Tx muda seu estado ao
estado 1. Analogamente ao caso anterior, o Tx permanece no estado 1 até que o
Rx lhe informe que o pacote que estd sendo transmitido foi corretamente recebido,
nesse momento o Tx muda seu estado para 0. As mudancas de estado do Tx
continuam ciclicamente da forma recém descrita, até acabar a sessao. Por oufra
parte, o Rx também tém 2 estados possiveis, chamados 0 e 1. Estes estados
correspondem ao néimero (mod 2) do pacote que estd sendo esperado pelo Rx.
Analogamente & operacao do Tx, o Rx somente muda de estado quando recebe,
livre de erros, o pacote que ele estd esperando. Como conseqiiéncia do descrito
anteriormente, o estado conjunto do Tx e Rx é um par ordenado (4, B), com
A e B € {0,1}. Considere-se que inicialmente o estado conjunto é (0,0), o que
significa que o Tx estd enviando um pacote com identidade 0, o qual estd sendo
esperado pelo Rx. Quando o Rx recebe corretamente o pacote, muda ao estado
1, o que faz com que o estado conjunto mude ao estado (0,1); neste estado o Rx
envia ao Tx o pedido de transmissdo do seguinte pacote. O estado conjunto néo
muda até que o Rx receba corretamente este pedido, nesse momento o Tx muda
ao estado 1 o que faz que o estado conjunto mude ao estado (1,1). Continuando
a andlise, é facil ver que as sucessivas mudancas do estado conjunto, do sistema
Tx / Rx, acontecem da forma desenhada na figura II1.2; em oufras palavras,
o estado conjunto muda ciclicamente seguindo a segiiéncia (0,0), (0,1), (1,1),
(1,0), (0,0), etc. Adicionalmente, agregando-se a hipétese de que os tempos de
permanéncia no Tx e no Rx sdo exponencialmente distribuidos com paradmetros
A1 e A, respectivamente, o sistema pode ser modelado pela cadeia de Markov da
figura I11.2

Sea Tj,(t) a vazao (throughput) no intervalo [0,%] do protocolo Pa-
rada e Espera. A avaliagio de T}, pode ser mapeada ao problema de desempe-
nhabilidade estudado neste capitulo, fazendo uso da seguinte equagao:
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Figura II1.2: Cadeia de Markov que modela o Protocolo Parada e Espera, sem
erros

P[Ti(t) < r] = P[# de pacotes transmitido em [0,t]] < 7] (I11.1)

Portanto, avaliar a FDP da vazao do protocolo é equivalente a
avaliar a FDP do ndmero de pacotes transmitidos em [0,%]. Se atribuimos re-
compensa 1 3s transicdes que correspondem & transmiséo de um pacote ( as que
acontecem com taxa \; na figura I111.2), e recompensa 0 as demais transigoes, temos
que a recompensa total acumulada pelo sistema no intervalo [0,¢], corresponde ao
ntimero de pacotes transmitidos neste intervalo.

Retoma-se, agora, o objetivo principal deste capftulo que consiste
em calcular G;(t,r), isto é: calcular a funcio de distribuicdo de probabilidade do
rendimento total acumulado em [0,¢] por uma cadeia de Markov, cujas transigoes
tem associadas recompensas fixas.

Em [5] foi encontrada uma expressido para G;(t,r) cuja avaliagao

numérica requer de O | |E| M"a”"@—‘_ ©] )) localizacbes de memdria e de
Nz + @] o T o ) )
O||E|d o operagoes de multiplicacao ou divisao. Por outra parte,

as equacgoes II1.8 ...II1.10 deste capftulo, permitem calcular G;(¢,r) usando
O (| E|min{ Nyaz|©|,7}) localizagdes de memdria e O (|Eldmin{Nma.|©|,7}) ope-
ragoes de multiplicagao e divisao.

Ao comparar-se os resultados de [5] e deste trabalho, ve-se que,
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no caso particular em que |©| = 2, ambos métodos tém a mesma complexidade,
porém ao aumentar o valor de |©| é notavelmente mais eficiente avaliar G;(t,r),
usando as equagoes I11.8 .. . I11.10, o que constitue a contribui¢ao mais importante
deste capitulo & drea de desempenhabilidade.

I11.2 O Modelo

Consideram-se sistemas que podem ser modelados por Processos de Markov Ho-
mogeneos [3]. Cada transicdo entre um par de estados do sistema tem associada
uma recompensa fixa, isto é, cada vez que o sistema efetua uma certa transicao,
recebe uma determinada recompensa. Em geral, diferentes transicoes podem ter
associadas recompensas diferentes. E importante notar que as recompensas ganhas
independem do tempo que o sistema fica em cada um dos estados.

E interessante notar que, tal como serd visto no capitulo IV, em
alguns casos é til definir uma funcao de atribuicdo de recompensas, na qual o
sistema ganha uma recompensa fixa cada vez que permanece num certo estado, de
forma que estados diferentes podem ter associadas recompensas diferentes. Porém,
um breve raciocinio mostra que esta forma de atribuir recompensas é um caso
particular do tipo anterior e portanto estudar-se-4 somente o tipo descrito no
paragrafo acima.

A seguir descreve-se parte da notagdo que usaremos. Considere um
processo continuo e homogéneo de Markov y1 = {Xi(t),t > 0} que descreve o
comportamento do sistema. Seja F = {e;, j = 1,...,| E |} o espago finito de
estados associado ao modelo, onde | E | corresponde ao niimero total de estados
do sistema. Seja T'C E x E, o conjunto de transigoes entre estados da cadeia
de Markov randomizada. Denota-se ¢;; & transicdo do estado ¢; € E ao estado
e; € E. Cada transicao ¢;; tem associada uma recompensa p(t;;), que corresponde
a recompensa ganha pelo sistema cada vez que ele transita do estado e; ao estado
ej. Seja © = {6, k=1,...,6¢} 0 conjunto de recompensas distintas associadas
as transicoes de T. Em geral tem-se que |©] <| E |, pois diferentes transigdes
podem (ou n&o) ter associada uma mesma recompensa, e algumas transigées entre
estados podem ser impossiveis de acontecer. Seja RTAD;(t) a recompensa total
ganha pelo sistema no intervalo [0,%], no caso em que o estado inicial é ¢;, e o
ganho de recompensas acontece nas transi¢es segundo a funcio p antes descrita.
Devido a que no intervalo de observagao, a cadeia de Markov pode transitar por
caminhos diversos, evidentemente RTAD;(t) é uma varidvel aleatéria, porém é
usual (embora nfo necessdrio) supor que RTAD;(0) = 0.

O objetivo deste capitulo é calcular G;(t,7), que corresponde a
funcdo de distribuicao de probabilidade de RTAD;(t), isto é:

Gi(t,r) = PIRTAD;(¢) < 7] (II1.2)

Onde 7 8 um valor real.
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II1.3 Avaliacdo da Desempenhabilidade G;(Z,r)

Tal como nos casos anteriores, para calcular G;(¢,r) usaremos a técnica de ran-
domizagdo. Portanto, condicionando no valor de N(t) e aplicando o teorema de
probabilidades totais, tem-se que:

Gi(t,r) = i Gi(t,7|N(t) = n) P[N(t) =n] (I11.3)

n=0

Onde P{N(t) = n] corresponde & probabilidade que no processo de
Poisson tenham acontecido n eventos no intervalo [0,1], e portanto esta dada pela
equacao [28]:

PIN() =n]= e‘AtMﬁ (TIT.4)

nl

Por outra parte, G;(t, r|N(t) = n), corresponde a G;(¢,7) no caso em que N(t) = n,
o que em conjunto com II1.2 implicam que:

Gilt,r|N(t) = n) = P[RTAD;(t) < r|N(t) = n] (TIL5)

Agora, usando o fato que, por definicao RT'AD;(t) corresponde &
soma das recompensas ganhas nas transicdes que efetua a cadeia de Markov ran-
domizada tem-se que:

Gulty IV(E) = m) = P| 3 ple(D) < rlxa(0) = (TIL6)

Onde (1) corresponde & 1-ésima transicao da cadeia de Markov ran-
domizada, isto é ¢(I) = t;; no caso em que x2(l — 1) = ¢}, e xa(l) = €.

O lado direito de I11.6 indica que G;(t,7|N(t) = n) ndo depende
de t, e portanto no que segue esta varidvel serd escrita simplesmente da forma

Gi(r|n).

E interessante destacar que as equagbes I111.2, II1.3, e o fato que
Gi(r|n) independe de ¢, implicam que: G;(¢,7) depende de ¢ somente através
do processo de Poisson N(t) e depende do caminho percorrido pela
cadeia de Markov randomizada somente através de G;(r|n).

Seja R o conjunto de todas as recompensas diferentes que pode
acumular o sistema no caso em que o estado inicial é e;, e N(t) = n. Em ou-
tras palavras: R? corresponde aos diferentes valores que pode tomar o somatdrio
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™ [p(#(1))|x2(0) = e;]. Seja w um dos valores pertencentes a RY. Evidentemente
o valor de w depende do caminho percorrido pela cadeia de Markov randomizada,
porém, note-se que um mesmo valor de w pode corresponder a diferentes caminhos.
Seja r* o subconjunto de RY composto por todas as recompensas w € R} tal que
w < 7.

A modo de exemplo, a figura II1.3 mostra os diferentes valores de
RZ para o caso particular em que n = 0,1,2,3,4, e © = {0,2,5}; estes valores
aparecem marcados com um ponto. A figura foi desenhada supondo que em cada
transicao o sistema pode ganhar qualquer uma das recompensas pertencentes a
©, o que para muitos sistemas pode ndo ser verdade. Portanto, para o conjunto
© dado, os pontos desenhados na figura II1.3, correspondem a um limite superior
para o conjunto R7,

Outro aspecto interessante da figura: no caso de r = 8, tem-se que
r ={0,2,4,5,6,7}, e RE =% U {9,10,12,15}. Isto ilustra o fato que 7} C R

Voltando ao célculo de G;i(r|n), define-se RT'AD;,, como a recom-
pensa total ganha pelo sistema no caso em que este inicie sua operacao no estado
e;, ¢ N(t) = n. E claro entao que:

n
weTr;

A probabilidade P[RTAD,;,, = w] pode facilmente ser calculada em
forma recorrente no valor de n. Para n = 0 evidentemente R = {0}, portanto:

P|RTAD;y = w] = I[w = 0] (II1.8)

Para avaliar P[RT'AD,;,, = w| no cason > 1, condiciona-se na primeira
transicdo da cadeia de Markov randomizada, de onde:

jelv.|E) )

Onde p;; corresponde & probabilidade que a CM randomizada tran-
site, num passo, do estado e; ao estado e;.

Por 1ltimo, usando I11.4 e II1.7, em IIL.3:

Gi(t,r) = io: e"AtQ;t—')n 3" P[RTAD;, = w| (I11.10)

71
wery

Onde P[RTAD,;, = w| é calculada recorrentemente usando as equagoes IIL.8 e
IIL.9.
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I11.4 Complexidade Computacional

Custo de Memoria.

A quantidade de memdria usada para avaliar G;(t,r), segundo a
equacao IIL.10, & a necessdria para armazenar os valores de
P[RTAD,;,, = w] para todo w € 7 ¢ todo e; € E. Isto é assim devido a que para
avaliar PIRTAD,;, = w], segundo as equacoes IIL.8 e IIL.9, é preciso armazenar
somente os valores do passo anterior. Portanto, no enésimo passo do algoritmo
é necessario armazenar | IV || 77 | valores diferentes. Onde | 77 | corresponde 3
cardinalidade do conjunto *. Por outro lado, j4 que evidentemente, | rit! |>| 7% |,
a méxima quantidade de meméria requerida pelo algoritmo é O(| E || M= |).

O valor exato de | 77 | depende do conjunto ©, do valor de 7, da
cadeia de Markov, e do estado ¢;. Porém, para alguns casos, avaliar | r" | é bastante
simples. Por exemplo se © = {0,1,2,...,| © |} e em cada transicdo a cadeia de
Markov pode ganhar qualquer uma das recompensas € O, é facil ver que r} =
min{n | © | +1,7 4+ 1}. Para o caso geral, no qual os elementos de © pertencem
aos reais, o célculo exato de | r? | pode implicar algumas operacdes tediosas e nao
muito esclarecedoras. Uma anélise mais simples consiste em encontrar uma funcio
que seja um limite superior de | 7 |, o que serd feito a seguir.

Célculo de um limite superior para | 7

O problema de calcular um limite superior para |r?| pode ser ma-
peado em outro problema, da seguinte forma. A cada recompensa § € © associa-se
uma, nota de dinheiro de valor 8. O fato do sistema ganhar a recompensa & devido
a uma transicdo é associado & extragao da nota de valor 6. Entao, dado que o
conjunto de notas distintas existentes é @ = {6, k = 1,2,...,|0|}, o problema
de calcular um limite superior para |r?|, é equivalente a encontrar o nimero de
quantias diferentes de dinheiro menores ou iguais a 7 que pode-se acumular com n
notas. A vantagem deste mapeamento é que ele transforma o problema de calcular
|r?|, em um problema combinatorial. A seguir procede-se a resolver este problema.

Seja f(n) a resposta ao problema de acima. Para situd-lo num
contexto geral, supde-se que os elementos 6 € © sdo valores racionais. Entao sem
perda de generalidade pode-se assumir que:

o min {0, 1 <k < |0O|} = 0. Isto se consegue subtraindo o valor da menor
k
recompensa do conjunto © original a todos os seus elementos.

e Os elementos de © sio inteiros ndo negativos. Isto se deve a que podemos
multiplicar os elementos do conjunto obtido no passo anterior pela menor
potencia de 10, de maneira a eliminar os algarismos decimais.

e O minimo denominador comum (mdc) dos elementos de © é 1, isto é
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mdc({61, 0, . ..,00}) = 1, pois podemos dividir os elementos do conjunto
obtido no passo anterior pelo mdc deles.

Note-se que as trés operagoes indicadas acima modificam o con-
junto © original, deixando outro conjunto que serd denotado como ©'. Em ou-
tras palavras: como conseqiiéncia das modifica¢des indicadas acima, o conjunto ©
pode ser mapeado no conjunto ©' = {0,1,6;,... ,Giel}, onde, por simplicidade de
notagio, supoe-se que ©,_, < 0, 1 < k < |©]. O fato de modificar o conjunto ©
implica que também é necessario modificar o valor de r (deixando um certo valor
de ') de forma tal que |?| (obtido a partir de ©) seja igual a |r;*| (obtido a partir
de ©). Para que se cumpra esta igualdade, os trés passos que alteram o conjunto
© (gerando o conjunto ©'), implicam respectivamente os seguintes trés passos para
modificar o valor de r (gerando o valor 7'):

e de r subtrae-se o valor: n min (6,1 < k||©]).
k

e Multiplica-se o valor obtido no passo anterior pela mesma poténcia de 10
usada para multiplicar os elementos de ©.

e Divide-se o valor obtido no passo anterior pelo mesmo mdc com o qual foram
divididos os elementos de ©.

E importante notar que 91@| depende da precisdo, isto é do ndmero
de algarismos significativos das recompensas atribuidas as transi¢bes. Especifica-
mente, no caso de S algarismos significativos, cumpre-se que Giel < 10°. Isto, tal
como serd visto mais adiante, implica que existe um compromisso entre a precisao
das recompensas atribuidas ao sistema e a complexidade computacional.

A anilise que segue serd feita para o conjunto ©'. Neste caso é facil
demonstrar que f(n) estd limitada superiormente pela fun¢io g(n) = min((@{ei +
1)n,7 + 1), onde ¥ < 105 e S é a quantidade de algarismos decimais dos e-
lementos de ©. Para entender o porqué deste limite superior consideremos o
seguinte problema: encontrar todas as quantias de dinheiro diferentes menores ou
iguais a ' que podem ser obtidas fazendo n extracdes com reposicdo do conjunto
Q =10,1,2,... ,Qi@l}. E obvio que a solucio a este problema é g(n), e como
©' C Q, conclue-se que f(n) < g(n), o que implica que |r?| é O(g(n)). Com
este novo antecedente é possivel retomar o calculo da complexidade computacional
necessdria para avaliar numericamente as expressoes 111.8 .. . II1.10. Anteriormente
demonstrou-se que o custo asintético no uso de memdria é O(|E|jri™=|), o que
em conjunto com o fato que |r}| é o O(min{Ogn,r'}), implicam que o custo de
meméria é O(| Elmin{©g N, 7'})-

Numero de Operacgoes.

A complexidade do algoritmo quanto a nimero de operagoes estd
dada pelo célculo de todos os termos P[RTAD,;,]. Da equagao IIL.9 tem-se que o
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niimero de multiplicacbes (que é a operagdo mais lenta a ser realizada) é O(|E])
para todo estado e; € E e toda recompensa w € r7. Portanto, considerando que
n varia de 0 até N,,,,, conclue-se que o niimero de multiplicacoes e divisdes do

algoritmo é O(|E|* Nyae: min(fley Ninas, 7'))-

Outro fato a notar é que em geral as matrizes de transic@o de estados
de modelos de sistemas reais sdo esparsas. Isto quer dizer que se d é o niimero
medio de transicdes de um estado da cadeia de Markov, entdo, em geral d < |E|.
Neste caso o ntdmero de operagoes do algoritmo é O(IEIdemmfm(Gi@leaz,r’ ).
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Figura II1.3: Conjunto de recompensas diferentes atingiveis pelo protocolo.
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Figura II1.4: CM randomizada para o modelo simplificado do protocolo Parada
e Espera.

IT1.5 Exemplo

Para ilustrar a agregacao de caminhos feita pelo algoritmo proposto,
considere o problema de calcular a fun¢ao de distribuicao da vazao no intervalo [0, ¢]
do modelo simplificado do protocolo Parada e Espera (ver se¢ao III.1.) Segundo
foi visto, a equacgao IIL.1 estabelece como mapear este problema num problema de
desempenhabilidade com recompensas nas transi¢coes. Portanto, para calcular a
vazao desejada, é necessario avaliar PIRTAD;(t) < 7|, onde RT'AD;(t) corresponde
4 recompensa total acumulada pelo sistema (para a atribuicdo de recompensas
explicada no exemplo 2 da introdugao).

O primeiro passo para resolver este problema consiste em randomi-
zar a cadeia de Markov da figura III.2 que modela o protocolo. Randomizando
obtem-se a cadeia de Markov de tempo discreto da figura IIL4. A funcao p para
esta cadeia é tal que as transi¢oes que acontecem com probabilidade A;/A tem
associada recompensa 1, e as demais transicoes tem recompensa. 0.

A figura IIL.5 ilustra a agregacdo de caminhos utilizada pelo al-
goritmo de cdlculo de G;(t,7) proposto neste trabalho. Nela as transi¢bes com
recompensa 1 estdo marcadas com o simbolo *, e as transi¢oes com recompensa,
ndo estao marcadas. Desta figura é facil ver que o niimero de caminhos diferentes
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Figura IIL.5: Caminhos possiveis para a CM do protocolo Parada e Espera.

Figura II1.6: Recompensas possiveis que pode atingir a CM da figura II1.5

para N(t) = n é O(2"), pois para n > 3 o sistema pode estar em qualquer um dos
4 estados, e de cada um deles, num passo, pode transitar a dois estados.

Por outro lado a figura II1.6, ilustra que para n > 5 cumpre-se que
|r?| < r, Isto é muito importante pois indica que avaliar G;(t,r), em geral, requer
de O(|E|r") localizagtes de memdria e o(|E|dr') operagoes de multilpicagdo; em
outras palavras: na maioria dos casos cumpre-se que ' < Np..|©].

ITII.6 Conclusoes

O o objetivo deste capitulo foi encontrar um algoritmo para calcular G;(¢,7), com
custo de memdéria O(|E| min(@lg; Nma, 1)) e nlimero de operagdes
O(|E| € Nuaw min(fg; Nmas, 7). Em geral estes custos representam uma
melhora significativa com relagfo ao resultado de [5], que tem custo de memdria
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N, maz-+1 N, maz+1
No caso particular que © = {0, 1} (este caso corresponde a problemas onde é neces-
sario "contar" o niimero de um determinado evento em [0,]), o custo de memdria
do algoritmo apresentado aqui é de O(|E| min(Nmas, 7)) € ntimero de operagdes
O(|E| d Npaz min(Npaz, 7)); € no caso de [5] o custo de memdria e de operagoes
sao idénticos.

0 (( |©] + Ninaz + 1 ) IEI) e ntimero de operagoes O <( 0]+ Nina +1 ) | B d)-



Capitulo IV

Aproximacao de F;(t,r) mediante
Gi(t,’r'>

IV.1 Introducao

Ultimamente o cdlculo de E;(¢,7) tem recebido bastante atencdo por parte dos
pesquisadores, devido principalmente & grande aplicabilidade desta medida. Por-
tanto, encontrar novos métodos, que sejam mais eficientes para calculd-la, implica
um avango na solugao de muitos problemas reais. O tipo de problema que a desem-
penhabilidade pode modelar varia dependendo principalmente da interpretacio
fisica que se da as taxas de recompensa associadas aos diferentes estados. Por
exemplo: se as taxas de recompensas atribuidas para cada estado correspondem
a: vazao, nimero de unidades operacionais ou custo por unidade de tempo; entdo,
a desempenhabilidade corresponde, respectivamente, a um determinado valor nas
seguintes varidveis: ntimero de jobs processados, tempo operacional total acumu-
lado por todas as unidades, custo total acumulado.

Na literatura tem sido publicados métodos cada vez mais eficientes
quanto ao uso de memdria e ntimero de operacdes para calcular Fj(t,7), e, como
visto no capitulo anterior, o método mais eficiente publicado até agora requer
O(|E|| | Nings) localizagGes de meméria e O(|E||R|dN?,,,) operagdes, onde d é o
maximo nimero de transigoes de saida de um estado da cadeia de Markov. Entre-
tanto em muitos modelos de sistemas reais a cadeia de Markov possui um ndmero
de estados (|E|) muito grande, e o valor N,,,, também pode ser grande. Isto im-
plica um custo computacional muito alto para avaliar Fi(t,r). portanto, novos
resultados para calcular Fi(t,r), que resultem em algum beneficio comparativo em
relacdo aos resultados anteriores, sdo ainda necessarios.

A contribuicdo deste capitulo consiste em desenvolver um novo
método para avaliar F;(¢,r) em forma aproximada. A idéia basica da aproximacao
consiste em calcular G;(t,r) em vez de Fi(t,r), usando uma atribuicio especial
de recompensas as transi¢es da cadeia de Markov randomizada. Esta atribuicdo

62



63

sera discutida posteriormente neste capitulo. Algumas caracteristicas desejiveis
que oferece a aproximagcao sao:

e O erro induzido por ela é controldvel e pode ser especificado a priori. Em
conseqiiéncia, é possivel fazer com que ele seja desprezivel.

o Existe um compromisso entre o erro do resultado obtido e a exigéncia de
recursos computacionais para obter este erro, isto é, para que o resultado da
aproximacao seja mais préximo ao valor exato de Fj(t,r), é necessdrio usar
mais recursos computacionais.

Evidentemente que o calcular Fj(¢,r) em forma aproximada, tem
a desvantagem de se obter uma medida com um certo erro, porém, a aproxima-
cao proposta neste capitulo oferece algumas vantagens quando comparada com o
clculo exato de Fi(t,r) , usando o resultado de [9]. Estas vantagens sao:

e Em geral usa menos recursos computacionais. Isto devido a que, tal como
foi visto nos capitulos II e III, G;(¢,7) é mais barato de ser avaliado do que
Fi(t,r).

e Usa somente operagoes de soma, multiplicacdo e divisdo de nimeros posi-
tivos. No entanto, a expressao de [9] usa adicionalmente a operacao subtra-
¢ao, o que em alguns casos pode levar a problemas de instabilidade numérica.

IV.2 Aproximacao Proposta

Para o caso em que o niimero de eventos do processo de Poisson usado na rando-
mizacao seja n, isto é N(t) = n, considere a seguinte atribuicdo de recompensas
a CM randomizada: cada vez que o sistema visita o estado e;, ganha uma re-
compensa r;(n) igual a TZJfl Isto quer dizer que ao visitar um certo estado, a
recompensa ganha pelo sistema nao depende somente do estado especifico no qual
ele fica, mas também do ndmero de eventos do processo de Poisson N(t) no inter-
valo [0,¢]. Note-se que a aproximacgao somente muda a atribuicdo de recompensas
associada & cadeia de Markov randomizada. Esta cadeia e o processo de Poisson
que a randomiza permanecem inalterados, isto é, sdo os mesmos que os usados no

célculo exato de Fi(t,r).

O tipo de recompensas associado & cadeia de Markov, recém des-
crito, é um tipo particular de atribuicdo de recompensas discretas discutido no
capitulo III. Tal como foi indicado nesse capitulo, atribuir recompensa fixa
visita de um estado é equivalente a atribuir essa recompensa as transicoes que
levam (ou saem) desse estado. Isto implica que a probabilidade que a recompensa
total acumulada pelo sistema no intervalo [0,t] seja menor ou igual a um certo
valor 7, corresponde a calcular G;(t,7) do capftulo III. Em outra palavras: neste
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capitulo propGe-se aproximar Fj(t,7) por G;(t,7), mediante uma atribuicao de
recompensas apropriadas.

Para explicar o motivo pelo qual a atribui¢do de recompensas pro-
posta permite que G;(¢,r) aproxime F;(t,7), em primeiro lugar definem-se algumas
variaveis. Considere o caso em que N(t) = n. Na figura IV.1 mostra-se o intervalo
[0, ] e as varidveis definidas. Seja i, 1 < k < n, o instante € [0, ] de acontecimento
da k-ésima transicdo da cadeia de Markov randomizada y, (equivalentemente 7
corresponde ao instante de acontecimento do k-ésimo evento do processo de Pois-
son N(t)). Por simplicidade da notagao, define-se também 7 = 0, e 7,41 = t. Seja
Vigy, 1 £k <n+1, o segmento [73_ 1,Tk) segundo foi visto no capltulo II, Vi) tem
distribuicao Dlrlchlet Seja At = _13; e seja t, 1 <k < n, o instante kAt € [0, 1].

E muito importante notar que segundo foi comentado no capftulo II,
7 corresponde & k-ésima estatistica de ordem de n varidveis aleatérias uniformes
em [0,t], e em contraposicio as varidveis ¢, sdo deterministas.

31 to ts tr—1

i | e pa
[ H F4| I

0 T1 Ty

Figura IV.1: Varidveis associadas ao intervalo [0, ]

Seja RT'A;(t) a recompensa total real ganha pelo sistema no inter-
valo [0,t] e RTAD;(t) a recompensa total ganha pelo sistema no intervalo [0,7]
segundo a aproximacao. E importante destacar que a recompensa atribuida ao
intervalo [tz—1,%), devido a que a CM e o processo de Poisson usados na aproxi-
magcao sao os mesmos usados no calculo exato de Fi(t,7). é a mesma do intervalo
[Tk—1, 7). Da figura IV.1 temos que:

RIAG) = SV pOa(k)s(0) = e) (Iv.1)
READI®) = 3 At pla(Bbu(0) = o) (1v.2)

Seja AR; o erro da aproximagio em predizer o valor RT'A;(t), isto é:
AR; = RTA4;(t) — RTAD;(t) (IV.3)
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Das equagoes IV.1 ...1V.3, tem-se que:

n+1

AR =3 p(xa(k)x2(0) = ) [V — At] (Iv.4)

k=1

Esta equag@o mostra que o erro em predizer a recompensa ganha
pelo sistema segundo a aproximagéo, é proporcional a [Vizy — At] = [Vig) — 5]
Isto quer dizer que, para entender o erro da aproximacao (ou equivalentemente,
entender porqué ela funciona) é necessirio compreender a difernga entre a v.a. Vy
e 0 segmento deterministico de tamanho n—fq Isto € o que serd feito a seguir.

Segundo foi indicado no capftulo II, a v.a. V() tem distribuicgo
Dirichlet , portanto [20]:

P[V(k) < s] = Vi | |
S() 6= av:s)

A primeira igualdade de acima deve-se & intercambiabilidade dos
segmentos Viz) [18]. A equacdo de acima implica que:

PV > s| = (1 - %)n (IV.6)

De onde:

B[] = /OOOP[V@)>s]ds

i
= /0 P[V(l) > s] ds
t

= i (Iv.7)

A equagao IV.4 mostra que o erro em predizer a recompensa ganha
pelo sistema segundo a aproximacao é proporcional a Viwy — At] = [Vigy — n—tﬁ], e
IV.7 mostra que o valor medio de V) é precisamente ;% Adicionalmente pode

: A3 nt?
ser demonstrado que a varianca de Vi é igual a (IR

aumentar n. Os valores da esperanca e a varianca de Vj;) implicam que se o valor
n for muito grande, o fator [V — n—fq] tende a ser muito pequeno e portanto o
erro da aproximacao diminue. O interessante é que existe uma forma de fazer que
com alta probabilidade N(%) seja um valor grande. Isto se consegue simplesmente
randomizando por um valor A suficientemente grande.

e portanto diminue ao
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A anélise do tipo de resultado que se consegue usando-se a aproxi-
macao proposta neste capitulo, serd feito a seguir usando o seguinte método: em
primeiro lugar, para uma cadeia de Markov especifica, comparar-se-4 o resultado
obtido pela aproximacdo com respeito ao caso exato, para uma cadeia de Markov
especifica. Esta cadeia é composta por dois estados: o estado inicial e um estado
absorvente, e serd usada para modelar a recompensa total acumulada pelo sistema
durante a visita a um estado. Posteriormente, usando as conclusoes obtidas para
o caso mencionado, se analisarad o resultado da aproximacao para uma cadeia de
Markov em geral.

IV.3 Resultado da aproximacido para a recom-
pensa adquirida durante a permanéncia em
um tunico estado.

(i Ta =

Figura IV.2: Cadeia de Markov de tempo continuo que modela a recompensa
ganha pelo sistema num tnico estado (modelo 1).

O objetivo desta secdo é calcular a recompensa ganha para cadeia
de Markov C durante todo o tempo que ela permanece (considerando somente
uma passagem) em um determinado estado, o qual serd denotado como e;. Para
realizar este cdlculo usar-se-4 o modelo da da figura IV.2, que é obtido da seguinte
forma: os estados e; e e, da figura IV.2 representam, respectivamente, o estado
e; e a agrupagao de todos os demais estados (diferentes de e;) de C; o tempo
de permanéncia no estado e¢; da figura IV.2 é exponencialmente distribuido com
parametro A, onde A corresponde & soma das taxas de saida do estado e; da CM.
Isto implica que o tempo de permanéncia no estado e; é o mesmo em ambas cadeias.
O estado e; tem associada a mesma taxa de recompensa 7; em ambas cadeias. Uma
vez que o sistema abandona o estado e; de C, ele nao ganha mais recompensa por
essa visita. Isto é modelado na figura IV.2 pela transicao ao estado absorvente e,
o qual tem associada uma taxa de recompensa r, igual a zero.

Para o caso da cadeia de Markov da figura IV.2, é sabido que [28§]
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Fi(t,r) estd dada por:

0 , <0
Et,r)={ 1—-ew , 0<r<mrt (IV.8)
1 s ’I"Z”’it

Seja G;(¢t,7) a fungao de distribuicdo da desempenhabilidade obtida
segundo a aproximacdo acima. Tal como em outros casos, para calcular G; (t,7)
usar-se-4 a técnica de randomizacao.

Randomizando a cadeia de Markov da figura IV.2 com taxa A > )\, é
obtida a cadeia de Markov da figura IV.3. Nessa figura é indicado que a recompensa
ganha (segundo a aproximacéo) em cada visita ao estado e;, no caso que N(t) = n,
é ri(n) = "t . Além do mais Py; = (1 — %), P, = %; ro(n) =0;e P,, =

Figura IV.3: CM de parametro discreto correspondente &8 CM do modelo 1

Para a cadeia de Markov da figura IV.3, condicionando no valor de
N(t) e aplicando o teorema de probabilidades totais, obtem-se:

Gi(t,r) = ie“m%Gi(t, rn) (IV.9)

G;(t,r|n) é avaliado condicionando no niéimero m de transicoes do
estado e; a si mesmo (0 < m < n), de onde:

(¢, 7n) = Z Pim|n]G;(t,r|n,m) (Iv.10)

m=0

O fato do estado e, ser um estado absorvente, implica que se acon-
tecem m transi¢cées do estado e; a si mesmo, estas devem ser as m primeiras

transi¢des. Portanto, como a probabilidade de deixar e; é %:



Al—2m < m<n

Ao = { 35

A1
)71, , m=mn (IV 1 )
Agora, para calcular Gy(t,r|n,m), usa-se o fato que se existirem m

transicOes de e; a si mesmo, o sistema fica (m + 1) vezes no estado e;, e portanto
(m+1)rit

. Formalmente:
n+1

ganha uma recompensa total igual a

Gi(t,rln,m) & P[RTAD;(t) < rin,m]

n+1

= uli—(—w}, 0<m<n (IV.12)
n+1

Seja m' = m + 1. Sustituindo V.12 ¢ TV.11 em 1V.10; e isolando o
caso m = n:

m=0
" A n A\ mir;t
- (1-2 — it A 1- = _
(1-5) wr—rar iy 5 (0-3) o]
(IV.13)
Seja a = ﬁ Note-se que « corresponde a uma percentagem da

maxima recompensa posswel de ser acumulada pela CM de figura IV.2. Para
evitar trivialidades estudar-se-4 somente o caso 0 < r < r;t. Neste caso cumpre-se
que: 0 < a < 1. Seja m*(n) o miximo valor de m/' tal que r > %, entao usando
o fato que (1 < m/ < n):

m*(n) = min(n, |a(n +1)]) (Iv.14)
Sustituindo IV.14 em IV.13:

A/ m=1
A\ A 1 — ( )\)m*(n)-l—l
= (1= ufr—rt] +-—2 { —1
(3) ety ety
A" 1-(1—2)m *(n)+1_A
= (1_K) ulr—rt] + 1“_% 4
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Portanto:

A m*(n) A n
Gi(t,rln) =1 — (1 — K) - (1 - K) w[r — 7t (IV.15)

Sustituindo IV.15 em IV.9:

Gi(t,r) = ie—m(_ﬁ_)?f {1— (1—%)m*(n)+ (1—%)nu[r—rit]}

n=0
oo n m*(n) 00 n
_ —a¢ (A2) A —a [H(A — A)]

(Iv.16)
Como e = Y20 &

Gi(t,r) =1— f: e*At(—AtX 1— A e + e My r — rit] (IV.17)

7 a n=0 nl A ' -
onde m*(n) = min{n,|a(n + 1)|}, e @ = L. A equagao IV.17 corresponde a

it
expressao final para G;(¢,r) da figura IV.3.

IV.4 Anadlise de erro da recompensa acumulada
em um unico estado

A seguir analisa-se o erro induzido ao aproximar o valor de F;(t,r) da cadeia de
Markov C pelo valor de G;(t,r) da a cadeia de Markov da figura IV.3. A anélise
mostra que o erro depende do valor de 7, e portanto ela serd dividida em diferentes
casos, que correspondem aos diferentes valores de 7.

1. Caso r =0.
Neste caso temos que « = 0, portanto:
m*(n) =0

u[—rit] =0

Sem perda de generalidade pode-se considerar quer; > 0, portanto:

Gi(t, 0) = 1- Z e_At-(ATt')—
n=0 -
=0 (IV.18)

Comparando as equagao IV.8 ¢ IV.18, ve-se que no caso r = 0 a aproximacao
corresponde ao caso exato.
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2. Caso r = r;t. Neste caso:
a=1
m*(n) =n
ulr —rit] =1
Portanto, de IV.17 temos que:

Gi(t,rit) = 1— Ze”“t (Ae)" {(1 - %)n — <1 — %)n} (IV.19)

n=0

1 (IV.20)

O que, novamente corresponde ao caso exato, j& que de IV.8: Fi(t,r;it) = 1.

3. Caso 0 < r < 7.

Neste caso:
O<ax<l
m*(n) = min(n, |a(n+1)])

= |a(n+1)]

u[r —rit] =0
Portanto:

o (1 _ A) |a(n+1)]
Gi(t,r) =13 e M(At)" An, (IV.21)
n=0 '

O valor de |a(n+1)| pode ser limitado por ambos lados da seguinte forma:

an+l) = an+a

> |a(n+1)] (IV.22)
la(n+1)] > an+1)-1
> an—(1—q) (IV.23)

Usando 1V.22 e IV.23 em IV.21, ve-se que:

o (A (1-2)T
Gi(t,r) <1-Y e-At( ) ( ~ A) (TV.24)
n=0 :
an—(1—a)
o0 Ay (1—2
Gi(t,r) >1— Ze—“( ) ( A) (IV.25)

nl

n=
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Portanto: -
* o At(1—2
Gi(t,r) <1— (1 - A) 3 e_At[ ( A) ] (IV.26)
A = n!
~(1-a) & At (1= 2"
Gi(t,r) > 1— (1 — 5) > e“At[ ( A> } (Iv.27)
A fr n!
Como e* = 32 ( £
AN\ a At(1-2)"
Gi(t,r) <1—{|1- A1) € e & (IV.28)
)\ —(lﬁa) Ao
Gi(t,r) >1— (1 — K) e At eA1-1) (IV.29)

Seja € = (Fi(t,r) — Gi(t,7)), o erro obtido ao calcular Fi(t,r) mediante
G;(t,r). De IV.28 e IV.29:

(IV.30)

Devidoaque0<a<leld<A:

(2 (1) v

Portanto:

IV.31 e IV.32 estabelecem que o erro da aproximacao, para o caso 0 < r < 7,
depende dos seguintes fatores:

e Ao aumentar A o erro diminue.

e Ao aumentar « o erro diminue. Isto é importante, pois os sistemas
normalmente sdo projetados para terem alta disponibiladade e portanto
é interessante avaliar Fj(t,r) para valores de a cercanos a 1.

Como « depende de r, 7, e t, conclue-se que:

— Ao variar r desde zero até r;t (mantendo os demais pardmetros
constantes) o erro diminui.
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Avaliacao da rec. acumulada em 1 estado

Fi(t.r) exata e aproximada; t=1; ri=1

1.2

1.1

Descmpenhabilidade

0.00 0.13 0.25 0.38 0.50 0.63 0.75 0.88 1.00 1.13

Nivel de recompensa
O Fi(tr) exato +  Gi(hr)y

Figura IV.4: Erro obtido para o modelo 1

— O erro aumenta ao aumentar r; (mantendo os demais pardmetros
constantes).

— O erro aumenta ao aumentar ¢ (mantendo os demais pardmetros
constantes).

A modo de exemplo, considere-se agora a aproximacao de Fi(¢,r) mediante
Gi(t,r) para o conjunto de valores dos pardmetros que se indicam na figura
IV .4. Nesta figura vé-se que paraocasoemquer; =1, A=1t=1e A =4,
a funcao de erro dada pela equagao IV.32 indica que e < i, e o grafico mostra
que € < 0.1, o que mostra que IV.32 entrega limites cercanos aos reais. Por
outro lado, na figura IV.5 se mostra o erro relativo da aproximacao para o
casoem que: ; =1, A=1,t=1e A = 1024. Neste tltimo exemplo, devido
a que o erro é muito pequeno foi necessario desenhar o erro relativo, definido
como: (Fi(t,r) — Gi(t,r)/Fi(t,7)). Na figura IV.5 vé-se, mais uma vez, que
o limite da equacao IV.32 é correto. Note-se que para valores de r cercanos
a 0, Fi(t,r) também é cercano a 0 e portanto o erro relativo da figura IV.5
tende a ser ilimitado; porém, isto se deve somente a que esté sendo graficado

o erro relativo, o erro propriamente tal continua sendo limitado pela equacao
1v.32.

IV.5 Amnalise do erro para uma cadeia de Markov
geral

Seja €, o erro da aproximacao para uma CM qualquer, no caso em que N(t) = n.
Condicionando no valor de N(t) e aplicando o teorema de probabilidades totais,
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Erro relativo da aproximacaoc
( FICL)—Gi(t.r) )/Fi(ta): t=1iri=1

0.0016.
0.0015
0.0014 -
0.0013 -
0.0012
0.0011

0.00t
0.0009
0.0008 -
0.0007
0.0006 -
0.0005 -
0.0004
0.0003 -
0.0002
0.0001 —

Erro relative

-0.0001 |
-0.0002 -|
-0.0003
-0.0004
~0.0005 -
~0.0006 —frrrreer e e e e e E M

0.00 0.3 0.25 0.38 050 063 075 0.88 1.00 113

Nivel de recompensa; -

Figura IV.5: Erro relativo obtido para o modelo 1
tem-se que:

(o0}

e =Y P[N(t) =nle, (IV.33)

n=0

Seja m; o nimero de transigoes fora do estado e;, dadas n transicoes
da CM randomizada, e sejam = Y. e m;. Esta definicdo indica que m corresponde
ao numero de transicoes reais da CM no intervalo [0,%]. Portanto n = m+n,,, onde
T4y cOrresponde ao nimero de transicdes virtuais no intervalo [0,t]. Condicionando
e descondicionando no valor de m, chega-se a que:

.= i:% PIN() = n] é} Plminlenn (IV.34)

Onde &, corresponde ao erro da aproximacio no caso em que
N(t) = n e acontecem m transi¢des reais no intervalo [0,#]. Seja & o mdximo erro
da aproximagao devido a m; transi¢des para fora do estado e;, portanto:

IN

Z m;g;
e;

mé (IV.35)

IA

Logo:
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le] < Z P[N(¢) Z Plm|nlmé (IV.36)

Onde € = mazx {£;}. Seja v a mixima taxa de saida de um estado
e;€R
da cadeia de Markov (sem randomizar) que modela o sistema. Seja N* o niimero
médio de mudancas de estado reais da cadeia de Markov no intervalo [0, ], entao
evidentemente cumpre-se que:

N* < 4t (IV.37)

Usando IV.37 em IV.36 conclue-se que:

lel < |elvt (1v.38)

Por outro lado, a equacao IV.32 implica que:

[a) ,Y
< —_ .
el 37— (IV.39)

Finalmente, de IV.38 e IV.39 conclue-se que:

¥t

N (IV.40)

e <

A equacdo IV.40 demostra que para uma cadeia de Markov qual-
quer, fazendo com que a taxa A de randomizagdo seja suficientemente grande, o
erro obtido ao calcular F;(¢,r) mediante G;(t,r) pode ser tdo pequeno quanto se
quiser.

IV.6 Exemplo.

Considere um sistema tolerante a falhas [9] composto por N processadores e
tamanho de memoéria B. Seja p, a taxa de falha de cada processador, e suponha
que cada processador falha independentemente. A falha de um processador im-
plica que o sistema é degradado a outro sistema com um processador a menos.
Seja py a taxa de falhas de cada componente da memdria. Cada um destes compo-
nentes falha independentemente e sua falha deixa o sistema inoperante. Quando o
sistema estd inoperante ndo podem acontecer mais falhas. Cada vez que um com-
ponente falha (processador o etapa de memdria), ele é isolado do resto do sistema
e deixado no conjunto de componentes falhos. Os componentes falhos sdo retor-
nados ao sistema somente quando todos eles sao reparados. O tempo médio de
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falha para reparar j componentes falhos é j/p,. Se adicionalmente supde-se que os
tempos de falha e reparo tém distribuicdo exponencial, entdo o estado do sistema
pode ser modelado por um processo markoviano homogéneo {X(7),U(7)}, onde
X(7) é o ntimero de processadores operacionais no instante 7, ¢ U(7) vale 1 ou 0
dependendo se a memoéria estd operacional ou nao respectivamente. Para analisar
o rendimento deste sistema associa-se a cada estado (p,1), 0 < p < N, uma taxa
de recompensa igual & vazdo média em estado estaciondrio de um sistema de filas
M/M/p/p + B, com taxa de chegadas pu, e tempo médio de servico 1/pu,; a taxa
de recompensa associada com os estados (—,0) e com o estado (0,1) é 0.

Como conseqiiéncia da atribui¢do de recompensas aos diferentes es-
tados do sistema, descrita acima, a recompensa total acumulada por ele no inter-
valo [0, ] corresponde ao nimero de trabalhos que processa durante esse perfodo
de tempo.

A figura IV.6 considera a avaliacdo da desempenhabilidade para o
sistema recém descrito, em funcdo de diferentes tamanhos de memoria, no caso
em que os valores dos diferentes pardmetros sdo: p, = 80, p, = 20, N = 4,
By = 0.01/semana, e 1/p, = 6 horas. O grifico superior corresponde & maxima re-
compensa atingivel pelo sistema durante um dia de operacao, isto é, a recompensa
ganha pelo sistema no caso em que nao acontecem falhas durante sua operagao. O
grafico inferior corresponde ao niimero de tarefas que sao processadas num dia de
operacao com probabilidade menor o igual a 0.99; este grafico é uma reprodugao
do apresentado em [9], sendo que naquele trabalho foi obtido usando o valor exato
da desempenhabilidade F;(t, 7). Os dois gréficos do meio correspondem ao niimero
de tarefas processadas em um dia com probabilidade menor o igual a 0.99, sendo
que este nimero é calculado usando a aproximacao proposta neste capitulo. O
grafico mais préximo ao caso exato foi obtido usando uma taxa de randomizacgao
igual a quatro vezes a méxima taxa de saflda dos estados do sistema, sendo que o
outro grafico foi obtido usando uma taxa de randomizacao duas vezes maior que
a maxima taxa de safida do sistema. Da figura observa-se que, como era de se
esperar, a medida que a taxa de randomizagdo aumenta, o erro da aproximacao
diminue. Outro fato que se observa na figura é que ainda para valores pequenos do
fator de aproximacdo (taxa de randomizacao dividida pela maxima taxa de safda
do sistema), os resultados obtidos pela aproximacso sio bastantes satisfatérios.

IV.7 Conclusoes

Neste capitulo foi demonstrado que mediante uma atribuicdo apropriada de recom-
pensas, G;(t,r) pode aproximar F;(t,r) com o grau de precisao que se deseje. A
vantagem fundamental desta aproximacao consiste em que é mais eficiente avaliar
Gi(t,r) do que Fi(t,r). Isto devido a que tal como indicado em [9], avaliar Fi(t,r)
requer de O(|E||R|N,..) localizacdes de meméria e O(|E|d|R|N?,..) operagoes,
onde d é 0 méximo nimero de transi¢Oes incidente a um estado na cadeia de
Markov. Por outro lado no capitulo III foi demonstrado que avaliar G;(t,r) requer
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Analise da missao de um dia. gi=0.99

a0 -

70 -
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Numere de tmbainos processodos
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Figura IV.6: Recompensa acumulada de um sistema tolerante a falhas

de O] E|min(9|'@|Nmaz , 7)) localizacoes de memoria e de

O(lE|deammin(9llelem,r’)) operagoes, onde 9|'@| e 7 sao valores que dependem
do conjunto de recompensas discretas diferentes associadas aos estados.

Outra vantagem da aproximagcfo, que em alguns casos pode ser
importante, é que ela nao usa a operacdo subtracao, senao que emprega somente
as operagoes soma, multiplicacio e divisdo. Porém, em [9] adicionalmente é usada
a operacdo subtragdo. Isto pode levar a problemas numéricos, devido as even-

tuais subtracoes de quantidades similares, particularmente quando isto acontece
no denominador.



Capitulo V

Checkpointing and Roll-Back and
Recovery

V.1 Introducao

Os sistemas de banco de dados orientados ao processamento de transagoes sao cada
dia mais importantes devido a sua grande utilidade em diferentes aplicagoes. Na
maioria desses sistemas, a demanda de dados imposta pelos usudrios requer uma
alta disponibilidade das informagoes e um baixo tempo de resposta das transacoes.
Define-se a disponibilidade como a fracdo do tempo que o sistema esta disponivel
para processar transacoes. E interessante notar que o ‘tempo disponivel’ significa
que o sistema esta disponivel para processar transacoes; porém o usudrio pode ou
nao usar o sistema quando este estd disponivel. Do ponto de vista do usuario, o
‘tempo disponivel’ é composto pelo ‘tempo efetivamente usado’ e pelo tempo em
que o sistema permanece ocioso (porém disponivel). Em contraposicdo ao tempo
disponivel estd o ‘tempo indisponivel’, que corresponde ao tempo em que o sistema
nao pode atender transacoes de usuarios.

Uma das técnicas mais comuns para conservar a integridade dos
dados, aumentar a disponibilidade ou diminuir o tempo de resposta, é guardar
copias do estado do banco de dados periédicamente, da forma que serd detalhada
abaixo [12]. O estado do sistema inclui todos os arquivos e informactes necessarias
para restaurar o sistema & situacdo em que ele se encontrava no momento em que
foi feita a cépia. Esta informagao é gravada em um dispositivo secundario livre
de erro. O processo de fazer uma cépia do sistema é conhecido com 0 nome
de Checkpointing. Durante as operagoes de Checkpointing o sistema nao esta
disponivel para processar transacoes.

Depois de finalizado o Checkpointing, as transa¢oes que modificam
o sistema de arquivos sdo gravadas em um arquivo especial, conhecido com o nome
de Audit Trial. No caso de acontecer uma falha no banco de dados, seja devido
a falha de hardware, software ou ma operagao, supbe-se que ela é detectada ins-
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Figura V.1: Ciclo Tipico de CRR

tantdneamente e ¢é iniciado um reparo.

Numa operagao de reparo a falha é removida da seguinte forma: em
primeiro lugar o sistema é restaurado ao estado em que estava no momento em
que foi feito o dltimo . Esta fase de reparo é conhecida com o nome de ‘Retorno’
(Roll-Back). Depois, a ac¢do de reparo continua com o reprocessamento de todas
as transacGes armazenadas no Audst Trial, até deixar o sistema no estado em que
estava justo antes do momento de acontecer a falha. Esta segunda e dltima fase
do reparo é conhecida pelo nome de ‘Recuperacao’ (Recover). Durante a operacao
de reparo o sistema nao estd disponivel para processar transac¢oes dos usudrios. O
processamento normal ¢ reinicializado logo apés o término com sucesso do reparo.
E interessante notar que a discussio anterior implica que o tempo em que o sistema
estéd indisponivel corresponde & soma dos tempos usados em repard-lo e o tempo
gasto em operacoes de Checkpointing.

Na figura V.1 mostra-se um ciclo tipico de Checkpointing and
Roll-back and Recover (CRR). Este ciclo se inicia com a operacio de Check-
pointing de duracao C. Durante este intervalo o sistema estd indisponivel. Depois
vem o intervalo disponivel de duracdo D. Na figura foram omitidos os tempos de
reparo, mas estes aparecem em forma implicita como veremos a seguir. Dentro do
intervalo D, os segmentos de tempo em que o sistema estd atendendo transacgoes
foram desenhados como um segmento grosso no eixo do tempo, o resto do inter-
valo D corresponde ao tempo disponivel ndo usado em processar transacoes. Na
figura o instante de acontecimento da primeira falha, medido a partir do final do
checkpoint, estd marcado com o sfmbolo t5. A flecha de retorno desde t; ao
inicio do intervalo D, significa que depois da falha, o processamento de transagoes
deve recomecar no estado em que se encontrava o sistema ao final do checkpoint.
A operacao de reparo constituida pelas fases de Retorno e de Recuperagao nao
aparecem desenhadas. A fase de Retorno corresponde a leer o estado em que es-
tava o sistema ao final do Checkpoint. A fase de Recuperagio da primeira falha,
corresponde ao reprocessamento das transacbes que tinham sido processadas no
segmento [0,ts,] do intervalo D. O tempo de Recuperagio da primeira falha em
geral é menor que ¢y, pois nesta recuperacao sao descartados os segmentos de
tempo disponiveis ndo utilizados em processar transagoes. Em termos graficos: o
tempo de recuperacao da primeira falha corresponde & soma dos segmentos grossos
do intervalo [0, %] do tempo disponivel. Depois da recuperacéo da primeira falha,
o sistema fica como estava antes da falha, isto é como se estivesse novamente no
instante t;;. As demais falhas e reparos acontecem em forma andloga & primeira



79

falha descrita acima.

Tal como j4a foi dito, o objetivo principal da técnica de CRR, é to-
lerar falhas; porém outros objetivos importantes sao aumentar a disponibilidade e
diminuir o tempo de resposta das transagoes. Aumentar a freqiiéncia com que sao
feitos os Checkpoints aumenta o tempo gasto nestas operagdes, porém (em geral)
diminui o tempo usado em reparos, pois diminui a probabilidade de acontecer fa-
lhas entre 2 checkpoints, e caso estas acontecam, o tempo com que sao feitos os RR
em geral é menor. Por outro lado, caso se diminua a freqliéncia de Checkpoints,
diminui o tempo gasto nesta operagdo, porém aumenta o tempo de RR. Isto implica
que existe um intervalo 6timo entre os instantes de inicializacao das operacoOes
de checkpoint, de maneira a maximizar a disponibilidade do sistema. Define-
se como politica de Checkpointing & especificacdo dos instantes no tempo em
que sao iniciados os Checkpoints. A politica de Checkpointing que maximiza a
disponibilidade do sistema nao necessariamente é a mesma que minimiza o tempo
de resposta das transacées [26].

Na literatura tem aparecido varios modelos para analisar a técnica
de CRR [26, 15, 16, 29, 12, 14]. A maioria deles foram projetados para deter-
minar a politica de Checkpointing que maximiza a disponibilidade [12], [14],[16],
[15]. Alguns outros modelos tem considerado o problema de determinar os instan-
tes de tempo nos quais devem ser iniciados os Checkpointing com o objetivo de
minimizar o tempo de resposta das transagoes [26].

Quando se analisam sistemas submetidos a CRR, dois aspectos
muito importantes a modelar sao a politica de Checkpointing, e o tempo necessario
para efetuar os reparos, isto é os tempos de RR. O tempo necessario para efetuar
as operagoes de RR depende tanto do intervalo de tempo entre o dltimo Check-
pointing e o instante de acontecimento da falha, como do nimero de transacoes
armazenadas no Audst Trial (mais precisamente do tempo necessario para repro-
cessar estas transacoes).

Com o objetivo de simplificar a analise matematica, os diferentes
modelos introduzem algumas hipdteses. Estas hipdteses devem satisfazer o duplo
objetivo de simplificar a anilise matemaética, e ainda representar corretamente os
aspectos mais importantes do sistema. Algumas das suposicbes de Checkpointing
que correspondem a modelos de sistemas reais, sao:

C1 : O tempo entre dois Checkpoints consecutivos é uma varidvel aleatdria com
distribuicao exponencial.

C2 : O tempo disponivel entre o final de um Checkpointing e o inicio do outro é
constante (i.e, ndo considerando os tempos de recueracao e reparo caso haja
uma falha).

C3 : Namero de transacGes processadas entre dois Checkpoints consecutivos é
constante.
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A suposicdo C1 é a menos realista, porém é a mais facil de analisar
matematicamente. Por outro lado, em [12] foi demonstrado que a suposicao C2 é
6tima no sentido de maximizar a disponibilidade com relagao a todas as politicas
que possuem tempo entre Checkpointing aleatério com distribuicao geral, no caso
em que a taxa de falhas durante os perfodos de disponibilidade é constante. A
suposigao C3 é dependente da carga, j4 que especifica que o nimero de transacoes
a serem processadas entre dois Checkpointing consecutivos é constante, portanto
quanto maior é a carga menor é o tempo entre Checkpoints. Esta suposicao tem a
desvantagem de que, no caso em que o sistema esteja com uma carga muito baixa,
o tempo entre Checkpoints pode chegar a ser desnecessariamente grande. Na
pratica, uma politica de Checkpointing pode ser uma combinacao das suposicoes
descritas acima, ou alguma outra. Por exemplo uma politica que do ponto de vista
de implementacdo pratica parece razodvel, é iniciar Checkpointing cada certo
intervalo de tempo fixo, por exemplo todos os dias as 18:00 hrs. Esta politica
parece razodvel j4 que, em geral os sistemas sao projetados para ter uma alta
disponibilidade, e portanto ela deve comportar-se em forma semelhante & suposi¢ao

C2.

Outro aspecto importante dos modelos de CRR é a forma de mo-
delar a dependéncia existente entre os tempos de RR e as suposi¢oes feitas para o
intervalo entre Checkpoints. Esta dependéncia determina a solucao do problema
de otimizacao descrito anteriormente. Algumas das formas de modelar os tempos
de RR sao os seguintes:

R1 : Dependéncia Paramétrica.
R2 : Dependéncia Estocastica.

R3 : Dependéncia Deterministica.

Nos modelos do tipo R1 supde-se que os tempos de RR sdo varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas (v.a.i.i.d.’s), e os pardmetros
da fungio de densidade de probabilidade (f.d.p.) de cada uma destas v.a.’s de-
pendem dos pardmetros da politica de Checkpoint. Por exemplo, o mais comum
dentre os modelos deste tipo aparecidos na literatura é supor que o tempo de RR
é proporcional ao tempo entre dois Checkpoints consecutivos [12], [14],[16], [15].
Este modelo é usado normalmente devido & simplicidade da andlise matemaética.
Nos modelos do tipo R2 o tempo de RR é determinado por uma f.d.p. cujos
pardmetros dependem do niimero de transagoes processadas desde o altimo Check-
point até o momento da falha. A idéia do modelo R2 consiste em que, no caso que
aconteca uma falha depois de terem sido processadas ‘n’ transacoes, o tempo de
RR corresponde ao processamento de outras ‘n’ transacgdes (diferentes das ja pro-
cessadas), porém o tempo de processamento de cada uma destas dltimas transagoes
é igualmente distribuido ao de cada uma das primeiras transagdes. Ao contrario
do modelo R1, no modelo R2 os tempos de RR de duas falhas consecutivas nao
sao independentes, j4 que as transagOes a serem processadas devido & uma falha
posterior incluem aquelas correspondentes a uma falha anterior. Por exemplo na
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figura V.1 o reprocessamento devido & falha que acontece em ty, inclui as transagoes
processados em [0,1y], e adicionalmente inclue outras transagdes (as processadas
no intervalo (t;,,%t5,)). O modelo R3 é uma representacdo exata do que acontece
na realidade, ou seja o tempo de reprocessamento é igual ao tempo acumulado
processando transagoes desde o tltimo Checkpointing até o momento da falha.
Evidentemente, tal como no caso do modelo R2, os periodos de RR consecutivos
neste modelo sao dependentes.

Para obter alguma medida de desempenho/ desempenhabilidade
(disponibilidade, tempo de resposta, etc) de um sistema de banco de dados sub-
metido & politica de CRR, além de modelar a politica de Checkpointing e os
tempos de RR, é necessario representar no modelo os aspectos mais importantes
do sistema, tais como: taxa de chegada de jobs, taxa de processamento, mixima
capacidade de armazenamento de jobs no sistema, etc. Nos modelos que se encon-
tram na literatura aparecem diferentes combinagoes entre politicas de Checkpoin-
ting e tempos de RR, assim como diferentes parametros do sistema. A quantidade
de informacao (pardmetros) representada do sistema varia dependendo se o obje-
tivo é avaliar a disponibilidade, o tempo de resposta, ou ambos.

A anélise para os modelos C1, R1 sdo mais simples e tem permitido
o tratamento analitico [13], [25], [24]. Por outro lado, a andlise das politicas C2,
C3, R2, R3 sao mais dificeis de se realizar e, em geral, o tratamento matemético
tem sido feito mediante técnicas numéricas, ou simulacdo, ou uma mistura de
ambas [26].

Uma das contribuicoes importantes deste trabalho é resolver ana-
liticamente um modelo do tipo (C2,R3), o que até o momento nao tinha sido
conseguido na literatura, devido & dificuldade da andlise matematica [26]. Especi-
ficamente, foi calculado o valor médio e a FDP da disponibilidade. As expressoes
encontradas para estas varidveis tem um custo computacional polinomial de baixo
grau, o que Isto permite a implementacdo de uma ferramenta computacional efi-
ciente para o célculo destas medidas. Outra contribui¢ao importante deste tra-
balho consiste em ter relacionado dreas até agora desconexas, como sao as aréas de
CRR e desempenhbilidade. Isto foi feito demonstrando que o cdlculo da FDP da
disponibilidade é equivalente a avaliar uma nova medida de desempenhabilidade,
que seraformalmente definida posteriormente.

V.2 Trabalhos Previos

O estudo de sistemas submetidos & politica de CRR tem recebido consideravel
atencao ultimamente. A seguir revisam-se os trabalhos mais significativos publi-
cados nesta area.

Em [16] foi calculada a transformada de Laplace-Stieltjes da funcao
de distribuicdo de probabilidade da disponibilidade, durante um periodo finito
de observacao, de um sistema submetido a uma politica de CRR. A partir desta
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transformada é possivel obter os diferentes momentos de disponibilidade, ou al-
ternativamente é possivel usar algum método de inversiio numérica para avaliar a
funcao de distribuicao da disponibilidade. Os tempos de RR foram modelados da
forma R1 e os tempos de inicio de checkpoints da forma C2. Adicionalmente as
seguintes suposicoes foram feitas: o tempo necessdrio para efetuar um checkpoint
é constante, as falhas acontecem de acordo com a um processo de Poisson e sao
detetados instantdneamente, durante as operagdes de CRR nao podem acontecer
falhas. Previamente os mesmos autores em [9] analisaram um problema similar ao
anterior no sentido que usaram o mesmo modelo e hipSteses que em [16], porém
a andlise foi limitada & evaluacao de distribuicdo da disponibilidade entre dois
checkpoints consecutivos (e nio durante um dado periodo de tempo). Neste caso,
os autores consequiram inverter a expressdo da distribuicdo obtida no plano de
Laplace.

Em [26] foram estudados diferentes modelos de sistemas submetidos
a CRR, com o objetivo de identificar quais deles correspondem a uma representacao
realista do sistema e a forma em que eles s40 analisdveis. O método de solugao em-
pregado foi analftico, numérico ou de simulagéo, segundo a dificuldade do modelo.
Em particular foi analisado um modelo no qual os checkpoints sio realizados de
acordo com um processo de Poisson (C1), porém se o nimero de transacdes pro-
cessadas chega até um certo limite é feito um checkpoint especial. Portanto, esta
politica de checkpoint estudada corresponde a uma mistura das politicas C1 e C3.
O método de solugao empregado para o modelo anterior foi derivar um conjunto de
expressoes para a disponibilidade e o ndmero médio estaciondrio de transagoes no
sistema; as incognitas das expressdes obtidas sdo avaliadas numéricamente. Uma
conclusao importante deste trabalho é que os modelos de tipo C2 e R3 sdo bas-
tantes realistas. Este tipo de modelo foi avaliado usando simulagao, pois segundo
os autores o tratamento analitico do modelo é dificil.

Em [12] foi demonstrado que para maximizar a disponibilidade, o
intervalo de tempo que o sistema estd disponfvel para atender transages (ndo
necessariamente atendendo transacGes) entre o final de um checkpoint e o inicio
do préximo deve ser constante. Este resultado foi obtido supondo que durante o
periodo de disponibilidade as falhas acontecem segundo um processo de Poisson, e
que o tempo de uma operagio de RR é proporcional ao tempo transcorrido entre
o tltimo checkpoint e o instante da falha (modelo R1). Posteriormente em [14] foi
demonstrado que o resultado de [12] também é vélido para o caso em que a taxa
de falhas nao é constante (como em [12]), sendo que varia durante o perfodo de
disponibilidade de acordo a um processo de Poisson com envelhecimento, isto é:
uma falha acontece no intervalo [t, t+ At] com probabilidade y(Y;) At+o(At), onde
Y, corresponde ao tempo disponivel acumulado pelo sistema desde o dltimo check-
point até o instante da falha, e 4(Y;) é uma fungéo que modela o ‘envelhecimento’
do sistema.

Por outra parte, o método usado neste capitulo para analisar politicas
de CRR permite a solugao de um modelo mais realista que os modelos publicados
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anteriormente. Especificamente, neste modelo os tempos de recuperagao sao re-
presentados em forma exata (politica R3), e o intervalo de tempo disponivel
comprendido entre um checkpoint e o inicio do seguinte é considerado constante
(politica C2). Um dos resultados importantes foi encontrar uma expressao para o
valor médio estaciondrio da disponibilidade e a fungio de distribuicdo da disponi-
bilidade durante um ciclo de operagdo. Ambas expressoes contem termos que sao
calculados recorrentemente.

A seguir especificamos formalmente o modelo, e calculamos o valor
médio e a funcdo de distribui¢io da disponibilidade.

V.3 O Modelo

O objetivo deste capitulo é avaliar um modelo de um sistema de banco de dados
submetido a CRR, que inclui os tipos de modelos C2 e R3 descritos anteriormente.
Mais especificamente o interesse é avaliar o valor médio da disponibilidade do
sistema em estado estacionario e a distribuicao desta v.a. durante um ciclo de
oeracdo. A andlise serd feita para um ciclo tipico de operagdo. Em [9] foi calculada
a funcao de distribuicao da disponibilidade de um ciclo de operacao para um mode-
lo mais simples, conforme alf foi indicado esta medida é de interesse, pois permite
especificar as condigoes sob as quais o sistema opera com uma disponibilidade
maior ou igual a um determinado valor a, o que nao pode ser feito mediante um
anélise de valor medio. Em linhas gerais, o resultado deste capftulo é de interesse
devido aos seguintes motivos:

1. O modelo emprega a politica C2 de checkpoint, a qual é 6tima no caso em
que as falhas acontecem de acordo a um processo de Poisson [12].

2. Conforme indicado acima, o cédlculo da funcao de distribuicao da disponibi-
lidade de um ciclo é uma medida de interesse pratico.

3. Os tempos de RR sao modelados em forma exata.

4. Se obteve uma expressao fechada para o valor médio da disponibilidade, e
a funcao de distribuicdo desta v.a. é avaliada recursivamente. Este tipo
de resultado além de original é importante, conforme indicado em [26], a
disponibilidade obtida usando o modelo R1 (que é o normalmente usado na li-
teratura) corresponde somente em forma aproximada ao valor obtido quando
se usa simulagdo (padrao de referéncia). Porém, de acordo com a mesma
referéncia os resultados obtidos usando o modelo R3, se ajustam bastante
bem & realidade (em [26] o modelo R3 foi resolvido usando simula¢&o).

5. As medidas calculadas fornecem uma informagdo bastante completa da o-
peragio do sistema. Até agora somente em [15] foi obtida a FDP da dis-
ponibilidade, porém para um modelo mais simples e menos realista, pois
os tempor de RR foram modelados com a politica R1. Adicionalmente,



84

naquele trabalho foram mostrados os beneficios de se dispor da FDP da
disponibilidade.

V.3.1 Descricdo do Modelo e Andlise Geral

Tal como ja foi discutido, um sistema de banco de dados submetido a politicas
de CRR opera em forma ciclica. O ciclo se inicia com uma operagao de Check-
pointing, depois da qual vem um periodo de atendimento aos usuérios. Uma vez
finalizado este periodo de atendimento o ciclo é iniciado novamente. Durante am-
bas as fases do ciclo podem acontecer falhas, as quais devem ser reparadas para
que o sistema possa continuar operando. Com o ojetivo de identificar diferentes
eventos que acontecem num ciclo tipico, define-se a seguir algumas varidveis de
interesse. Para simplificar a exposicao usa-se a figura V.2, na qual aparece de-
senhado um ciclo tipico de CRR. O valor de algumas varidveis nao depende das
possiveis falhas que possam acontecer; para distinguir este tipo de varidveis usa-se
o simbolo ‘#’, isto é: se o valor de uma certa varidavel z nao depende das falhas
no ciclo, entao ela é denotada como z*. Na figura V.2 aparecem trés tipos de in-
tervalos diferentes. O segmento esquerdo, de tamanho C| corresponde & parte do
ciclo na qual se efetua o checkpoint. O segmento horizontal direito, de tamanho
D, denominado perfodo de disponibilidade, corresponde ao componente do ciclo
no qual o sistema est4 disponivel para atender transagbes. Neste periodo de dis-
ponibilidade nfo sdo considerados os intervalos de tempo usados em operacoes
de RR, os quais estdo desenhados verticalmente a partir do instante (do perfodo
de disponibilidade) no qual acontece a falha. Esta forma grifica de desenhar os
tempos de RR permite indicar que depois da operacao de RR, o sistema continua
sua operagio no mesmo estado em que se encontrava antes de acontecer a falha.

Seja C* a v.a. correspondente ao tempo necessario para efetuar um
Checkpotnting no caso em que nio acontecem falhas durante esta operagdo. Seja
m av.a. correspondente ao niimero de falhas que acontecem durante a operagao de
Checkpointing antes que esta seja concluida com sucesso. Cada vez que acontece
uma falha, o Checkpointing deve ser reinicializado. Seja 753 (1 <1 < m) o instante
de acontecimento da l-ésima falha na operacdo de Checkpointing, medido a partir
do inicio do ciclo. Seja C a v.a. correspondente ao tempo total necessario para
efetuar com éxito a operacao de Checkpointing. Evidentemente C = C* + 7y, (ver
figura V.2).

Seja D o tempo total que o sistema estd disponfvel para proces-
sar transacoes no ciclo. Note que, como é usado o modelo C2, D tem um valor
constante que independe das possiveis falhas que possam acontecer no periodo
de disponibilidade. Seja n a v.a. correspondente ao nimero de falhas ocorridas
durante o periodo em que o sistema estd disponivel (no valor de n nao séo con-
sideradas as falhas acontecidas durante o Checkpoint). Seja tz (1 <1 < n)o
instante de acontecimento da 1-ésima falha na fase de disponibilidade, medido a
partir do final do Checkpointing. Tal como aparece na figura V.2, no valor de tp
nao sao considerados os periodos de CRR. Para simplificar a notac¢ao, definimos
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Figura V.2: Varidveis associadas a um Ciclo Tipico de CRR
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adicionalmente tpy =0e iy, = D.

Seja z; o i-ésimo segmento de tempo til, isto é o i-ésimo seg-
mento do tempo disponfvel usado no atendimento consecutivo de uma ou mais
transacoes. Na figura V.2 os segmentos de tempo ttil aparecem desenhados com
uma linha preta grossa. Seja ty (1 <1 < n) o tempo til acumulado até o acon-
tecimento da l-ésima falha na fase de disponibilidade. Por exemplo, o segmento
grosso vertical esquerdo da figura V.2, ilustra o fato de que ¢ corresponde ao
tempo acumulado atendendo transacbes no intervalo [0,%5] do periodo de disponi-
bilidade, isto é: t,, = 1 + ; andlogamente t;3 corresponde ao tempo acumulado
atendendo transa¢Ges no intervalo [0,ts] do perfodo de disponibilidade, portanto:
ty, = 1 + %o + 3 + T4 = &, + T3 + 4, etc. Evidentemente t; < tp, j4 que no
intervalo [0, 5] podem existir subintervalos de tempo ocioso. Seja i}, a v.a cor-
respondente ao tempo necessario para efetuar uma operacgao de Retorno supondo
que nesta operacdo ndo acontecem falhas. Seja rf o tempo necessério para efetuar
a l-ésima operacio de retorno e recuperacao considerando que nesta operagao nao
acontece falha. Da figura V.2: rf =t + t3. Seja F*(D) o tempo total gasto no
ciclo em operacgoes de RR, no intervalo [0, D], considerando que cada uma destas
operagoes nao teve falhas. Na figura V.2, F*(D) corresponde & soma de todos os
intervalos de tempo desenhados verticalmente; isto é: F*(D) = 31 rj. Sejam r; e
F(D) as v.a’s correspondentes ao tempo do l-ésimo RR e o tempo total gasto em
operagoes de RR respectivamente, supondo que nestas operagoes podem aconte-
cer falhas. Por exemplo suponha que ao efetuar a primeira operacao de Retorno
(que, sem considerar as falhas, dura r{) acontece uma falha na metade dela (isto é
r5/2 unidades de tempo depois de iniciada) e que no segundo intento esta operagéo
se executa corretamente, neste caso cumpre-se que: r; = 1.577.

Nos intervalos de tempo em que o sistema estd disponivel, a sua
evolucao pode ser modelada por uma Cadeia de Markov (CM) homogénea de
tempo continuo. Seja B = {e,es,...,¢5} 0 espago de estados do sistema, e seja
e; € E o estado do sistema ao inicio do ciclo. Os estados da cadeia de Markov
sdo tais que contém a informagao necessdria para modelar a evolucao do sistema.
Uma modelagem simples seria considerar o estado e, (1 < &k < |E]), igual a
k; onde k corresponde ao ntimero de transagoes em espera para serem ou sendo
processadas. Outra alternativa é considerar que o estado, além de conter o niimero
de transagoes a serem processadas, contém informacao representando a estrutura
(a qual pode variar) do sistema. Portanto, para nio particularizar a andlise a
nenhuma interpretacdo especifica, no restante deste capitulo, o k-ésimo estado
serd denotado como e. Seja n(ex) o ndmero de transagdes a serem (ou sendo)
atendidas no estado e¢; € E. Dependendo da definicao particular de estados da
CM pode existir mais de um estado que tenha associado um mesmo ndmero de
transagGes, ou seja, pode acontecer que n(e;) = n(e;) para e, # e;. Sejald C I, o
conjunto de estados nos quais o sistema estd realizando trabalho 1til, isto é esta
atendendo transagées. Seja T = E — U, o conjunto de estados nos quais o sistema
estd ocioso, isto é, nos estados pertencentes a 7 o sistema estd disponivel para
atender transac¢Oes, porém nao estd sendo utilizado.

O wvalor de algumas varidveis depende do estado do sistema ao
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inicio do ciclo. Para identificar este tipo de varidveis, elas serdo denotadas com
o subindice ¢ no caso em que o estado do sistema ao inicio do ciclo seja o estado
e;. Por exemplo a varidvel F* realmente deve ser escrita como F}(D), j& que ela
depende do estado do sistema ao inicio do ciclo.

Com o objetivo de simplificar a andlise do modelo, sao feitas as
seguintes suposicOes: nos intervalos de Checkpointing e disponibilidade as falhas
acontecem com taxa constante igual a 7, e 7, respectivamente; nas operacoes de
RR ndo acontecem falhas, isto implica que F;(D) = F;(D); durante os perfodos
de disponibilidade, os tempos entre chegadas de transacoes ao sistema sao v.a.
exponecialmente distribuidas, com parametro A; durante as operacoes de CRR
nao sdo permitidas as chegadas de transacOes ao sistema; nos intervalos de dis-
ponibilidade o tempo de servico das transagbes é uma v.a. exponencialmente
distribuida com pardmetro p; o sistema tem a capacidade de armazenar como
méximo N transacoes, incluindo aquela que estd em servigo; o tempo necessério
para efetuar um Checkpointing dado que nao acontecem erros (C*) é constante;
Esta tltima hipétese é razodvel j4 que o Checkpointing corresponde a fazer uma
gravacao de todos os arquivos do sistema e apesar de que a informagao contidas
neles varia, esta variacao é percentualmente pequena devido ao grande volume de
informacao do Banco de Dados. Por este mesmo motivo supoe-se que o tempo
necessdrio para efetuar o Retorno é constante, em conseqiiéncia no restante deste
capitulo este dltimo tempo serd denotado com o simbolo ¢;.

Por 1ltimo, para avaliar as diferentes medidas de interesse usar-se-4
a técnica de randomizacio descrita anteriormente. A seguir iniciamos a analise
calculando o valor esperado da disponibilidade.

V.4 Avaliacao da Disponibilidade Média

Seja A;(D) a v.a. correspondente a fracdo de tempo que o sistema estd disponivel
(disponibilidade do sistema) para o atendimento de usudrios, dado que o tempo
total disponivel no ciclo é igual a D e o estado do sistema no inicio do ciclo
é e;. O objetivo desta secdo é avaliar E[4;(D)], o valor médio estaciondrio da
disponibilidade em um ciclo.

Os instantes de inicio de ciclo nos quais o sistema estd no estado e;
constituem pontos de renovagao do sistema. Portanto, para avaliar F[A;(D)] usam-
se os resultados da teoria de renovagdo com recompensas [28], a qual estabelece
que:

E|D]
E[T]
E[D]

= T0 T BD| + BE (D) (V-1)

ElA:(D)]
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O modelo especifica que FE[D] é constante, com valor igual a D.
Portanto:

D
AADON= G D+ Bm D) V2

Isto implica que para avaliar E[A;(D)] precisa-se calcular E[C] e
E[F;(D)], o que sera feito a seguir.

V.4.1 Avaliagao do Tempo Médio de Checkpointing

Tal como j4 foi discutido, cada vez que acontece uma falha durante uma operagao
de Checkpoiniing, esta deve ser reinicializada. Portanto, condicionando no ins-
tantc 7 da primeira falha depois de ter iniciado o Checkpoint, tcmos que:

. c
E[C] =C* e 1" /7:0 e ¥ (T4 E[C)) dr (V.3)

O primeiro termo do lado direito da equagao V.3 corresponde ao
caso que nao acontecem falhas durante o Checkpointing. O segundo termo cor-
responde ao caso em que depois de ter iniciado o Checkpoint, acontece ao menos
uma, falha. Neste caso o tempo total para efetuar o Checkpointing é igual ao
tempo transcorrido até acontecer a primeira falha (7), mais o tempo necessério
para efetuar o Checkpointing depois desta falha. Este ultimo tempo corresponde
exatamente a E[C], j4 que depois da falha o sistema estd na mesma situagdo que
tinha em ¢ = 0.

Resolvendo a integral da equagéo V.3, chega-se a que:
. 1 1
E[C)=Ce ™ + T e (— + O*) + E[C] (1 - e‘%o*)

De onde conclui-se que:

el _
E[C] = —%—1 (V.4)

Z.
F interessante notar que no caso em que nao podem acontecer falhas

durante o Checkpointing, ou seja v, = 0, o valor de E[C] é igual a C*, como era de
se esperar. Este fato se deduz facilmente de V.4 tomando o limite quando v, — 0.

V.4.2 Avaliagao de E[F;(D)] .

Para valiar E[F;(D)] condiciona-se no ntimero n de falhas que acontecem durante
o tempo que o sistema estd disponivel, com o qual obtem-se:
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[ee]

E|F;(D)] = }_ E[F}(D)|N(t) = n]PIN(t) = n] (V.5)

n=0

Para calcular E[F}(D)|n] usa-se a hipétese de que as falhas aconte-
cem segundo um processo de Poisson independente do estado do sistema. Neste
caso pode-se usar o seguinte teorema [18]: dado que no intervalo [0, D] acontecem n,
eventos do processo de Poisson, entdo a distribui¢do conjunta dos instantes destes
eventos é igual & distribuicdo conjunta das estatisticas de ordem de n varidveis
aleatérias independentes uniformes em [0,D]. Seja F, (D) o tempo acumulado
pelo sistema atendendo transacoes no intervalo [0, U’(’“k) (D)], no caso em que o es-
tado inicial é e;, e UR, (D) € a k-ésima estatistica de ordem de n v.a’s uniformes
em [0, D], entdo o teorema anterior implica que:

BIF(D)] = E|F,}(D)+ F,3(D) + ...+ F,(D)] (V.6)

Devido & defini¢do de F;:,?(D), 1 £k < n, e sua relagao com Up, (D):

B|F(D)+ F,3(D) + ...+ F,(D)| = nE[F,}(D)] (V.7)

Sustituindo V.6 e V.7 em V.5:

EF;(D)] = ZnE 1 (D)IPIN(t) = n]

n=0
(e

= E[F}(D)] Y nPIN(t) =n] (V.8)

n=0

O somatdério de acima corresponde ao valor médio do processo de
Poisson, isto é:

3 nPN() =} =D v.9)
Usando V.9 em V.8:
E[F;(D)n] = v4DE[F,} (D)] (V.10)

Para avaliar E[F’zll1 (D)], condiciona-se no instante 7 (do perfodo de
disponibilidade) no qual acontece a falha, com o qual obtem-se que:



90

E[F, (D)) = / ° E[F,}(D)|7A Plinstante da falha = 1] dr (V.11)

7”
=0

onde E[F, 1(D) |7] corresponde & F[F,(D)] para o caso em que a tnica falha acon-
tece no 1nstante T € [0, D]. Agora, usando o fato que o instante de acontecimento
da falha é uma v.a. uniformemente distribuida no intervalo [0, D], a equacao V.11
fica:

BE(D)) = 5 [ BUE (D) d (V.12)

Como os tempos de RR estdo sendo modelados em forma exata,
E[F;:ll (D)|7] corresponde ao tempo ¥ necessdrio para efetuar a operacio de Re-
torno, mais o tempo total acumulado pelo sistema atendendo transacoes no inter-
valo [0,7] do perfodo de disponibilidade, (este tltimo tempo serd denotado t,),
isto é:

E[F,}(D)Ir] = Blt}, + ts] (V.13)

Como t¥, é constante, e independente de t;,, conclue-se que:

E[Fi,lf (D)|7] = t7, + Eltes] (V.14)

Por defini¢io, 3, corresponde ao tempo total acumulado pelo sis-
tema no conjunto de estados € U (i.e, estados onde o sistema executa trabalho
til) no intervalo [0,7] do periodo de disponibilidade. Acontece que esta medida
foi calculada anteriormente em [6]. Na equacao 5.5 dessa referéncia estabelece-se
(usando a notacao deste escrito) que:

+1Amm+1 1
:\m, I V.1
Bl= 3 et > gl (V.15)

m=0

Onde A é a taxa de randomizagao, e §;[m, [] corresponde a probabilidade que a CM
randomizada transite por [ estados € U no caso em que acontecem m transigoes
e o estado inicial é o estado e;. Q;[m,!] é calculado recorrentemente usando as
seguintes equagdes [6]:

22
=1
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||
ml]—ZpU m—1,1], se e €T (V.17)

Onde P é a matriz de transicdo da CM randomizada, e p;; € P corresponde a
probabilidade de transi¢do em um passo do estado e; ao estado e;. As condicoes
iniciais para ;[m, ] séo [6]:

1, se e € U
Q;[1,0] = { 0. se e; € T (V.18)
0, se e, € U
Qi[o,O]—{ 1 se e € T (V.19)
Sustituindo V.14 e V.15 em V.12, obtem-se:
oo mtl A,r)m—}—l
l e d V.2
BIF(D)] =t Azpmggm[m [ At el e (va0)

A expressao dentro da integral corresponde & func¢io de densidade
de probabilidade de uma v.a. Erlang com pardmetros (A, + 1). Portanto
a integral corresponde & funcdo de distribuicdo, no instante D da v.a. FErlang.
Sustituindo na equacao V.20 a expressio da funcéo de distribuigdo da v.a. Erlang
[28]:

E[E{(D)] =t + AZDf:mz:lQ[m ] {l—e

m=0 1=1

} (V.21)

Agora, sustituindo V.21 e V.9 em V.8, obtem-se:

E[-F:] ’Yd.Dt;kb-l- Z{ N _ADZ(A_D }m+1

S 1 m, 1] (V.22)

Por dltimo, sustituindo as equagoes V.4 e V.22 na equagao V.2:

BlA(D)] = D[ — 1+ (1+utfy)r.D

N yj@d i { _ADZ (Aé)’}’%z 0lm 1]] (V.23)

m=0 =0

Onde €;[m, 1] é calculado em forma recorrente usando as equacoes V16...V19. A
equacdo V.23 corresponde a solugio do problema.
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V.5 Disponibilidade média para uma variante do
Modelo.

Uma possivel variante do modelo recém analisado é supor que durante o Check-
point nao podem acontecer falhas, porém durante esta operacdo podem chegar
novas transacoes, com taxa constante = .

A andlise deste caso é essencialmente a mesma que a feita anterior-
mente, porém é necessario fazer as seguintes modificagdes:

Em primeiro lugar a equacgdo V.4 deve ser trocada por:

E[C] = (V.24)

Por outro lado, para avaliar E[F;(D)] condiciona-se no estado em
que fica o sistema logo apés o Checkpoint. Condicionando e descondicionando:

BE{(D)] = ) Pbi(C") = e;lx1(0) = es] E[F} (D)) (V.25)

CjEE

Onde x4 (¢) corresponde ao estado do sistema no instante ¢, medido
a partir do inicio do ciclo e F;(D) corresponde ao tempo total gasto pelo sistema
em operacoes de RR dado que ao final do Checkpoint ele fica no estado e;.

Considerando que o problema permanece essencialmente o mesmo,
para avaliar E[F}(D)], evidentemente usam-se as mesmas equagdes que foram obti-
das para o célculo de E[F}(D)], sé que neste caso é necessério usar o estado e; como
estado inicial.

A probabilidade do sistema encontrar-se no estado e; apés o Check-
point dado que o sistema estava em e; no instante inicial (isto é Plx;(C*) =
e;jlx1(0) = ¢;]), é calculada condicionando no niimero de transagdes submetidas ao
sistema durante esta operacéo, da seguinte forma:

0, 1(es)<nle:)
Pli(CY) = ejlxa(0) = ] = § e 0LLyp L Wey=n(eti<i  (V.26)
S N € OEL L ei<iten—iv

Onde, segundo ja foi definido, n(e;), é uma funcdo que entrega o
ntimero de transactes no sistema quando este se encontra no estado ¢;, e pilj cor-
responde a probabilidade de transitar do estado e; ao estado e; em [ transicoes da
CM randomizada. O valor de pfi é 0 i,j-ésimo componente da matriz P!, logo [19]:
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1) P [=1 v
& { YeenPithy; > 1>1 (V.27)

Por dltimo, sustituindo as equagtes V24 ...V.26 na equacao V.2, chega-se a que:

D
B = o D T3 Pa(C) = o0 = alBR @) )

Onde Plx1(C*) = ¢;[x1(0) = e;] e E[F;(D)] s@o avaliados usando as equagoes V.26,
V.27 e V6. .. V22 respectivamente.

V.6 Avaliacao da Funcao de Distribuicao da Dis-
ponibilidade

O objetivo desta secdo é avaliar FA;(D,a), que corresponde & fungdo de dis-
tribuicao da disponibilidade de um sistema de banco de dados submetido a politica
de CRR. Mais especificamente:

FAi(D,a) = PlAi(D) < d (V.29)

Onde a ¢ um valor real ndo negativo.

O sistema serd representado pelo modelo 2 da secao V.5, com as
restricoes adicionais de que ¢}, = 0 e que nas operacoes de RR nao podem acontecer
falhas.

Com o intuito de facilitar a leitura, a seguir reescrevem-se as su-
posigoes do modelo empregado: os tempos entre Checkpoints estao dados pela
politica C2, os tempos de recuperagdo correspondem ao modelo R3, o tempo de
Retorno supde-se zero (tf, = 0), durante as operagoes de Checkpointing nao po-
dem acontecer falhas (C = C*), durante os periodos de disponibilidade as falhas
acontecem com taxa constante 7y, nas operacbes de RR nao acontecem falhas
(F; = F}), durante os periodos de disponibilidade as transagoes chegam e sdo aten-
didas com taxa constante igual a A e p respectivamente, o sistema tem capacidade
de armazenar como maximo N transagoes (incluindo aquele que esta em servigo), o
tempo necessério para efetuar um Checkpoint é constante (C* = constante) e nos
intervalos de tempo em que o sistema estd disponivel a evolugao dele é modelada
por uma cadeia de Markov homogénea de tempo continuo.

Para avaliar FA;(D,a), em primeiro lugar condiciona-se no estado
em que fica o sistema logo apds o Checkpoint. Portanto, andlogamente & equacao
V.25 tem-se que:
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Figura V.3: Intervalo de tempo disponivel (D)

FA(D,a) = 3~ Plxi(C") = ejlx1(0) = e[| FA;(D, a) (V.30)

ejEE

Onde FA;(D, a) corresponde & FDP da disponibilidade dado que o
estado do sistema ao final do Checkpoint (x1(C*)) é o estado e;. A probabilidade
de transi¢ao entre estados durante o Checkpoint (Px1(C*) = e;|x1(0) = e;]) foi
calculada na equacao V.26.

Para simplificar as explicagGes, a partir deste ponto, o sfmbolo D
(ver figura V.3) serd usado para denotar tanto o intervalo de tempo em que o
sistema esta disponivel para atendimento a usudrios, quanto o seu comprimento ,
(este pequeno abuso de notagdo ndo deve causar confusfes). Lembra-se também
que no intervalo D nfo se consideram os tempos usados em operagoes de CRR.

Seja ty, e t;; os instantes de tempo € D nos quais acontecem a i-
ésima falha do sistema e a j-ésima transicao da cadeia de Markov respectivamente.
Seja N (D) o processo de Poisson independente do estado do sistema com taxa
~a, correspondente ao niimero de falhas do sistema no intervalo ID. Seja M(D) o
processo de Poisson com taxa A independente do estado do sistema, correspondente
ao numero de transicbes da CM randomizada no intervalo D. Entao define-se o
processo de Poisson W(D), com taxa v = 74+ A, como a composicao dos processos
N(D) e M(D). Para definir W(D) foi usado o conhecido fato de que a composigao
de dois processos de Poisson é outro processo de Poisson com taxa igual & soma
das taxas dos processos componentes [28].

Para avaliar FA;(D,a), em primeiro lugar condiciona-se no niimero
de eventos do processo W(D), e aplica-se o teorema de probabilidades totais, de
onde tem-se que:

FA/D,a) = fj e*"D(—”ZQ')—ZFAj(D, a|W(D) = z) (V.31)

z=0
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Agora condicionando e descondicionando no valor de N(D):

FaD.a) = e 2L S AN(D) = niwiD) = 4

FA,(D, a[W(D) = z,N(D) = n) (V.32)

Z ’Yd n A_ zZ—n
, >n (V.33
<”)(’Yd+A) (’Yd+A) 22mn (V.33)

Adicionalmente, como W(D) corresponde & composicao dos processos N(D) e
M(D), evidentemente:

I sabido o fato que [28]:

PIN(D) = nW(D) = 4]

FA;(D,alW(D) = 2, N (D) = n) = FA/(D,a|N(D) = n, M(D) =m)  (V.34)

Com m = z — n. Para simplificar a notagdo, FA;(D,a|N (D) =
n, M(D) = z — n) seré escrito como FA;(D, L|n,m).

Ao sustituir V.32, V.33 e V.34 em V.31, obtem-se:

z n A z—n
J(D o # Y FA;
)= Ze ,,ﬁo(n) (w+A e a) D alnm)
(V.35)

A disponibilidade do sistema é dada pelo tempo total em que o
sistema encontra-se operacional num ciclo, dividido pelo tempo total do ciclo;
portanto:

FA]'(.D,(LITL, m) = P[A](D) < a]

D
= P < .
#C*—I-D—I—F;(n,m)*a (V.36)

Onde F]*('n,, m) corresponde ao tempo total gasto pelo sistema em
operagoes de RR dado que: x1(C*) = e;; nas operagoes de RR nao podem acontecer

falhas; t}, = 0; N(D) = n; M(D) =
De V.36:

FA,(D, aln,m) — P[Q ~C' =D < Fi(n,m) (V.37)
a
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Seja L = % — C* — D. Como C* D e a sdo parametros de entrada
do sistema; para um conjunto dado destes pardmetros L corresponde a um deter-
minado valor constante. Portanto a equagao V.37 pode ser reescrita da forma:

FA;(D,aln,m) =1— P[F]’f(n,m, D) < L] (V.38)

Agora, usando a defini¢io de Fj(n,m), chega-se a que: temos que:

PFi(n,m, D)) < L] = P[li i (n,m) < L (V.39)

Onde r;fl(n, m) corresponde ao tempo gasto na l-ésima operacao de
RR dado que: x1(C*) = ¢;, N(D) = n, M(D) = m e nas operages de RR néo
podem acontecer falhas.

Seja wy, (1 < ¢ < n+ 1) o intervalo (¢5,-1,%5], (ver figura V.3).
Seja B(v) a v.a. correspondente ao tempo acumulado pelo sistema atendendo
transa¢Ges num certo intervalo v € D. Por definicao de r’]'fl(n, m), tem-se que (ver
figura V.2):

rit(n,m) = Bw) + B(wa) + ... + B(w) (V.40)
Sustituindo V.40 em V.39:

PF(n,m) <L] = P{B(w1)}+{B(wi)+ Blwy)}+...

H{Bw,) + ... + Buwn)} < IJ (V.41)
Logo,
P (n,m, D) < L] = P> (n — q + 1)B(w,) < L (V.42)

A equacao V.42 indica que os segmentos de tempo € w, ocupados
atendendo transacGes, devem ser reprocessados (n — g+ 1) vezes, isto devido as
falhas nimeros ¢, g+ 1,...,n (ver figura V.3).

Seja vy (1 <1< n+m+1) o intervalo de tempo € D compreendido
entre o (I—1)-ésimo e o 1-ésimo evento do processo W(D) (ver figura V.3). Seja k,
(1 < g < n+1) ontmero de eventos do processo M(D) ocorridos no intervalo w,
e seja K, =Y.! | k,. Em termos destas varidveis a equagao V.42 pode ser reescrita
da seguinte forma (ver figura V.3):

PlF;(n,m,D) < L] =P [En:(n —q+1)B ( f 'vl) <L (V.43)

=K +1
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Como v;Nv, = ¢, no caso em que [ # h:

f} B(w) < L (V.44)

P{Fi(n,m,D) < L] =P d(n—q+1)
=1 =K, i+1

Por defini¢ao da v.a. B(v;), cumpre-se que B(v;) = 0 no caso em que
o sistema nao atende usudrios no intervalo v; € D; e B(v;) = v; em caso contrario,
portanto:

B(’U;) = 'UZI[)(Q(‘U;) € Z/{] (V4.5)

Onde a funcdo I[z] vale 1 se o evento x for verdadeiro e vale 0 em
caso contririo; e o evento [xo(v;) € U] é verdadeiro se no segmento v; o sistema
estd ocupado atendendo transacoes.

Para cada estado e¢; € F atribue-se uma taxa de recompensa, dada
pela seguinte equagao:

p(n’m)(ek’ Ul) = (’n, — q+ 1)] [e}g € u] M O'I'Lde U € Wy (V46)

1<I<n+m+1

A taxa de recompensa atribuida aos estados do sistema segundo a
equacao V.46, corresponde a uma fun¢do de recompensa ndo homogénea, isto é:
a recompensa atribuida a um certo estado varia no tempo, ja que ela depende
do intervalo v; (1 <1 < n+m + 1) em que o sistema permanece nesse estado.
Outro aspecto interessante da equacao V.46 é que o valor p™™ (e, v;), é um inteiro
€ [0,n], pois o valor de ¢ varia na equacéo V.46 entre 1 e (n+ 1). A discussdo
anterior implica que: as taxas de recompensas atribuidas aos estados € U é da
seguinte forma: No segmento w; os estados € ) ganham uma taxa igual a n, no
seguinte segmento (w;) ganham uma taxa (n—1),. .., no peniltimo segmento (w,,)
ganham uma taxa igual a 1, e no Gltimo segmento (w,1) ndo ganham recompensa.
Por outro lado os estados € 7 em nenhum caso ganham recompensa.

Segundo a equacao V.44, as taxas de recompensas atribuidas aos es-
tados s8o necessarias para calcular o tempo total (F}(n,m, D)) usado em operagcoes
de recuperacao no intervalo D e podem ser explicados em termos intuitivos da
seguinte forma: Serd visto, em primeiro lugar, o que acontece com as transacoes
atendidas no intervalo (0,%s]. Estas transacGes necessariamente sao parte de #;; e
portanto também devem ser parte de tyy, . . . , &, (ver figura V.2), o que implica que
tais transacoes devem ser reprocessada n vezes. Portanto:‘cada unidade de tempo
que o sistema passa atendendo usudrios no intervalo [0, ¢;,] deve ser reproduzido
n vezes, nas operagoes de recuperagao numéros 1...n. Outra forma de dizer o
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anterior é que: para o cdlculo do tempo total gasto em operacoes de recuperacao
cada unidade de tempo util € [0,t;] deve ser considerada como n unidades de
tempo nas operacdes de recuperacio (correspondentes as n diferentes operagoes
de recover)’. Um raciocinio andlogo demostra que transac¢oes processadas no in-
tervalo (ty,_,,ts,] devem ser reprocessadas (n — g+ 1) vezes, devido as operagdes de
recuperacao correspondentes as falhas ocorridas depois do processamento original
destas transacOes. Agora analisa~-se 0 que acontece com um segmento de tempo
1itil no meio do qual acontece a g-ésima falha (1 < ¢ < n), (como por exemplo no
caso da n-ésima falha da figura V.3). Lembre-se que um segmento corresponde ao
processamento de uma ou mais transagoes em forma consecutiva. Suponha que
sd0 conhecidos os tempos de processamento dessas transagdes (previamente estes
tempos sao selecionados aleatoriamente de uma v.a. exponencial de pardmetro y ),
entdo um raciocinio andlogo ao feito nos casos anteriores demostra que a parte do
segmento previa & falha deve ser reprocessada (n—g+1) vezes e a parte posterior &
falha deve ser reprocessada (n —q) vezes. Isto é verdade inclusive para a transagao
que estava sendo processada no instante de falha. Por dltimo, os subintervalos de
tempo € D nos quais o sistema nao processa transacoes evidentemente ndo devem
ser considerados nas operacdes de recuperacao, e portanto recebem recompensa, 0.

Voltando agora ao célculo de P[F*(n,m,D) < L], sustituim-se V.45 e V.46 em
equagao V.44, de onde:

n+1 re -[
PFi(n,m, D) <LI=P|3 Y (n—q+ Lol el < LJ (V.47)
=1 1=K, 1+1

Conceitualmente a equagdo V.47 indica que P[Fj(n,m,D) < L]
corresponde & probabilidade que a recompensa total acumulada pelo sistema no
intervalo D seja menor a L, dado que a taxa de recompensa atribuida a seus estados
corresponde & estabelecida na equacao V.46. Isto quer dizer que o problema de
avaliar P{F}(n,m,D) < L] é um tipo da drea de Desempenhabilidade [5]. E
interessante ressaltar que a equacio V.47 estabelece um nexo entre as areas de
CRR e Desempenhabilidade, e que o estabelecimento desta relacdo ¢ uma das
contribuigcoes importantes deste trabalho. Para resolver a equacao V.47 serdo
usados trés métodos, ja que eles foram empregados, anteriormente, com éxito, na
drea de desempenhabilidade. O Método 1 foi usado em [5] para avaliar Fi(¢,r).
O Método 2 corresponde ao Método A do capitulo IT e é o método que foi usado
em [9] para avaliar F(¢,7). O Método 3 é o método B do capitulo II, e é original
desta tese, e, tal como ficard evidente mais adiante, é o mais conveniente (dentre
o0s trés citados) para resolver V.47.

V.6.1 Meétodo 1

Este método é andlogo ao aparecido em [5].
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Seja Iz"n,m um vector de n + 1 componentes, da forma I?n,m =
(kp,kn-1,..-,ko). Onde k. (0 < ¢ < n), corresponde ao nimero de segmentos
v (1 <1< n+m+1) nos quais o sistema ganha recompensa igual a c. De V.46,
k. corresponde ao nimero de segmentos v; pertencentes ao intervalo w,_..1, nos
quais o sistema estd em estados € Z/{ Como o ntimero de transigGes de W(D) é
n + m, cumpre-se que | I?,L,m |=>" ke =n+m+1. Seja [Kn m] & probabil-
idade que o sistema visite k. (0 5 c § n) estados com recompensa ¢, dadas as
seguintes condigoes: N(D) = n, M(D) = m, e x1(C*) = e;. Seja K, m 0 conjunto
dos possiveis valores de Iz"n,m. Condicionando (e descondicionando) no valor de
Qj[fzn,m] na equacgao V.47, obtem-se que:

PlFi(n,m,D) < L] =
n+1 Ky

S PSS (n-gt+ Dullel) €U] < LR, | QlEn] (V.48)
Rom&Knm  L=11=Kq 11

Para resolver V.48 é necessério calcular Q;[K,,,,]. Isto serd feito em forma recor-
rente, nos valores ‘n’ e ‘m’, porém, para fazé-lo, é preciso entender a forma em
que o vetor K, ., pode ser obtido recorrentemente. Isto é o que serd feito a seguir.

Considere o primeiro evento do processo de Poisson W(D). Este
evento pode corresponder a uma falha, isto é pode ser um evento do processo
N (D). Neste caso falamos que é um evento de tipo 1. A outra alternativa, é que
o primeiro evento de W(D) corresponda a uma transicdo da cadeia de Markov
randomizada, isto é: pode ser um evento do processo M(D). Neste caso dizemos
que é um evento de tipo 2. Seja U(ll) a primeira estatistica de ordem do processo
N (D) (tipo de processo 1), e seja U(lz) a primeira estatistica de ordem do proceso
M(D) (tipo de processo 2). Entdo, dado que acontecem n eventos do primeiro
tipo e m eventos do segundo tipo, é facil demonstrar que:

n
n-+m

PlUd, < U3 = (V.49)

Para calcular Q;[ K, nm] condiciona-se no primeiro evento do processo
de Poisson W(D) segundo V.49, a probabilidade de que este evento seja uma falha
é e a probabilidade que seja uma transicdo da cadeia de Markov randomizada

7

n—l—

n—l—m

Por outro lado, caso o primeiro evento de W(D) € N (D), I?nm
é obtido a partir de K,,_1,,; e caso o primeiro evento de W(D) € M(D), -
¢ obtido a partir de Knm ;. Para entender melhor como o vetor K,L,m é obtido
em forma recorrente, a seguir indica-se como ele é obtido a partir de I?n*l,m ou

IZ'n,m_l, segundo seja o caso. Para simplificar a explicacgo, ela sera feita em base
as figuras V.4 ...V.11. Nelas aparece desenhado o intervalo D e os eventos dos
processos N'(D) e M(D). Os eventos € N(D) estdo desenhados como setas que
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0 (D) D

Figura V.4: Relacao entre Iz'n,m e IZ,H,,,L (parte a): 123,4 =(1,2,1,4)

apontam desde cima a algum instante de D. Analogamente, os eventos € M(D)
aparecem como setas que apontam desde baixo a algum instante € D. Como
antes, os segmentos € D nos quais o sistema estd fazendo trabalho ttil, aparecem
desenhados com linha grossa, os demais segmentos estdo desenhados com linha
fina. No titulo de cada figura aparece o vetor K"n,m correspondente.

Este vetor é obtido ficilmente das figuras, da seguinte forma (ver
definicao de Izn,m e equagao V.46): o c-ésimo componente (1 < ¢ < n — 1) cor-
responde ao ntiimero de segmentos desenhados com linha grossa que se encontram
entre os eventos niimero c e c+ 1 de N (D) contando de direita a esquerda; K,, [n]
corresponde ao nimero de segmentos com linha grossa & esquerda do primeiro
evento de N'(D) (o de mais a esquerda), por tltimo K, ,[0] corresponde ao nitmero
de segmentos desenhados com linha fina que estdo no intervalo [0 N(D )] mais
todos os segmentos & direita de (D). A relacdo entre K nm € Kn 1m Kn,m_l,
serd estabelecida para os diferentes casos possiveis. Estos casos estao dados por
duas situagdes independentes (que dao origem a 4 casos diferentes), que sdo: 1) se
o primeiro evento de W(D) pertence a N'(D) ou a M(D); e 2) se o estado inicial
pertence a U ou a 7.

Seja @ o operador concatenacao entre dois vetores, isto é o= 9, @ va,
indica que o vetor v’ é obtido concatenando ¥ ao final de ;. Sejam as funcoes I;
e I; definidas como:

1, se €U
7710, se e; €T,

Seja 11 o vetor de n+ 1 componentes (com {ndices n. ..0), tal que
todas elas sao 0, excepto a c-ésima (0 < ¢ < n) que vale 1.
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0 D

Figura V.5: Relacio entre Izn,m e K _1,m (parte b) 132,4 =(2,1,4)

0 D

Figura V.6: Relagao entre I%n,m e K _1m (parte c): 133,4 =(0,1,1,6)

0 D

Figura V.7: Relacdo entre I{”n,m e Izn_l,m (parte d): I?M =(1,1,5)
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D

Figura V.8: Relagdo entre K"n,m e -R:n,m—l (parte e): K3’4 =(2,1,1,4)

D

Figura V.9: Relacdo entre K:zm e I?n,mfl (parte f): I€’3,3 =(1,1,1,4)
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A figura V.4 corresponde ao caso em que o primeiro evento de W(D)
pertence a N'(D), e o estado inicial pertence a U, por outro lado, a figura V.5
corresponde & V.4, porédm com o primeiro evento de W(D) eliminado. Ambas

figuras ilustram a relacdo entre K,,,, ¢ K, _1,, que para este caso estd dada por:

Izn,m =(1)o® K —1ms see; €U (V.50)

Anélogamente, as figuras V.6 e V.7 exemplificam o mesmo caso
anterior, porém quando o primeiro estado pertence a Z. Neste caso:

Xn,m - (0> &) (K—'n 1,m -+ i(()n—l)) , se ej [=A (V_51)

A figura V.8 corresponde ao caso em que o primeiro evento de W(D)
pertence a M(D), e o estado inicial pertence a U por outro lado, a figura V.9 é
idéntica a V.8, exceto que foi tirado o primeiro evento de W(D). De ambas as
figuras:

En,m = Kn,mﬁl + 'Ln), se 6]' cu (V52)
A figura V.10 corresponde ao caso em que o primeiro evento de
W(D) pertence a M(D) e o estado inicial pertence a Z por outro lado, a figura

V.11 é idéntica a V.10, ecepto que foi tirado o primeiro evento de W(D). De
ambas as figuras:

Kn,m = Kn,m—l + _’(()'n,), se ¢; S A (V53)

Seja I, e I, as fungdes fndices definidas como:

I — ]., se o primeiro evento de W(D)eN (D)
P 0 seo primeiro evento de W(D)eM(D)

0 D
Figura V.10: Relagdo entre K:n,m e I_(’n,mﬁl (parte g): IZSA =(1,1,1,5)
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0 D

Figura V.11: Relacao entre Iz'n,m e Iz'n,m_l (parte h): 123,3 =(1,1,1,4)

As equagtes V.50 ...V.53 podem ser reescritas em forma mais re-
sumida da seguinte forma:

(V.54)

n,m

2 { L (1) @ (Bwam + LI5 )

T\ I (B + ) + L (B + 1)

Voltando agora ao célculo de Q; [K,.m], condiciona-se (e descondiciona-
se) no tipo do primeiro evento de W(D), e usa-se V.54,de onde:

— [ 23 —
Q‘ Kn m Q ] Kn— m
.7[ ) ] n+m .7[ 1, ]
LB — T + LK, — 10
+ n+me§p]k{ k ]+ k[ 7 ]}
(V.55)
Note que os fatores T e ;- determinam os casos [, e 1, respec-
tivamente. Isto serd importante mais adiante na solugdo de V.48.
As condigbes iniciais de ; [I?nm] estao dadas por:
Qi[Kom,0,m] =T [K‘Om = (m + 1)1_80)] , paratodoe; € E (V.56)

Voltando agora a solugdo da equacao V.48; para calcular
P [ngll x 1 dDe) €Ul(n —g+1)u < L|E, m] (segundo o Método 1) procede-
se analogamente a [5]. Para o qual nota-se que o termo entre chaves da equacao
V 48 corresponde ao lado direito da terceira igualdade da equagao I1.6, (no caso
em que ¢ = (n — g+ DI[x2(!) € U], 1 < ¢ < n+1). Isto quer dizer que este
termo corresponde & combinagao linear das estatisticas de ordem de (n +m) v.a’s
uniformes em [0, D]. Entao, para cada valor do vetor I—{'n,m (que indica o ndmero de
segmentos em cada recompensa), calcula-se uma combinacao linear de n+m v.a’s
Dirichlet (ou equivalentemente a CLEO de n+m v.a’s uniformes, ver equacéo I1.6),
da forma: I_('nm[n] varidveis com recompensa n , IZ‘W [n — 1] varidveis com recom-
pensan—1,..., I?n,m[O] variaveis com recompensa 0. Portanto, andlogamente a






