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Esta tese d4 enfase ao estudo dos problemas que surgem durante o projeto
de redes de telecomunicagbes. Mais precisamente, estudaremos problemas
que surgem no projeto de uma rede backbone.

O primeiro problema, denominado Problema de Atribuicio de Localida-
des a Anéis, caracteriza-se por ser um problema de particionamento de um
grafo. Séo apresentadas e discutidas diferentes formulagdes de programagcio
linear inteira para o problema. Investigamos a estrutura facial do poliedro
associado ao problema e introduzimos novas famflias de facetas. Realizamos,
ainda, um estudo sobre o problema de simetria entre as solugdes do problema
de atribuicdo de localidade a anéis. Por tiltimo, descrevemos os experimentos
computacionais realizados com um algoritmo branch-and-price que propuse-
mos neste trabalho. Através deste algoritmo foi possivel resolver, de forma
exata, instdncias com até 50 localidades.

O segundo problema, denominado de Problema de Construcio dos Anéis
Idénticos, pode ser reduzido uma instdncia do Problema do Caixeiro Via-
jante Simétrico. Apresentamos alguns planos-de-corte, denominados planos-
de-corte geométricos, que podem ser aplicados na resolucio deste problema.
Estabelecemos, ainda, uma relagio entre estes planos-de-corte e os planos-
de-corte candnicos. Em seguida, relatamos alguns resultados computaci-
onais obtidos com o emprego do algoritmo cut-and-branch que propuse-
mos, para resolver instdncias do problema do caixeiro viajante simétrico.
O desempenho computacional deste algoritmo mostra a forca dos planos-de-
corte geométricos e, assim, a possibilidade do seu emprego na resolucio de
instancias do problema de construgdo dos anéis idénticos.

iii



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

MODELS AND ALGORITHMS IN INTEGER PROGRAMMING FOR,
THE TELECOMMUNICATION NETWORK DESIGN

Elder Magalhdes Macambira,
May /2003

Advisors: Nelson Maculan Filho

Cid Carvalho de Souza,

Department: Systems Engineering and Computer Science

This thesis focuses on the study of the problems that come up in network
design, particularly, those that occur in a backbone network. The first pro-
blem, called SONET Ring Assignment Problem, can be described as a node-
partitioning problem for a given graph. Different integer programming for-
mulations are presented and discussed. The facial structure of the polyhedron
associated to the problem is investigated, and new families of facets descri-
bing inequalities are introduced. Moreover, we study the symmetry that is
inherent to this problem. Finally, we describe the computational experiments
carried out with a branch-and-price algorithm that we have proposed. Such
algorithm has enabled us to solve to optimality instances for graphs with up
to 50 sites.

After the ring assignment problem, the length of the rings can be mini-
mized in a second phase, using the Symmetric Traveling Salesman Problem
solution techniques. The problem that comes up in this phase is called Cons-
truct Ring Problem. Some cutting planes that can be applied to solving
this problem are presented. Such cuting planes are called geometric cuts. A
relation between geometric and canonical cuts is also established. Further-
more, we present the computational results obtained with the cut-and-branch
algorithm that we proposed to solve small instances of the Symmetric Tra-
veling Salesman Problem. These results show the computational strength of
the new cut introduced in this work. Also, there is empirical evidence that
geometric cuts can be used in solving the Construct Ring Problem.
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Capitulo 1

Introducao

A medida que a industria de telecomunicag@es introduz novas tecnologias
no mercado, a natureza e o volume de servicos oferecidos aos usudrios tendem
a mudar. Vdrios exemplos desses servigos combinam, por exemplo, voz,
dados e video. Esta mudanga implica em novos aspectos no planejamento de
uma rede de telecomunicagbes e, conseqiientemente, a necessidade de resolver
problemas de otimizagio durante esta fase de planejamento.

Um problema que ocorra em uma rede de telecomunicacdes pode ser defi-
nido com o auxilio de um grafo, onde se deseja encontrar um subconjunto de
vértices e (ou) arestas que satisfaga a determinados requisitos e que otimize
uma fungdo objetivo. Esta tiltima pode estar relacionada tanto com o custo
de instalagdo da rede, como com o atraso no envio de informacdes.

Uma rede de telecomunicagdes é usualmente composta de dois niveis (veja
Soriano et al. [68]): uma rede backbone e uma rede de acesso local. A rede
backbone facilita o trifego de informacdes entre os usudrios. J4 a rede de
acesso local é encarregada de concentrar essas informacdes e disponibilizé-las
as localidades da rede backbone.

A Figura 1.1 mostra um exemplo de uma rede de telecomunicacées com
dois niveis. O primeiro nivel, correspondente & rede backbone, é representado
pelas linhas mais escuras. J4 o segundo nivel, indicando a rede de acesso local,
é representado pelas linhas mais claras. Na rede de acesso local ressaltamos
um terceiro nivel, representado pelas linhas pontilhadas, que é a rede de
distribuicdo. Esta rede é encarregada de conectar os usudrios ao primeiro

concentrador da rede de acesso local.



Figura 1.1: Uma rede de telecomunicagtes com dois niveis.

O maior interesse desta tese estd relacionado ao estudo dos problemas
que ocorrem no planejamento de redes de telecomunicagoes. Alguns destes
problemas sdo: dimensionamento, roteamento, sintese, restauracio e de-
finigdo de uma topologia da rede (veja Magnanti e Wong [51]). Mais preci-
samente, estudaremos problemas que surgem no planejamento de uma rede
backbone. Vejamos, em seguida, uma répida explanacdo sobre esses proble-
mas.

O planejamento de uma rede backbone consiste em determinar e estabe-
lecer uma conexdo entre as localidades da rede, a um custo minimo, segundo
alguns conjuntos de restrigdes. Um exemplo muito comum destes conjuntos
de restricdes nas redes atuais seriam as restricdes de sobrevivéncia de uma
rede.

A sobrevivéncia de uma rede corresponde a sua capacidade de permanecer
ativa, no caso de ocorrer uma falha em uma localidade ou uma ligacio. Esta
caracteristica de sobrevivéncia é explorada nas redes backbone através do
emprego da topologia em anel com tecnologia SONET, do inglés Synchronous
Optical NETwork (veja [12, 69, 76]).

No planejamento da rede backbone, que estudaremos neste trabalho, es-
tamos envolvidos com a definicio da topologia da rede. Em particular, nos
preocupamos em adotar uma topologia em anel, segundo a tecnologia SO-

NET. O planejamento dessa rede pode ser definido como se segue.



Dado um conjunto de localidades L, pertencentes & rede de te-
lecomunicacdes, uma matriz de demandas d,, com u , v € L,
um inteiro B representando uma capacidade de um anel, e uma,
func@o de custo ¢ determinada por dois pardmetros: o primeiro,
fixo, estd associado com a atribuicdo de cada localidade a um
anel; e o segundo, varidvel, estd relacionado com o tamanho
de cada anel, ou seja, com a menor quantidade de fibra ética
que deveremos passar para conectar as localidades de cada anel.
Deseja-se determinar uma atribui¢do de todas as localidades a
subconjuntos, que representam os anéis, tal que a capacidade
desses subconjuntos seja satisfeita, de acordo com o pardmetro
B, e todas as demandas entre as localidades sejam atendidas
com um custo minimo.

Nota-se que o planejamento de uma rede backbone é uma tarefa complexa
e que usualmente pode ser dividida em etapas. Em seguida, apresentamos

essas etapas:

e projeto fisico: consiste em determinar subconjuntos de localidades que

dardo origem aos anéis;

e projeto ldgico: apds a escolha dos subconjuntos, o préximo passo é
estabelecer uma conexao entre as localidades de cada subconjunto, ou

seja, constituir os anéis a partir dos subconjuntos.

No projeto fisico, a definicdo de uma topologia em anel de uma rede
apresenta véarias versdes. Uma das versGes mais simples dos problemas que
aparecem no planejamento de uma rede backbone, seguindo uma topologia
em anel, ocorre quando a rede possui um tnico anel, que atende a todas as
demandas e que passa por todos os vértices (Gendreau et al. [25] e, Lee e
Koh [39]).

Uma segunda classe corresponderia & topologia de uma rede com vérios
anéis. Esta classe pode ser dividida em duas subclasses: uma que aceita a
intersecdo entre os anéis (Fortz et al. [23], Laguna [36], Lee et al. [40], Luss et
al. [44] e Sutter et al. [70]), e outra que néo aceita a intersegio (Altinkemer
[1] e Klincewicz et al. [35]).

Por tltimo, podemos mencionar uma terceira classe, que envolve uma
estrutura hierdrquica entre os multiplos anéis. Os anéis sio considerados

disjuntos. Além disso, temos a presenga de um anel, denominado anel federal,



que realiza a conexao entre os demais anéis (Goldschmidt et al. [26]). Em
particular, o projeto fisico da rede backbone que estudamos neste trabalho
segue a estrutura hierdrquica desta classe.

A outra parte do planejamento da rede backbone, o projeto 1égico, esta
associado com a quantidade de fibra 6tica que dever4 passar nos anéis, ligando
as localidades. B evidente que essa quantidade de fibra 6tica dependerd do
tamanho do anel, ou seja, do menor ciclo que pudermos estabelecer entre as

localidades de cada anel.

Figura 1.2: Estado inicial da rede backbone.

As Figuras 1.2, 1.3 e 1.4 mostram um exemplo do planejamento da rede
backbone. A Figura 1.2 exemplifica o estado inicial da rede, ou seja, as
localidades e as demandas existentes entre elas. A Figura 1.3 mostra o par-
ticionamento dessas localidades em subconjuntos. Por tltimo, a Figura 1.4
exemplifica a conexao entre as localidades de cada subconjunto, ou seja, a
formacao dos anéis.

Observa-se que em cada etapa do planejamento da rede backbone pode-se
manipular um ou mais problemas, e que os resultados obtidos em uma etapa,
podem ser fixados e utilizados como pardmetros de entrada para a etapa
seguinte. O processo de atribuigfo de localidades a um anel est4 associado
ao projeto fisico. Como serdo determinados agrupamentos (ou anéis) de
localidades a partir da atribuigfio, o projeto fisico pode ser visto como um
problema de particionamento dos vértices de um grafo (vide Mehrotra e Trick
54)).



Figura 1.3: Projeto fisico da rede backbone.

Figura 1.4: Projeto logico da rede backbone.



J& na fase de construgdo dos anéis, ou seja, o projeto lgico, pode-se
observar facilmente que tal problema corresponde a resolver uma instancia
do problema do caixeiro viajante simétrico (vide Jiinger [33]) em cada agru-
pamento e, em seguida, devido & existéncia do anel federal, resolver uma,
instancia do problema do caixeiro viajante simétrico generalizado (vide Fis-

chetti et al. [21], e Laporte e Nobert [37]).

1.1 Principais objetivos

Observa-se que o planejamento de uma rede de telecomunicagoes é uma,
tarefa complexa, que requer a resolugao de alguns problemas de otimizagéo
combinatéria pertencentes & classe NP-dificil (veja Garey e Johnson [24]).

A motivagdo inicial para o estudo do planejamento de uma rede backbone
veio do fato de nos determos, também, na resolugdo do problema envolvido
com o projeto fisico, diferentemente de outros trabalhos, que s6 tratam do
projeto 16gico (veja Magnanti e Wolsey [51], e Soriano et al. [68]). Assim, os
objetivos a serem delineados serdo divididos de acordo com os projetos fisico
e l6gico.

O problema presente no projeto fisico é denominado de problema de atri-
buigdo de localidades a anéis, enquanto que um dos problemas que surge no
projeto logico, relacionado com o problema do caixeiro viajante simétrico, é
denominado de problema de construgdo dos anéis SONET idénticos. Estes
problemas foram mencionados pela primeira vez no trabalho de Goldsch-
midt et al. [26], e percebemos que existem poucas referéncias que tratam
da resolucao destes problemas na literatura. Além do mais, estas referéncias
dizem mais respeito ao emprego de heuristicas na resolugio daqueles proble-
mas, particularmente para o problema de atribuigdo de localidades a anéis.

Os principais objetivos que pretendemos alcangar com este trabalho sdo:

1. propor modelos mateméticos capazes de solucionar os problemas de
otimizagdo combinatdria que aparecerem durante o planejamento de

uma rede de telecomunicagoes;



2. realizar um estudo de técnicas de otimizagdo que nos auxiliem na re-

solucdo eficiente daqueles problemas.

1.2 Organizacao da tese

A tese estd organizada em oito capitulos. Os tdpicos a serem cobertos em
cada um deles sdo descritos a seguir.

Este primeiro capitulo foi dedicado a apresentagio da estrutura bésica de
uma rede de telecomunicagdes e de alguns problemas que aparecem durante
o planejamento desta rede. Além disso, nas se¢bes anteriores, delineamos a
motivacdo e os objetivos que desejamos alcancar com esta tese.

No segundo capitulo, trataremos do problema de atribuigdo de localida-
des a anéis. Descreveremos o problema e apresentaremos alguns modelos ma-
temdticos para soluciond-lo. Apresentaremos, ainda, uma breve comparacgao
entre esses modelos, através da resolugdo de algumas instancias.

Na segdo 2.2.2, propomos um novo modelo matemédtico para o problema,
de atribuicdo de localidades a anéis. Este modelo é baseado no principio de
empacotamento, em particular, o empacotamento das localidades da rede.

Na secao 2.3, apresentamos alguns experimentos computacionais na re-
solucdo do problema de atribuicdo de localidades a anéis. Nestes experi-
mentos foram utilizadas uma formulagdo inteira existente na literatura e a
formulacao que estamos propondo.

Os resultados obtidos neste capitulo produziram o seguinte trabalho:

1. Problema de atribuicdo de localidades a anéis SONET: formulagbes

inteiras 0-1 e experimentos computacionais [46].

No terceiro capitulo, apresentaremos um estudo sobre a estrutura fa-
cial do politopo associado ao problema de atribuicdo de localidades a anéis.
Através da formulagdo de empacotamento foi possivel definirmos novas clas-
ses de desigualdades védlidas para o politopo associado a este problema. Sao
apresentadas, também, condi¢des para que algumas desigualdades sejam de-

finidoras de facetas. A relevancia deste estudo deve-se & inexisténcia de um



trabalho semelhante na literatura, isto é, que faga uma investigagdo poliedral
do problema de atribuicdo de localidades a anéis.

Além disso, apresentaremos um estudo sobre a reducdo de simetria das
solugbes do problema de atribuigio de localidades a anéis, através da definicao
de desigualdades lineares.

Na secdo 3.1, realizaremos um estudo poliedral inicial do problema de
atribuicdo de localidades a anéis. Alguns resultados bésicos sobre o politopo
associado a este problema, como por exemplo, a sua dimensdo e a forca de
algumas desigualdades que estdo presentes na formulacao de empacotamento.

Na secdo 3.2, descreveremos algumas desigualdades validas que encon-
tramos para o politopo associado ao problema de atribuigdo de localidades
a anéis durante nossos experimentos computacionais. Estas desigualdades
surgiram como resultado dos estudos que fizemos para obtencdo de planos-
de-corte que eliminassem solucdes fraciondrias 6timas das relaxacoes lineares
deste politopo.

Na secdo 3.4, realizaremos um estudo sobre o problema de simetria entre
as solucdes do problema de atribuicdo de localidade a anéis. Na subsegdo
3.4.1, nos dedicaremos a estudar como poderfamos quebrar a simetria das
solugoes deste problema através da inclusdo de desigualdades lineares & for-
mulacao de empacotamento.

Os resultados, neste capitulo, proporcionaram a producgdo dos seguintes

trabalhos:

1. Problema de atribuicdo de localidades a anéis SONET: formulagéo,

desigualdades vélidas e facetas [45];

2. Reduzindo a simetria no problema de atribuicdo de localidades a anéis

SONET com o emprego de planos-de-corte [47].

No quarto capitulo, apresentaremos a descricdo e os resultados compu-
tacionais obtidos com o emprego da metaheuristica GRASP na obtengao de
limitantes superiores para o problema de atribuicdo de localidades a anéis.

No quinto capitulo, descreveremos o algoritmo branch-and-price que es-

tamos propondo e apresentaremos alguns resultados computacionais obtidos
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com o emprego desta técnica na resolugdo de instdncias do problema de atri-
buigédo de localidades a anéis. A relevancia do uso desta técnica na resolucao,
de forma exata, do problema de atribuicdo de localidades a anéis deve-se &
inexisténcia de um trabalho similar na literatura.

No sexto capitulo, trataremos do problema de construcdo dos anéis
idénticos. Apresentaremos alguns planos-de-corte, denominados planos-de-
corte geométricos, que podem ser aplicados na resolucao desse problema.
Esses planos-de-corte sdo planos-de-corte de propdésito geral.

Nas secOes 6.2 e 6.3, apresentaremos novos planos-de-corte de cardter
geral, denominados planos-de-corte esféricos e cilindricos, para a resolugao
de problemas de programagao inteira 0-1. Sao estabelecidas condicoes para
que estes planos-de-corte definam facetas.

Na segdo 6.5, estabeleceremos uma relacdo de um para um entre os
planos-de-corte candnicos, definidos por Balas e Jeroslow, e os planos-de-
corte geométricos que propusemos.

Na secdo 6.6, mostraremos que a desigualdade de eliminacao de subci-
clos, definida para o problema do caixeiro viajante simétrico, corresponde ao
plano-de-corte geométrico que estamos propondo.

Os resultados deste capitulo produziram o seguinte trabalho:
1. Geometrical efficient cuts in integer 0-1 programming [56].
Outros trabalhos produzidos neste capitulo sdo os relatérios técnicos abaixo:

1. Planos-de-corte geométricos aplicados a problemas de programagao li-

near 0-1 [55];

2. Geometrical cuts for 0-1 integer programming [57].

No sétimo capitulo, relataremos alguns resultados computacionais obtidos
com o emprego do algoritmo cut-and-branch que propusemos para resolver
instancias de pequeno porte do problema do caixeiro viajante simétrico. A
partir dos resultados obtidos com o emprego desse algoritmo, produzimos o

seguinte relatério técnico:



1. Resolugao do problema do caixeiro viajante simétrico com o emprego

de planos-de-corte geométricos [58].

No oitavo e, tdltimo, capitulo, serdo apresentadas algumas conclusdes e
consideragoes finais deste trabalho, que poderdo levar a diregoes futuras de
pesquisa.

Finalizaremos este capitulo, citando algumas referéncias para os conceitos

bésicos que empregaremos comumente no decorrer desta tese.

1.3 Conceitos basicos

Neste trabalho, partimos do principio que o leitor tenha algum conheci-
mento dos conceitos basicos relacionados & otimizagao combinatéria e pro-
gramagdo inteira. Procuraremos seguir as definices dadas nas seguintes

referéncias:

e Complexidade computacional: Garey e Johnson [24];

e Teoria dos grafos: Bondy e Murty [9] e, mais recentemente, o livro de

West [77];

e Teoria poliedral e programacao inteira: Ferreira e Wakabayashi [20],

Nemhauser e Wolsey [59], e Wolsey [80].

Alguns termos técnicos em inglés, de uso consagrado e sem uma clara
equivaléncia no portugués, aparecem em sua forma original no texto, como
por exemplo, branch-and-bound, branch-and-price e lifting. Outros termos,
porém, aparecem em portugués, como empacotamento, por exemplo, no lugar

de packing, e particionamento, ao invés de partitioning.
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Capitulo 2

Problema de atribuicao de
localidades a anéis

Neste capitulo, abordaremos um dos problemas que aparecem no plane-
jamento de uma rede backbone. Esse problema consiste em particionar um
conjunto de localidades da rede backbone dentro de anéis, em particular, anéis
que seguem a tecnologia SONET .

Cada anel definido para a rede backbone deverd possuir a mesma capaci-
dade, e cada localidade deverd ser atribuida a um tnico anel. O trafego das
demandas entre as localidades pertencentes a anéis diferentes ficard a cargo
de um anel especial denominado anel federal. O objetivo é projetar uma
rede backbone com um niimero minimo de anéis que atendam as restrigoes de
capacidades estipuladas para os anéis. Tal problema é denominado problema,
de atribuicdo de localidades a anéis SONET, ou sucintamente, problema de
atribuicdo de localidades a anéis. Esse problema serd denotado pela sigla
SRAP (do inglés SONET Ring Assignment Problem).

Um outro tépico abordado neste capitulo é o estudo de formulagdes para o
SRAP. Sabemos que para um dado problema é possivel propormos vérias for-
mulagoes validas, o que pode ser obtido simplesmente alterando-se a definigao
das varidveis associadas ao problema. Devido & essas diferentes maneiras de
modelar um problema, torna-se interessante analisar quando uma formulagao
é preferivel em relagdo a uma outra.

Assim, realizaremos um estudo de duas formulagdes propostas para o pro-
blema de atribuicdo de localidades a anéis. Esse estudo possibilitard verificar

qual tipo de formulagdo se mostra mais adequada para este problema. A pri-
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meira formulacdo foi proposta por Goldschmidt et al. [26]. J4 a segunda foi
proposta recentemente por nés, e baseia-se no principio de empacotamento,

ao invés de particionamento, das localidades.

2.1 Descricao do problema

Nesta secdio, serd apresentado o problema de atribuigdo de localidades
a anéis que surge no planejamento de uma rede backbone. Este problema
foi inicialmente definido em Goldschmidt et al. [26]. Os autores deseja-
vam determinar um nidmero minimo de agrupamentos, tal que as restricoes
de capacidade dos agrupamentos fossem satisfeitas. Cada agrupamento de
localidades obtido corresponderia a um anel SONET da rede backbone.

Para localizar o problema, vamos descrever alguns aspectos relevantes na
obtencdo de um ndmero minimo de agrupamentos em uma rede de teleco-
municagoes com topologia em anel, segundo a tecnologia SONET.

Como pode ser observado na Figura 2.1, o roteamento do trafego entre
as localidades de um anel requer um tipo especial de equipamento, instalado
em cada localidade, que seja capaz de agregar e desagregar a quantidade de
trafego. Este dispositivo é denominado multiplexador Add-Drop SONET ou,
simplesmente ADM (do inglés Add-Drop Multiplezers).

Um ADM ¢ classificado segundo sua capacidade:

e ADM-1: concentrador de capacidade STM-1 (155Mbs);
e ADM-4: concentrador de capacidade STM-4 (622Mbs);

e ADM-16: concentrador de capacidade STM-16 (2.5Gbs).

Todos os ADMs que compoem um anel devem possuir a mesma capacidade.
Esse valor é definido como sendo a capacidade de um anel.

Adicionalmente, quando duas localidades estao localizadas em anéis di-
ferentes, necessitamos utilizar um sistema de conex@o, denominado Digital
Cross-connect System (DCS) SONET, para carregar o trafego entre as loca-
lidades.
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Figura 2.1: Topologia em anel SONET com ADM e DCS.

O principal custo envolvido com o projeto de uma rede backbone estd di-
retamente relacionado ao custo dos componentes ADMs e DCSs. J4 que o
custo de ADMs tem diminuido significativamente nos tltimos anos, a quan-
tidade de DCSs tornou-se determinante para o custo total da rede. Desta
forma, uma topologia em anel que utiliza um ntéimero minimo de DCSs €
aquela que é a mais atrativa para redes com restrigdes de sobrevivéncia.

Logo, no projeto de uma rede backbone pode-se considerar apenas o custo
dos DCSs. Para efeito de modelagem do problema, estes custos serdo consi-
derados constantes e iguais a 1, o que é uma hipdtese razodvel, se assumirmos

que o mesmo tipo de equipamento serd instalado em todo local que necessite

de um DCS.

2.1.1 Definicao e complexidade

Seguindo a nomenclatura utilizada por Garey e Johnson [24], o problema
de decisio definido abaixo caracteriza o problema de atribuigdo de localidades

a anéis:

Instancia: Seja G = (V, E) um grafo ndo direcionado, onde |V| = n, com

um inteiro d,, associado a cada aresta e = (u,v) € E, e B e [ inteiros.

Questio: Existe uma partigdo do conjunto de vértices V em [ subconjuntos

disjuntos Vi,...,V], tal que

S dw+ Y dw<B, i=1...,0 e

u,WEV; u€eV;
u<v v¢V;
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O problema de atribuico de localidades a anéis é NP-dificil (veja Goldsch-
midt et al. [26]).

A Figura 2.2 apresenta um grafo com 25 vértices e 49 arestas. O valor
estipulado para a capacidade B de cada agrupamento candidato é igual a
155Mbs. A solugdo para essa instincia é mostrada na Figura 2.3 e composta
pelos anéis 1, 4 e 10.

A partir desse ponto do texto, quando mencionarmos um vértice v do
grafo G, estaremos nos referindo a uma localidade v da rede backbone. O
mesmo ocorrerd, para uma aresta (u,v), a qual indicard que existe uma de-
manda, d(u,v) entre as localidades u e v. Além disso, fica evidente que o

inteiro d,, associado & aresta (u,v) corresponde & demanda d(u,v).

2.2 Formulacoes inteiras

Nesta se¢io, apresentamos duas formulagGes inteiras 0-1 para o problema
de atribuicio de localidades a anéis. A primeira formulacio caracteriza-
se por ser nao linear 0—1 e se basear no principio de particionamento das
localidades. J4 a segunda formulagio caracteriza-se por ser linear inteira
0—1 e empregar o principio de empacotamento das localidades. Em seguida,

apresentamos e discutimos cada uma dessas formulacoes.

2.2.1 Formulagao de particionamento

Considere o grafo ndo direcionado G = (V, E), como definido na secdo
2.1.1. Para cada localidade, definiremos a varidvel de decisdo z,; (u € V,i €
V), indicando se a localidade w pertence (z,; = 1) ou nio (zwi = 0) ao
agrupamento 7. Considere, ainda, a definicio de uma segunda varidvel de
decisdo y; (i € V), associada a cada agrupamento i. A varidvel y; indicard
se 0 agrupamento i estd (y; = 1) ou néo ativo (y; = 0). Um agrupamento i

serd, considerado ativo, se alguma localidade u for atribuida ao mesmo.
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Figura 2.2: Instancia para o SRAP com n=25, m=49 e B=155Mbs.

D localidad
@) DCS
[ ADM

Figura 2.3: Solugdo étima para o SRAP com n=25, m=49 e B=155Mbs.
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Usando as varidveis de decisdo definidas acima, o problema de atribuigao
de localidades a anéis pode ser expresso pelo seguinte problema de pro-

gramacao inteira 0-1:
(P1)

n
minimize Z Ui, (2.1)
i=1

sujeito a:

n—-1 n n n
Z Z Ay ToiTyi + Z Zduvxm(l - mvi) < B, Vi € v, (22)

u=1 v=u+t1 u=1 v=1
n n—-1 n

Z Z Z Z duv.'z;m-:vvj S B, (23)

u=1 v=1 i=1 j=1

qui =1, Yu €V, (24)

=1

Tu; — Y S 0, Yu,i €'V, (2.5)

Ty € {0,1}, Yu eV, Vi eV,
(2.6)

y; € {0,1}, VieV. (2.7)

Na fungdo objetivo (2.1), minimiza-se o nimero de anéis a comporem a,
rede backbone, ou seja, o ntiimero de dispositivos DCS a serem instalados. As
restricdes (2.4) estabelecem que cada localidade deve pertencer a exatamente
um dnico anel, e as restriges (2.5) estipulam que se um anel ndo est4 ativo
nenhuma localidade pode ser atribuida a ele. As restrigdes (2.2) estabelecem
que a demanda total que passard em cada anel deve ser, no méximo, igual a
B. A restrigio (2.3) estabelece que a capacidade do anel federal deve ser no
maximo igual a B. Vale lembrar que o anel federal é encarregado de levar
o trafego entre as localidades pertencentes a anéis diferentes. As restricgoes
(2.6) e (2.7) correspondem as restrigdes de integralidade.

Essa formulagdo requer n? + n varidveis de decisdo e n? 4 2n + 1 res-
tricdes. Observe, ainda, que a formulagdo (P1) apresenta uma dificuldade:
as restrigoes (2.2) e (2.3) sdo ndo lineares.

Através de um processo de linearizagdo bastante simples, Goldschmidt

et al. conseguiram transformar a formulagio anterior em um problema de
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programacao linear inteira 0-1. Considere as novas varidveis de decisfo pyy;
e Zyvi definidas para o problema, tais que Duyi = TuiTvi € Zupi = Tui(l — Zy;).

A varidvel puy; (u,v € V,u < v,% € V) indica se ambas as localidades u
e v pertencem ao agrupamento i (Pyy; = 1), OU Pyy; = 0 em caso contrério.

Essas varidveis devem satisfazer as seguintes desigualdades:

Duvi — Tus S 0’ V’LL,’l) € ‘/;u < IUJV?: € Vv: (28)
Puwvi—Toi < 0, VYu,veViu<uViey, (2.9)
Tyi + Ti — Pui < 1, VYu,veV,u<uo,VieV. (2.10)

As desigualdades (2.10) estabelecem que se a localidade u e v pertencem ao

agrupamento , entao py,; serd a igual 1.

A segunda varidvel de decisdo 2y, (u,v € V,u # v,4 € V) indica se a
localidade u pertence ao agrupamento ¢ e a localidade v ndo pertence ao
agrupamento 4 (zuy; = 1), ou 24 = 0 em caso contrrio. Tal varidvel deve

satisfazer as desigualdades abaixo:

Zywi — Tys S 0, V’LL,’U € V;VZ € V; (211)
Zwit Ty < 1, Yu,veV,VieV, (2.12)
Ty — Toi — 2ui < 0, Vu,veV,VieV. (2.13)

As desigualdades (2.13) estabelecem que se a localidade u pertence ao agru-
pamento % e a localidade v ndo pertence a esse agrupamento, entdo 2zy.,; serd

a igual 1.

Usando as varidveis de decisdo definidas acima, podemos substituir as

restrigbes (2.2) pelas seguintes restrigdes:

n—-1 n n n
Z Z duvpuvi + ZZ duvzuvi S B; Vi€ ‘/7 (214)

u=1 v=u+1 u=1 v=1
e a restricdo (2.3) pela restrigdo abaixo:
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n—1 n n
D3 duwwzwi < B (2.15)

u=1 v=u+1 i=1

Como desejamos minimizar o niimero de agrupamentos, e o custo associ-
ado a cada varidvel y; é maior do que zero, temos que para qualquer solucio
vidvel as desigualdades (2.8) e (2.9) serdo satisfeitas na otimalidade. Assim,
s6 precisamos trabalhar com a desigualdade (2.10). O mesmo raciocinio pode
ser feito com as desigualdades (2.11), (2.12) e (2.13).

Com base nessas novas informagGes, a formulagéo (P1) pode ser reescrita

como o seguinte problema de programagao linear inteira (0-1):

(P1)

I
minimize E Uiy

i=1
sujeito a:
n—-1 n n n
Z E Ao Puwi + Z Z AuvZuvi < B, VieV,
u=1 v=u+1 u=1 v=1

n—-1 n n
Z Z Zduvzuvi < B7

u=1 v=u+1 i=1

zn:mm- =1, Yu eV,

i=1

Ty — Yi <0, Yu,i €V,

Tui + Toi — Duyvi < 1, Yu,v e Vu <wv, Vi €V,

i — T — Zuwi < 0, Yu,v €V, Vi €V,

Ty € {0,1}, YueV,VieV,

yi € {0,1}, VieV,

Puvi € {0, 1}, Yu,v € Vu <w, Vi €V,
(2.16)

zuwi € {0,1}, Yu,v €V, Vi e V. (2.17)

Esta versio da formulagio (P1) possui 2mn + mn novas varidveis de

decisfio (devido, respectivamente, a 2,,; € a puy;). Com a linearizacio das
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restricdes (2.2) e (2.3), passamos a ter n? 4+ 3mn + n varidveis de decisfio e
n® + 3mn + 2n + 1 restrigdes na formulagio (P1).
Em seguida, apresentamos e discutimos a segunda formulagéo inteira 0-1

que propusemos para o problema de atribuicdo de localidades a anéis.

2.2.2 Formulacao de empacotamento

Nesta se¢ao, propomos uma nova formulagéo linear inteira 0-1 para o pro-
blema de atribuicdo de localidades a anéis. Essa nova formulagio, ao invés de
possuir uma restrigdo de particionamento, representada pela restrigao (2.4),

possuird uma restrigio de empacotamento da forma

n
> zu<1, Vuev. (2.18)
i=1
Por isso, a formulag@o que estamos propondo é denominada formulacdo de

empacotamento.

Essa nova maneira de apresentar o problema é similar & que foi proposta
por Martello e Toth [52] para o problema de atribuicio generalizado, ou seja,
definimos uma varidvel artificial para cada restricio (2.4). Isto é feito da
seguinte forma.

Seja t, a varidvel artificial dada por ¢, = 1 — Y  z, > 0 para todo
u € V. Além disso, seja ©, o custo associado a cada varidvel ¢,, onde

O, > 0. Assim, a func8o objetivo (2.1) pode ser reescrita como

F

K2 n
minZyi + Z@utu. (2.19)
i=1 u=1

Sabendo-se que o custo associado a cada varidvel de decisdo z,; na funcdo
objetivo (2.1) é igual a zero, vé-se que esta nova funcdo objetivo, dada por
(2.19), estd penalizando os vetores z, onde (2.18) é satisfeita como uma
desigualdade estrita.

Evidentemente que as varidveis £, podem ser eliminadas em (2.19). Isso

é feito abaixo.
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=m1nZy,—l—Z@ ty

= minZyi 4 Z@“(l - sz) =
= mlnz:yZ Z Z@uxm + Z O,. (2.20)

u=1 =1
Agora, escrevendo a fungdo objetivo (2.20) como uma fungdo de maxi-

mizagao obtemos a seguinte func¢do para a nova formulacgo:

zZ= maxz Z OuTui — Zyz Z O,. (2.21)

u=1 i=1

Como Y7 O, é um termo constante na fungio objetivo (2.21), podemos
u=1

retirg-lo.

Feitas essas transformagoes, na funcdo objetivo (2.1) e na restrigéo (2.4),
obtemos a segunda formulagdo para o problema de atribuicdo de localida-
des a anéis. Essa nova formulagdo pode ser escrita como o problema de

programagao linear inteira (0-1) logo abaixo:

(P2)

maximize Z Z OuTys — Z Yis

u=1 =1

sujeito a:

n—1 n n n
Z Z duvPuvi + szwuzwui <B, VieV,

u=1 v=u+1 =1 v=1

Z Z Zdwzum < B,

u=1 v=u+1 i=1

Ziﬂuiﬁl, Yu €V,

—?JzSO, Vu,iEV,
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wui""xvi_puvisla Vu,UEV,u<U, VZGV;

T — Ty — Zywi < 0, Vu,veV,YieV

Ty € {0,1}, YVueV,VieV,

y; € {0,1}, VieV,

Puvi € {0,1}, Vu,v e Vu<w, Vi eV,
Zuwi € {0,1}, Vu,veV, VieV.

O ntmero de varidveis de decisdo e restri¢des da formulagdo (P2) manteve-
se igual ao da formulacio (P1). Além disso, pode-se verificar que uma solugio
inteira (0-1) da formulagio (P2) corresponde a uma particio vidvel do con-
junto de localidades, ou seja, agrupamentos que satisfazem as restri¢des de
capacidade. Sendo assim, pode-se deduzir que qualquer solucdo 6tima de
(P2) é solugdo 6tima de (P1).

Em seguida, apresentamos um estudo computacional empirico com as
duas formulacOes lineares inteiras 0—1. Essas formulagdes foram utilizadas
para a resolucao de instincias de pequeno e médio porte do problema de

atribuigdo de localidades a anéis existentes na literatura.

2.3 Resultados computacionais

Nesta se¢@o, apresentamos os resultados computacionais obtidos com as
formulages (P1) e (P2), descritas nas secdes 2.2.1 e 2.2.2, respectivamente.
Esses resultados possibilitaram uma comparagio empirica entre as duas for-
mulacdes. Todos os experimentos foram realizados em um computador com
processador AMD K6 450 MHz e com 256Mbytes de meméria RAM.

Nos experimentos computacionais foram testadas duas classes de
insténcias. Essas instincias correspondem as mesmas definidas por Golds-
chmidt et al. [26] e por Aringhieri e Dell’Amico [3], nos seus experimentos
computacionais. Até o final deste texto, denominaremos por classe Cl e
classe C2, respectivamente, as instdncias geradas por Goldschmidt et al., e
Aringhieri e Dell’ Amico.

Para cada classe de instancia, trabalhamos com dois grupos, geométricas
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e aleatérias, e com dois tipos de capacidades diferentes para os anéis: B =
165Mbs e B = 622Mbs.

Para a resolucdo das formulagoes, utilizou-se o pacote de otimizacdo
XPRESS 12.05 (vide [14]). Foram estabelecidos dois critérios de parada para
o término da execugdo do procedimento branch-and-bound: ntimero méximo
de nés na arvore branch-and-bound e tempo méximo de CPU. Os valores
estipulados foram de 300,000 nés e 18,000 segundos, respectivamente. Para
efeito de comparacdo, a geragdo automadtica de planos-de-corte disponivel
neste pacote foi desabilitada.

Vale ressaltar que o valor da relaxagdo linear para todas as instdncias
testadas foi igual a 1 e que para a formulagdo (P2) utilizamos ©,, = 1, para

todou € V.

2.3.1 Classe C1

Essa primeira classe de instancias, como dito anteriormente, foi gerada por
Goldschmidt et al. [26]. Fizemos uso de 47 instancias desta classe para reali-
zar essa primeira fase dos experimentos computacionais com as formulacgdes
(P1) e (P2).

Um resumo dessas instdncias é apresentado na Tabela 2.1. A primeira
coluna indica o grupo da instancia; a segunda, a capacidade méxima que
cada anel deve possuir e, por iltimo, a terceira indica a cardinalidade. Nesta
ultima coluna temos, para cada cardinalidade, o niimero de instancias que

foram testadas.

Grupo Capacidade (B) Cardinalidade (|V])
15 25
geométrica, 155Mbs 4 5
geométrica, 622Mbs 4 7
aleatdria 155Mbs 7 8
aleatéria, 622Mbs 7 5

Tabela 2.1: Distribuicdo das insténcias testadas na classe C1 com as for-
mulacfes (P1) e (P2).
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Instancias geométricas

As insténcias geométricas representam agrupamentos naturais, ou seja,
uma localidade tenta se comunicar com outras localidades que estejam mais
préximas dela do que com outras que estejam mais distantes. Essa distancia
corresponde & distdncia Euclidiana.

Os resultados computacionais para essas instincias sdo apresentados nas
Tabelas 2.2-2.3. A primeira coluna indica o nome da instancia testada. A
coluna z* indica o étimo inteiro da instdncia. Para cada formulacio, temos as
seguintes colunas: #Nds, que indica o nimero total de nds abertos na 4rvore
branch-and-bound; z, que indica o melhor limite encontrado pela formulacgo
em questdo; A, que indica a diferenga percentual entre o 6timo inteiro 2* e

o limitante z obtido por uma das formulagdes, isto é:

£ 3

Z —Z

*

Alz*,7) = A= x 100. (2.22)

Por 1ultimo, temos a coluna Tmp que indica o tempo de CPU expresso em

segundos.
Formulacgo (P1) Formulacgo (P2)
Nome 2z* #Nds z A  Tmp #Nds =z A Tmp
gllsl 3 7208 3 0% 851 4873 3 0% 654
gllb4 3 7317 3 0% 823 3994 3 0% 665
gl157 3 7450 3 0% 800 9838 3 0% 1880
gl 159 3 300000 2 33.33% 7414 16030 3 0% 1875
gl251 4 16100 1.32 67% 18000 16500 2 50% 18000
gl253 3 32600 1.29 57% 18000 12568 3 0% 11289
gl254 4 15300 1.33 66.75% 18000 10200 2 50% 18000
gl257 3 16600 2 33.33% 18000 12612 3 0% 14755
gl256.8 4 13200 1.35 66.256% 18000 12400 2 50% 18000

Tabela 2.2: Resultados obtidos com as formulacdes para as instincias
geométricas da classe C1 com B = 155Mbs.

Neste grupo, das 20 instdncias testadas, podemos observar que a for-
mulacdo (P2) provou a otimalidade de 16 instincias, enquanto que a for-
mulacdo (P1) conseguiu provar a otimalidade de apenas 9 insténcias.

Pode-se observar, ainda, que nas instdncias onde foi possivel provar a
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Formulagéo (P1) Formulagdo (P2)

*

Nome  2* #Nds z A Tmp #Nds =z A Tmp
gh 151 3 46806 3 0% 2847 11954 3 0% 2222
gh 152 3 27695 3 0% 8888 7424 3 0% 2296
gh 168 3 7047 3 0% 3053 3645 3 0% 1731
gh 1569 3 20324 3 0% 3096 12357 3 0% 2599
gh251 3 8600 1.24 58.67% 18000 3202 3 0% 2481
gh252 2 3261 2 0% 1808 923 2 0% 451
gh253 2 2162 2 0% 962 1233 2 0% 689
gh254 3 7000 1.27 57.67% 18000 8466 3 0% 2942
gh 257 4 5200 1.32 67% 18000 7100 2 50% 18000
gh258 3 7700 1.27 57.67% 18000 2781 3 0% 4325
gh2569 3 7000 1.27 57.67% 18000 7420 3 0% 10261

Tabela 2.3: Resultados obtidos com as formulactes para as instancias
geométricas da classe C1 com B = 622Mbs.

otimalidade, em apenas uma instancia, g1_15_7, a formulagio (P2) teve que
abrir mais nés na drvore branch-and-bound do que a formulagdo (P1). Isso
ocasionou um tempo computacional maior, por parte da formulacio (P2),
para a resolucdo desta instancia.

Analisemos, agora, os valores obtidos para as instincias onde a formulago
(P2) ndo conseguiu provar a otimalidade no tempo estipulado. Nessas quatro
instancias, gl_25_1, g1 25 4, gl 25 8 e gh 25 7, nota-se que a formulacdo
(P2) obteve uma diferenga percentual sempre menor do que aquela obtida
pela formulacdo (P1).

Vale ressaltar, ainda, que em 75% das instincias testadas, a formulagdo
(P2) apresentou um tempo computacional inferior ao obtido pela formulagio
(P1). Por exemplo, para as instincias gh 25_2 e gh_25_8 esse tempo foi pelo
menos duas vezes menor.

Um outro aspecto positivo que podemos ressaltar com relacio 3 for-
mulagio (P2) é que para 60% das instincias, o tempo computacional ficou
abaixo de 1 hora, enquanto que para a formulagdo (P1) essa percentagem foi

bem menor, algo em torno de 40%.
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Instancias aleatérias

As instancias aleatérias foram geradas pelos autores a partir de grafos
completos, com a subtragdo de arestas que tivessem uma probabilidade menor
ou igual a uma constante p € (0, 1) e fixada a priori.

As Tabelas 2.4 e 2.5 apresentam os resultados obtidos para as instancias
aleatérias. Foram testadas 27 instdncias. Com a formulagio (P2), provou-se
a otimalidade de 20 instancias, enquanto com que a formulagio (P1), isto
ocorreu para apenas 15 instancias.

Observando as instincias onde foi possivel provar a otimalidade, nota-se
que em apenas duas instdncias, r1_15. 4 e rh 15_7, a formulagio (P2) teve
que abrir mais nds na drvore branch-and-bound do que a formulagio (P1). A
exemplo das instincias geométricas, isso ocasionou um tempo computacional
maior com a formulagdo (P2) do que com a formulagdo (P1) na resolugio
daquelas instancias.

Nas instancias r1 254, r1.25.5, r1.25.6, r1.25.7, r1_25.9, rl1 2510
e rh 25 2, onde ndo foi possivel provar a otimalidade, a formulagio (P2)
obteve uma diferenca percentual menor ou igual aquela que foi obtida pela
formulagéo (P1). Note que o ndmero de nés abertos na rvore branch-and-
bound para estas instancias, utilizando a formulagéo (P2), sé ndo foi menor
do que os abertos pela formulagio (P1) nas instancias r1.25_9 e rh_25_2.

Por dltimo, vale ressaltar que em 52% das instincias, a formulacdo
(P2) apresentou um tempo computacional inferior ao obtido pela formulacdo
(P1). Esta melhoria no tempo computacional pode ser observada, principal-
mente, através das instdncias r1.25 2, r1 25 8, rh_ 151, rh 253, rh 25 7 e
rh 25_10.

Note, ainda, que para a formulagéo (P2), o tempo computacional obtido
ficou abaixo de 1 hora em 52% das instancias, enquanto que para a formulacio

(P1) essa percentagem foi igual a 41%.

2.3.2 Classe C2

As instancias pertencentes a esta classe foram geradas por Aringhieri e

Dell’Amico [3]. Foram testadas 30 instdncias. Um resumo dessas insténcias
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Formulagao (P1)

Formulagéo (P2)

Nome  2z* #Nds z A  Tmp #Nds =z A Tmp
rl.15.1 3 11671 3 0% 1136 9118 3 0% 1066
rl.15.3 2 170 2 0% 2 168 2 0% 3
rl. 154 3 5449 3 0% 992 5762 3 0% 1201
rl.15.6 3 14729 3 0% 1245 12548 3 0% 1816
rl.15.8 3 19342 3 0% 2343 9591 3 0% 1775
159 3 24793 3 0% 1750 15270 3 0% 1730
rl 1510 3 11663 3 0% 2306 8853 3 0% 1825
rl 252 3 19100 2 33.33% 18000 4869 3 0% 4037
r1 254 4 15100 2 50% 18000 9200 2 50% 18000
rl 255 4 20700 2 50% 18000 9100 2 50% 18000
rl 256 4 14800 2 50% 18000 8200 2 50% 18000
12567 4 15900 2 50% 18000 7200 2 50% 18000
rl 258 3 16900 2 33.33% 18000 4044 3 0% 2136
12569 4 12800 1.33 66.75% 18000 23100 2 50% 18000
12510 4 19100 2 50% 18000 12600 2 50% 18000

Tabela 2.4: Resultados obtidos com as formulacdes para as instincias
aleatérias da classe C1 com B = 155Mbs.

Formulagéo (P1)

Formulagdo (P2)

Nome z*  #Nds z A  Tmp #Nds =z A Tmp
rh_15_1 3 20188 3 0% 4123 4361 3 0% 1450
rh 154 2 108 2 0% 3 86 2 0% 6
th 155 3 29568 3 0% 4349 9039 3 0% 2378
rh_ 156 3 37361 3 0% 4335 16800 3 0% 3827
rh 157 2 134 2 0% 4 187 2 0% 10
rh 158 2 1166 2 0% 26 546 2 0% 34
rh 159 3 32864 3 0% 4140 18319 3 0% 3629
rh 252 3 8100 1.22 59.33% 18000 15600 2 33.33% 18000
rh_ 253 3 9300 1.23 59% 18000 2354 3 0% 4006
th 257 3 9600 1.22 59.33% 18000 3103 3 0% 4588
th 259 2 374 2 0% 96 353 2 0% 7
rh 2510 3 10100 2 33.33% 18000 14037 3 0% 13870

Tabela 2.5: Resultados obtidos com as formulacdes para as instdncias
aleatérias da classe C1 com B = 622Mbs.
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é apresentado na Tabela 2.6.

Grupo Capacidade (B) Cardinalidade (|V])
15 25
geométrica, 155Mbs 5 5
geométrica 622Mbs 0 5
aleatdria, 155Mbs 6 4
aleatoria 622Mbs 5 0

Tabela 2.6: Distribui¢do das instdncias testadas na classe C2 com as for-
mulagdes (P1) e (P2).

Instancias geométricas

Nestes experimentos, diferentemente dos apresentados na secdo 2.3.1,
ndo conseguimos provar a otimalidade de qualquer uma das 15 instincias
geométricas testadas com ambas as formulagtes. As Tabelas 2.7 e 2.8 mos-
tram esses resultados.

Em todas as intancias testadas, o tempo computacional, para ambas as
formulagdes, atingiu o valor méximo estabelecido para os experimentos. En-
tretanto, em 14 das 15 instancias, a formulacdo (P2) obteve limites com uma,
qualidade melhor, se ndo igunal, & obtida pela formulacdo (P1). Vale ressal-
tar, ainda, que essa qualidade no limitante foi obtida com um niimero bem
menor de nés na maioria das instancias. O que nos leva a acreditar que a

formulagéo (P2) pode ser melhor do que a formulagdo (P1).
Insténcias aleatérias

Nesse experimento, foram testadas 15 instdncias aleatérias . As Tabelas
2.9 e 2.10 apresentam os resultados obtidos. A formulagio (P2) provou a
otimalidade de 7 instancias, enquanto que a formulacdo (P1), de 8 instancias.
Apesar desta vantagem aparente da formulagio (P1), nota-se que, em média,
a formulaggio (P2) enumerou menos nés na arvore branch-and-bound para
provar a otimalidade daquelas instdncias. Mais uma vez, para estes casos,

isto nos leva a crer que a formulagio (P2) seria melhor do que a formulago

(P1).
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Observemos, agora, os valores obtidos para as instancias onde nao foi

possivel provar a otimalidade. Nessas instincias, a formulagdo (P2) obteve

uma diferenca percentual menor ou igual aquela obtida pela formulagdo (P1)

em todas essas instancias.

Por 1ltimo, vale ressaltar que em 26.67% das instincias, a formulagio (P2)

apresentou um tempo computacional inferior ao obtido pela formulagéo (P1).

Em particular, ambas as formulagGes ficaram com um tempo computacional

abaixo de 1 hora em 26.67% das instancias.

Formulaggo (P1)

Formulaggo (P2)

Nome z*  #Nds z A  Tmp #Nds z A Tmp
gl 153.1 4 65800 3 25% 18000 40000 2.32 42% 18000
gl 153.2 4 59400 2.19 45.25% 18000 37500 2.31 42.25% 18000
gl 15.3.3 4 69800 2.20 45% 18000 37200 2.30 42.50% 18000
gl 1534 4 58100 2.17 45.75% 18000 33500 2.29 42.75% 18000
gl 15.3.5 4 53400 2.16 46% 18000 37500 2.30 42.50% 18000
gl 25 9.1 4 14300 2 50% 18000 16600 2 50% 18000
gl 25.9.2 4 18400 2 50% 18000 14800 2 50% 18000
gl2594 4 10800 2 50% 18000 10500 2 50% 18000
gl25104 5 4200 1.37 72.60% 18000 20300 2 50% 18000
gl2510.5 5 3900 1.35 73% 18000 26300 2 50% 18000

Tabela 2.7: Resultados obtidos com as formulacdes para as instdncias
geométricas da classe C2 com B = 155Mbs.

Formulagéo (P1)

Formulagio (P2)

Nome z*  #Nds z A Tmp #Nds z A  Tmp
gh 25652 4 6100 1.29 67.75% 18000 4800 1.35 66.25% 18000
gh 2553 4 2600 1.29 67.75% 18000 3200 1.41 64.75% 18000
gh2554 4 1800 1.30 67.50% 18000 4400 1.40 65% 18000
gh 255.5 4 2600 1.30 67.50% 18000 4200 1.41 64.75% 18000
gh 2556 4 8000 1.29 67.75% 18000 2900 1.47 63.256% 18000
Tabela 2.8: Resultados obtidos com as formulacbes para as instincias

geométricas da classe C2 com B = 622Mbs.
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Formulagao (P1)

Formulacéo (P2)

Nome z*  F#Nds z A  Tmp #Nds z A Tmp
rl 1521 3 10286 3 0% 2143 5783 3 0% 8568
rl.156.2.2 4 56300 2.09 47.75% 18000 114900 2.37 40.75% 18000
rl.152.3 3 28293 3 0% 4513 9514 3 0% 1221
rl.1565.1 3 12619 3 0% 2351 17745 3 0% 6673
rl.1565.2 3 7329 3 0% 2128 15193 3 0% 4803
rl.15.5.3 3 5782 3 0% 1822 3009 3 0% 981
r1253.1 4 17700 1.33 66.75% 18000 10700 2 50% 18000
rl 2563.2 4 15500 1.32 67% 18000 5400 2 50% 18000
rl 25.3.3 4 14300 1.31 67.25% 18000 17000 1.46 63.50% 18000
r1 2535 4 17900 1.33 66.75% 18000 12200 2 50% 18000

Tabela 2.9: Resultados obtidos com as formulagGes para as instdncias
aleatdrias da classe C2 com B = 155Mbs.

Formulacio (P1)

Formulagéo (P2)

Nome z* #Nds =z A Tmp #Nds =z A Tmp
rh 15.10.1 3 11190 3 0% 6188 11200 2 33.33% 18000
rh 1510.2 3 17964 3 0% 11246 3421 3 0% 4113
rh 15104 3 30100 2 33.33% 18000 11100 2 33.33% 18000
rh 15.10.6 3 10064 3 0% 5826 12533 3 0% 15542
rh 15.10.8 3 31200 2 33.33% 18000 11200 2 33.33% 18000

Tabela 2.10: Resultados obtidos com as formulacdes para as instancias
aleatdrias da classe C2 com B = 622Mbs.
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2.4 Consideracoes

Os resultados computacionais obtidos através dos experimentos feitos
com as duas formulagdes indicaram que a formulagio (P2), que propusemos,

mostrou-se melhor do que a formulagdo (P1) em vérios aspectos:

e das 77 instancias testadas, a formulacdo (P2) provou a otimalidade em
43 delas, enquanto que a formulagdo (P1) provou a otimalidade em

apenas 32 instincias;

e em 28 das 77 instancias, a formulagdo (P2) obteve uma diferenga per-
centual entre 1% e 50%. J4 a formulagio (P1) obteve estes valores para

a diferenca percentual em 21 instancias;

e o numero de nés abertos na drvore branch-and-bound, utilizando a for-

mulagdo (P2), foi inferior ao da formulagdo (P1) em 55 instancias;

e o tempo computacional obtido pela formulagéo (P2) foi menor do que
o obtido pela formulacdo (P1) em 33 insténcias, o que pode ser consi-
derado notédvel, j4 que em 33 outras instincias, ambas as formulacoes
tiveram suas execugdes interrompidas pelo limite mdximo de tempo

permitido.

No capitulo seguinte, faremos um estudo poliedral da formulagdo (P2),

objetivando melhorar ainda mais esta formulacéo.
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Capitulo 3

Fstudo poliédrico do problema
de atribuicao de localidades a
anéis

Um dos principais objetivos deste trabalho consiste em estudar e compa-
rar diferentes formulages do problema de atribuicdo de localidades a anéis
como um problema de programagdo linear inteira. Parte deste objetivo foi
realizado no capitulo anterior. Neste capitulo, apresentamos um estudo sobre
a estrutura facial do politopo associado ao SRAP.

Através da formulagdo de empacotamento, foi possivel definirmos novas
classes de desigualdades vélidas para o politopo associado ao problema de
atribuigfo de localidades a anéis. Sdo apresentadas, também, condicdes para
que algumas desigualdades sejam definidoras de facetas.

Em seguida, apresentamos um estudo sobre a simetria das solugdes do
problema de atribuicio de localidades a anéis. Uma das maneiras empre-
gadas na literatura para reduzir esta dificuldade é através do emprego de
desigualdades lineares. Com base neste estudo, definimos algumas desigual-

dades para quebrar essa simetria das solucdes.

3.1 Resultados para o poliedro do SRAP

Nesta se¢éo, serd feito um estudo poliedral do problema de atribuicio de
localidades a anéis. Como no capitulo anterior, a instancia do problema serd
dada por um grafo nao-dirigido G = (V, E), com |V| = n e |E| = m, um

inteiro positivo B, denotando a capacidade de cada agrupamento, e um vetor
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de demandas d, que associa valores inteiros ndo-negativos a cada aresta de

E.

Conforme explicado no Capitulo 2, optamos por estudar a formulagio

(P2), que é reproduzida abaixo:

(P2)

maximize Z Z Ouui — Z Yis

u=1 i=1

sujeito a:

n—-1 n n on
Z Z v Puvi + ZZ AuyZuwi < B,

u=1 v=u+1 u=1 v=1
Z > Y <5,
u=1 v=u+1 i=1

Zfﬂm'ﬁl,

=1

Tui + Tvi — Puvi < 1,
Tui — Toi — Zuvi < 0,
Ty; € {0,1},

yi € {0,1},

Duwvi € {07 1}7

Z’L“)Z. E {0, 1},

(2.21)
VieV, (2.14)
(2.15)
Yu eV, (2.18)
Yu,i €V, (2.5

Yu,v e V,Vi €V,

YueV, VieV, (2.6

VieV, (2.7

Yu,v € Vyu <w, Vi €V,
(2.16)

Yu,v €V, Vi € V. (2.17)

Nesta formulagfio, trabalhamos com as varidveis de decisfo Puyi € Zuvi.

Estas varidveis sdo definidas apenas sobre as arestas, ou seja, apenas quando

tivermos dy, > 0.

O politopo associado & formulacdo (P2) é dado pela envoltéria convexa,

de suas solucdes inteiras, ou seja:

Q= conv {(z,y,p,7) € B trtmnt2mn | (4 1 2) satistaz (2.14), (2.15),

(2.18), (2.5), (2.10), (2.13), (2.6
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Nas subsecOes seguintes, estudaremos a dimensao e algumas desigualda-
des véalidas para o politopo Q. Antes, porém, introduzimos alguma notagéo
auxiliar. O vetor nulo em um espago de dimensdo %k serd denotado por 0F,
enquanto que ef serd usado para denotar o vetor deste espaco com todas as
componentes nulas, excetuando-se a i-ésima componente que possui valor 1.
Quando o espago no qual estivermos trabalhando admitir uma particdo na-
tural das componentes dos seus vetores, mais precisamente, quando o espaco
tiver dimensdo k X ¢, usaremos a notagao ei?j’“ para nos referirmos ao vetor

em que todas as componentes sdo nulas, excetuando-se a (k X i + j)-ésima

componente que vale 1.

3.1.1 Resultados basicos sobre o politopo Q

Nesta secdo, serdo estudados alguns resultados bésicos sobre o politopo
Q, como a dimensdo e a forca das desigualdades presentes na formulacdo
(P2), ou seja, procuraremos, sempre que possivel, caracterizar quais dentre
estas desigualdades sdo definidoras de facetas para o referido politopo. Serd

assumido de agora em diante que d, < B para todou e v em V.
Teorema 3.1 Paran > 2, a dimensdo do politopo Q € cheia.

N 2 ~
Prova: Os seguintes vetores de B* Tntmnt+2mn pertencem a Q e sio clara-

mente afim independentes:

o vetor nulo;

2 .
e os vetores (e, e, 0™, 0%™") para todo u e 5 em V/;

2 .
os vetores (0™, e, 0™" (0%™") para todo i € V;
2 .
e os vetores (0™, 0", e 0*"") para todo u, v € 4 em V, com u < v;

UV ?
2 .
e os vetores (0™, 0", 0™", e2™™) para todo u, v e 4 em V, com u # v.
Portanto, Q contém n? + n + mn + 2mn vetores afim independentes e o

resultado estd provado.

O
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Como o politopo Q C B tntmnt2mn hogeui dimensdo cheia para n > 2,
entdo cada faceta de Q é definida de forma tinica, a menos de uma multi-
plicacdo por um escalar positivo.

Até o final desse texto, empregaremos a técnica de verificacio da maxima-
lidade na prova das desigualdades definidoras de facetas. Tal técnica consiste
em provar que a face F, definida por uma desigualdade v4lida para o politopo
Q, néo estd contida em qualquer outra face (mazimalidade) de Q. Abaixo,
segue uma breve explicagdo sobre o uso desta técnica de demonstracio.

Seja F = {z € Q: 7z = mp}. Assuma que yz < 7y é uma desigualdade
vélida qualquer para o politopo Q, tal que ¥ C {z € Q : yz = y}. Se
vz < 7 pode ser expresso como uma combinagio linear da desigualdade
nz < 7o multiplicada por um escalar positivo, ou seja, (7,7) = (o, am)
para algum o € Ry, entdo 7z < 1 é uma faceta para o politopo Q.

Feita esta explanagdo sobre a técnica de maximalidade, retornemos &
caracterizacdo da estrutura facial do politopo Q. A relevancia deste estudo
deve-se & inexisténcia de um trabalho semelhante na literatura, isto é, que
faga uma investigagdo poliedral do SRAP.

O nosso estudo sobre o politopo Q comega com as desigualdades da for-
mulagdo inteira (P2). Procuraremos caracterizar quais destas desigualdades
sdo definidoras de facetas para o politopo Q. Nas secdes seguintes, apresen-
taremos outras desigualdades vélidas e definidoras de facetas para Q.

Nas provas de facetas, adotaremos a seguinte convengio. Os agrupamen-

tos serfo caracterizados pelos conjuntos Vi,...,V,. Solugdes vidveis para a
. . Victy Vi

formulacdo (P2) serdo dadas por um vetor da forma DCUJI(’%%__,{,(:) = (z,y,p, 2)

em B dntmnt2mn o de j(@) € {1,...,n} para todo i = 1,...,q. Nesta

solugdo, o agrupamento V;; estd ativo e os vértices do conjunto Uj;, se este
ndo for vazio, sdo alocados a este agrupamento. No entanto, a formulacdo
(P2) pode deixar algumas varidveis dos vetores p e z livres para assumirem
os valores 0 ou 1, mesmo quando z e y estdo fixados. Assim, para que este
vetor fique bem definido, convencionaremos que X7 "7® = (g z) é
! ’ q U1,Us,..U; 'Y Py

dado por:
® 7,j; = 1, se e somente se u € Uj;
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e y; =1, se e somente se existe 7 € {1,...,q}, tal que j = j(4);
® Duw,ii) = 1, se e somente se u € U; e v € Uy;

® Zuw;j(i) = 1, se e somente se u € U; e v € U; para algum j pertencente

a{l,...,q}\ {i}.

Para simplificar a notacdo, a lista de agrupamentos ficard restrita aqueles
agrupamentos ativos. Além disso, os conjuntos U; serdo representados sim-
plesmente por um indice, quando este se referir ao tinico vértice de U;. Fi-
nalmente, se apenas um conjunto U; for nfo vazio, ele serd representado por
uma sequéncia de indices separados por virgulas; se todos os conjuntos U;
forem vazios, a lista de conjuntos serd omitida. Exemplos de uso da notacéo
que adotamos sdo dados abaixo:

e XV significa que todas as componentes do vetor sdo nulas, exceto a

componente y; que vale 1;
ViVi . . _ — —
hd x{r,s},u significa que Trj = Tsj = Tui = Yj = Yi = Prsj = Zuri = Zusi =

Zruj = Zsuj = 1 ,e todas as demais componentes do vetor sd3o nulas.

° f)Cva significa que Ty; = Ty; = Y; = Puyi = 1, e todas as demais compo-

nentes do vetor sdo nulas.

o XVi significa que z,; = y; = 1, e todas as demais componentes do vetor

sao nulas.

Em seguida, caracterizamos quais desigualdades da formulagio (P2) sdo

definidoras de facetas para o politopo Q.
Teorema 3.2 Sen > 2, entdo cada desigualdade
n
D <1, YueV, (2.18)

=1

define uma faceta para o politopo Q.
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Prova:

Assuma que JF seja a face expressa pela desigualdade (2.18) e que az +
By + ép + pz < 7o uma desigualdade que define uma face Fq g5, para o
politopo Q, tal que & C Fo 55, = {(2,9,p,2) € Q: azx+Py+dp+pz = m}.

Inicialmente, provaremos que a face F é prépria e, em seguida, deduzire-
mos os multiplos escalares positivos. Como o vetor XV est4d em F, F nfo é
uma face vazia. Pode-se observar, também, que o vetor nulo estd em Q\ &F.

Logo, a face F é prépria.

Apbs provarmos que a face F definida pela desigualdade (2.18) é prépria,
deduziremos, em seguida, os miltiplos escalares positivos para finalizarmos

a prova deste teorema. Considere os casos abaixo:

Caso 1) v € V; para algum s € V.

Neste caso, temos z,; = y; = 1. Logo, segue-se que XV € F. Com isso,

obtemos «a,; + f; = 7.
Caso 2) Considere que o agrupamento V;, com j # 4, esteja ativo e u € ;.

Neste caso, temos z,; = y; = y; = 1. Isto implica em Xoi e 7, Logo,
s + B + B; = mo. Como av,; + B; = mo, devido ao caso (1), pode-se concluir
que B; = 0.

Trocando-se os indices de 7 e j nos casos (1) e (2), é possivel concluirmos
que B; = 0 para todo j € V.

Caso 3) u € V; e v € V;, com (v, ) # (u,1).

Neste caso, temos z,; = z,; = y; = y; = 1. Segue-se que DCZI,V’ € T.
Portanto, auy; + ow; + Bi + f; = mo. Através dos casos (1)-(2) podemos
concluir que o; = 0.

Caso 4) u € V; er,v € V;, com r,v e j quaisquer e algum s € V.

Neste caso, temos Ty; = ZTrj = Tyj = Dro; = Y¥i = y; = 1. Isto implica

em DCZ;‘;’ € F. Logo, o + arj + awj + 0ry; + B + B = mo. Sabendo-se que

Qi + Bi = Mo, € que o = iy = B; = 0, obtemos &,,; = 0.

Caso 5) u € V;, r € Vyev ¢ V;, com r,v e j quaisquer e algum i € V.
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Seja V;, com [ # 1, o agrupamento ao qual o vértice v pertence, ou seja,
v € Vi. Neste caso, obtemos Ty, = Zpj = Tyt = 2ppj = ¥ = Y5 = Y = L.
Segue-se que DCXZ';K,"’W € F. Portanto, a; + otrj + oy + B + B + i+ porwj = To.
Sabendo-se que o; + f; = my, arj = ay = 0 e que f; = B = 0, através dos

casos (1), (2) e (3) , respectivamente, podemos concluir que pi; = 0.
Caso 6) u,v € V;, com u # v.

Neste caso, temos Z,; = T,; = Py = ¥; = 1. Logo, segue-se que f)C,‘[j,, eF.
Portanto, ow; 4+ owi + B; + Ouwi = mo. Sabemos que ay; + B = o € i = 0,

através dos casos (1) e (4), respectivamente. Logo, temos que c,; = 0.

Até o momento, temos os seguintes valores:

mo =0 e B; = 0 para todo j € V;

ar; = 0 para todo ,j € V, com (r, 7) # (u, i);

drs; = 0 para todo 7,5,j € V, com r < s;

Hrsj = 0 para todo 7,s,7 € V, com 7 # s.

Falta calcularmos os coeficientes de ay; e §;.

Caso 7) Assuma que os vértices u e v possam ser atribufdos a um agrupa-
mento ¢ qualquer, tal que tenhamos uma solugdo vidvel. Logo, temos que
i = o, devido aos casos (1), (2) e (6). Variando o valor de % no caso (1),

obtemos o,,; = Ty para todo i € V.

Assim, conclufmos a prova, uma vez que az + Sy + dp + pz < m, pode
ser escrita a partir da desigualdade (2.18) e dos miiltiplos escalares positivos

encontrados nos casos (1)-(7).

O
Teorema 3.3 Sen > 2, entdo cada desigualdade
Ty —¥: 20, YueV, VieV, (2.5)
define uma faceta para o politopo Q.
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Prova:

Seja F a face expressa pela desigualdade (2.5) e az + By + dp + pz < m
uma desigualdade que define uma face F(4p,6,) para o politopo Q, tal que
FC Fapom =1{(2,9,p,2) € Q: az + Py + 0p+ pz = mo}.

Note-se que F # 0, visto que o vetor nulo est4d em F. Pode-se observar,
ainda, que F # Q, uma vez que o vetor (0 e, 0™, 0>™") estd, em Q\ F para

todo j € V'\ {i}. Portanto, temos que F é uma face prépria.

Assuma agora os casos abaixo, para finalizarmos a prova do teorema.:
Caso 1) Como o vetor nulo est4 em F, segue que 7y = 0.
Caso 2) Considere que o agrupamento V;, com j # 1, esteja ativo.

Neste caso, temos y; = 1. Como XY € ¥, segue-se que f; = my = 0.
Caso 8) r € V;, com (r,7) # (u,1).

Sabemos que @,; = y; = 1. Através do vetor de incidéncia Xy’ € F,

obtemos a,; + f; = my = 0. Como f; = 0, pode-se concluir que a,; = 0.
Caso 4) r,s € V;, com (r,8,7) # (u,v,%).

Neste caso, temos Z,; = Z,; = Pre; = y; = 1, ou seja, Xos € F. Logo,
Qi+ 0tgj + B+ 0pgy = mo = 0. Como oy = a5 = B = 0, pelos casos (2)-(3),
conclui-se que d,5; = 0.

Caso 5)r € Vies eV, coml#je(rs)#(u,v).
Neste caso, temos z,; = T4 = 25 = y; = y = 1. Isto implica que

ZJ;V’ € ¥F. Logo, apj + oy + B; + Bi + prs; = m = 0. Sabendo-se que

arj = ag = f; = f; = 0, através dos casos (2)-(3), obtemos p.s; = 0.

Até o momento, temos:

mo = 0 e B; = 0 para todo j € V, com j #4;

e o,; =0 para todo 7,j € V, com (r,7) # (u,%);

drs; = 0 para todo r, 5,5 € V, com (7,5, j) # (u,v,1) e r < s;

prsj = 0 para todo 1,5, € V, com (r,s,7) # (u,v,%) e 7 # s.
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Falta calcularmos os coeficientes de «; e §;.

Caso 6) u € V;.

Com isso, obtemos z,; = y; = 1. Segue-se que XY € F. Logo, a; + f; =

mo = 0, ou seja, ay; = —fF; = 6.

Portanto, a desigualdade ccx+By+0p+pz < mo éigual a 0 X (24 —1y; < 0)
através dos multiplos escalares positivos encontrados nos casos (1)-(6). Logo,
a prova estd concluida.

[
Teorema 3.4 Sen > 2, entdo cada desigualdade
Tui — Ti — Zuwi < 0, Yu,v eV, Yi eV, (2.13)
define uma faceta para o politopo Q.

Prova:

Seja F = {(z,9,p,2) € Q: Ty; — Ty; — Zuei = 0} uma face para o politopo
Q. Suponha que az + By + dp + pz < 7o seja uma desigualdade vilida e
que define uma face Fqp,4,) para o politopo Q, tal que F C Flaps
{(®,9,p,2) € Q: oz + By + dp + pz = m}.

Sabemos que o vetor nulo estd em F e, portanto, F # ). Por outro lado,

) =

o vetor X = (0™, 0%, 0", ¢2mn) est4, em Q\ F. Conseqiientemente, temos que

a face J é uma face prépria de Q.

Desta forma, poderemos concluir que (2.13) define uma faceta para o
politopo Q, se az + By + dp + pz < mp for miltiplo escalar ndo-negativo da
desigualdade (2.13).

Assuma agora os casos abaixo, para finalizarmos a prova:
Caso 1) Como o vetor nulo estd em F, segue-se que 7y = 0.

Caso 2) Considere que o agrupamento V;, com j € {1,...,n}, esteja ativo
e os demais agrupamentos inativos. Neste caso, teremos y; = 1. Como

XVi € F, segue-se que B; = my = 0.
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Caso 3) v € V;, com (r, ) # (u,3) e (1,5) # (v,1).

Nota-se que z,; = y; = 1, logo X7 € 7. Isto implica em orj + B = mo.

Através dos casos (1) e (2), podemos deduzir «,; = 0.

Caso 4) Para toda tripla (r,s,7) em V X V x V, o vetor X, com todas as
componentes nulas, excetuando-se a componente p,;, cujo valor é 1, estd em
F. Com isto, chega-se a d,;; = 0 para todas as arestas do grafo e todos os

agrupamentos.

Caso 5)

Analogamente, excetuando-se o caso onde (r,s,j) = (u,v,1), o vetor X
com todas as componentes nulas, excetuando-se a componente z,,;, cujo valor
¢ 1 estd em F. Isto implica que p,;; = 0 para toda aresta do grafo e todo

agrupamento, a exce¢do da aresta (u,v), quando o agrupamento for 7.

Até o momento, sabemos que :

mo =0 e ; = 0 para todo j € V, com j # 4

o; = 0 para todo r,j € V, com (r,7) # (u,4);

drs; = 0 para todo r,5,5 € V, com r < s;

trsj = 0 para todo r,s,5 € V, com (7,s,7) # (u,v,1) e 7 # s.

Falta calcularmos os coeficientes de o, Ot € fhyws-
Caso 6) u,v € V;.

Neste caso, temos z,; = Ty; = pui = ¥; = 1. Uma vez que .'JCX}',, € 7,
temos oy; + i + Bi + duw; = M. Pode-se concluir que ay; = —ay; = 0, visto

que my = B; = 0y = 0 , através dos casos (1), (2) e (4), respectivamente.
Caso T)ueViev ¢V,

Assuma que v € V; com j # i. Neste caso, temos @y, = Ty = 2y =
Zwij = Yi = y; = 1. Isto implica em f)C},/f{,V" € F. Logo, ay; + ay; + B + B; +

Puvi + Pwuj = To. Segue-se que Qy; = —fuyi = 0, pois ay; = fi = B = lhyuj =

my = 0, devido aos casos (1), (2), (3) e (5), respectivamente.
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Logo, a desigualdade ax+By+0p+pz < mp éigual a 0 X (Ty; — Ty — 2uvs <
0), através dos mdultiplos escalares positivos encontrados nos casos (1)-(7).
Assim, a prova estd concluida.

O

Considere a desigualdade (2.10) e a face F definida por ela no politopo
Q, ou seja, F = {(2,9,0,2) € Q : Tyi + Tv; — Pui = 1}. B fAcil observar
que todos os pontos sobre a face F satisfazem 7; = 1 e, portanto, F ndo
define uma faceta para o politopo Q. No entanto, é possivel realizarmos
uma, operacao de lifting e estabelecermos condigbes para que a desigualdade
Tyi + Tyi — Pupi < 1 defina uma faceta para o politopo Q. Isto é feito da
seguinte forma.

Seja A € Ry, tal que a desigualdade A(1 — 4;) + Zys + Toi — Puvs < 1 6
véilida para Q. O objetivo é encontrar o maior valor possivel para A (veja
[59] para detalhes sobre lifting). Quando y; = 1, a desigualdade A(1 —
Yi) + Tui + Tyi — Puwi < 1 reduz-se ao caso original e, assim, é trivialmente
vélida para o politopo Q. Assuma, entdo, que y; = 0. Neste caso, obtemos
Tui = Tyi = Puyi = 0 €, conseqiientemente, o maior valor de A, tal que y; = 0,

deve ser igual a 1. Com isto, obtemos a seguinte desigualdade:

Lo + Tyi — Puvi — Ys S 0. (31)

A face definida no politopo Q pela desigualdade (3.1) contém todos os
pontos de F e pelo menos mais um ponto afim independente, dado pelo
vetor nulo. Abaixo provamos que, de fato, esta face de dimensdo maior é
uma faceta do politopo Q. Isto significa que as retrigdes (2.10) podem ser

removidas da formulagio (P2) e substituidas pelas restrigdes (3.1).

Teorema 3.5 Para n > 2, a desigualdade

$ui+$vi—puvi_yi<07 V’LL,’UEV;’LL<’U, V?'e‘/y

define uma faceta para o politopo Q.

Prova:
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Seja F uma face expressa pela desigualdade (3.1) e az+ By +dp+pz < m
uma desigualdade que define uma face F(o 4, para o politopo Q, tal que
FC Flapom =1{(z,9,p,2) € Q: az+ Py + dp+ pz = m}.

Os argumentos que antecedem o enunciado deste teorema mostram que a
desigualdade (3.1) é vélida. Assim, devemos provar inicialmente que a face
T é uma face prépria. Isto pode ser feito facilmente, observando que o vetor

nulo estd em F e que o vetor (0, 0%, ™ (02™) ests em Q \ 7.

Para finalizarmos a prova do teorema, considere os casos abaixo:
Caso 1) Como o vetor nulo estd em F, segue-se que 7y = 0.

Caso 2) Assuma que o agrupamento V;, com j # 4, esteja ativo.

Neste caso, teremos y; = 1. Como X% € F, segue-se que 3; = my = 0.
Caso 8) r € V;, com (r,7) # (u,1%).

Sabemos que z,; = y; = 1, logo XY’ € F. Isto implica em ar; + B = 0.
Como g; = 0, devido ao caso (2), e mp = 0, devido ao caso (1), pode-se
concluir que oy; = 0.

Caso 4) 1,5 € V;, com (r,8,5) # (u,v,1%).

Neste caso, temos z,; = z,; = p,s; = y; = 1, ou seja, DCX"S € ¥. Logo,

Qrj + 055 + B + 0psj = M. Como oy = oy = B = mo = 0, pelos casos (1),

(2) e (3), segue-se que 4,5 = 0.

Caso 5)
Para toda tripla (r,s,j) em V x V X V, o vetor X = (0, 0", , ™", ¢2mn)

TS]

estd em F. Portanto, (7, 8,0, u)X = m e, assim, conclufmos que p,s; = 0.

Até o momento, temos:

mo =0 e B; = 0 para todo j € V, com j # 4;

o «,; =0 para todo r,j € V, com (7, j) # (u,%);

drs; = 0 para todo r,s,j € V, com (r, s, 7) # (u,v,1) e r < s;

prsj = 0 para todo 7,s,5 € V, com (r,s,7) # (u,v,7) e 7 # s.
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Falta calcularmos os coeficientes de o;, s, Oyui € Bi-

Caso 6) u € V;.

J4 que XY € F, tem-se que oy; + B; = m. Sabendo-se que mp = 0, a
partir do caso (1), obtemos ay; = —f; = 0. Note que 0o mesmo argumento
pode ser usado ao substituirmos o vértice u pelo vértice v e, assim, temos

que a,; = 0.
Caso 7) u,v € V;.

Como CXJ}[v € F, segue-se que u; + Qi + Oyvi + i = M. Sabendo-se que

ow; = —P;, devido ao caso (6), e que my = 0, devido ao caso (1), temos que
Oy = —Oywi = 0.
Assim, concluimos que oy; = 0y = —f; = —0puy; = 0.

Apébs deduzirmos os miltiplos escalares positivos nos casos (1)-(7), temos
que a desigualdade az+pBy+0p+pz < mp éigual a 0 X (Ty;+Ty; — Puvi—yi < 0).
Com isto finalizamos a prova.

(Il

3.2 QOutras desigualdades validas para Q

Nesta secdo, descreveremos algumas desigualdades vélidas que encontra-
mos para o politopo Q no decorrer dos nossos experimentos computacionais.
Estas desigualdades surgiram como resultado dos estudos que fizemos para
obtencdo de planos-de-corte que eliminassem solucoes fraciondrias timas das
relaxagoes lineares do politopo Q usadas em nossos experimentos. Sempre
que possivel, procuramos caracterizar as desigualdades, de modo a inclui-las
como membros de classes mais gerais de desigualdades lineares.

Para fins de apresentacdo, consideramos a solucdo fraciondria X* =
(z*,9*,p*%, 2*), descrita abaixo e foi encontrada para uma insténcia geométrica

comn =15, m=41e B = 155Mbs:

® Tiy =Ty = Y3 = Yiy = 5 para todo u € V;
® z,;, =y; =0 para todo u € V e para todo i € V' \ {2,14};
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® p,.,; = 0 para todo u,v € V, com u < v, e para todo i € V;

e 2., =0 para todo u,v € V, com u # v, e para todo i € V.
Assumindo que os vértices u, v e 7 formem um tridngulo no grafo G, a

primeira desigualdade proposta para cortar X* é dada por

Loi + Ly + Tri = Puvi — Duri — Prui - Ui S 0. (32)

A desigualdade (3.2) serd chamada de desigualdade clique triangular.
Deve ser notado que o lado esquerdo desta desigualdade, quando calculado
para o vetor X*, é igual a 1 e, portanto, ela é violada por X*. A seguir,

daremos a prova de validade da desigualdade (3.2).

Lema 3.1 Para n > 3, caso os vértices u, v e v formam wm tridngulo no

grafo G, a desigualdade (3.2) é vdlida para o politopo Q.

Prova:

Inicialmente, daremos os argumentos que provam a validade de (3.2).
Para tanto, note que se y; = 0, entdo os trés termos em z do lado esquerdo
da desigualdade sao nulos e, portanto, ela é trivialmente satisfeita. J4 quando
y; = 1, é facil ver que o lado esquerdo da desigualdade é maximizado, se uma,
ou duas varidveis z assumem o valor 1. Mas nestes casos, respectivamente, ne-
nhuma ou apenas uma varidvel p serd obrigada a assumir o valor 1, também.
Assim, em ambos os casos, o valor do lado esquerdo da desigualdade ser,
nulo. Logo, a desigualdade (3.2) é vélida.

O

O teorema, a seguir, fornece uma condigdo necessdria para que a desi-

gualdade (3.2) defina uma faceta para o politopo Q.

Teorema 3.6 Para n > 3, caso os vértices u, v e r formam um tridngulo

no grafo G, a desigualdade (8.2) define uma faceta para o politopo Q.

Prova:
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Seja F = {(2,7,p,2) € Q: Tui + Tui + Tpi — Puvi — Puri — Proi — Y = 0}
uma face para o politopo Q. Suponha que exista uma desigualdade oz -+
By +dp+ pz < m valida para Q, tal que cada ponto (z,y,p, 2) € Q satisfaca
(o, B, 6, ) (w, 9y, p, 2) = ™o, o seja, a face Fy 5, definida por az + By +
dp + pz < my estd contida em F.

Sabemos pelo Lema 3.1 que a desigualdade (3.2) é vdlida. Assim, nosso
préximo passo é mostrar que a face F é uma face prépria. Para ver que Q\ F
nfio ¢ vazio, note que, para todo j € {1,...,n}, o vetor (0™, e, 0mn, 0%mn)
estd neste conjunto. Por outro lado, como o vetor nulo estd em F, temos que

F é uma face prépria de Q.

Os casos abaixo concluem a prova.

Caso 1) Como o vetor nulo estd em F, segue-se que my = 0.
Caso 2) Assuma que o agrupamento V;, com j # 1, esteja ativo.

Neste caso, teremos y; = 1. Como X% € F, segue-se que 3; = my = 0.
Caso 8) k € V;, com (k, j) # (u,1).

Sabemos que zx; = y; = 1, logo .’)C;f € F. Isto implica em og; + B; = .

Desde que ; = 0, devido aos casos (1) e (2), pode-se concluir que ay; = 0.
Caso 4) k,l € V;, com (k,1,7) & {(u,v,1), (u,7,1), (v,7,%)}.

Neste caso, temos zx; = z;; = pri; = y; = 1, ou seja, DC,‘G?, € F. Logo,
ag; + au; + Bj + 0pi; = mo. Como oy = ay; = fj = mp = 0, pelos casos (1),

(2) e (3), segue-se que d;; = 0.

Caso 5) Para toda tripla (k,l,j) em V x V x V, o vetor (0™, 0", 0™ ™)

estd em JF e, assim, concluimos que py; = 0.
Até o momento, j4 conseguimos encontrar os seguintes coeficientes:
e 1y =0e B; =0 para todo j € V, com j # 1;
e o;; = 0 para todo k,j € V, com (k, j) # (u,1);

e J; = 0 para todo k,1,j € V, com (k,l,j) # (u,v,%), (k,,5) # (u,7,1),
(k,1,3) # (v,myi) e T < s
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® ;= 0 paratodo k,1,j € V, com (k, 1, 7) # (u,v,1), (k,1,7) # (u,7,%),
(k7l7-7) 7é (7}7T1i) er 7& 8.

Falta calcularmos os coeficientes de u;, 0ty Oy Ouviy Ouriy Ouri € Bi-

Caso 6) u € V;.

Uma vez que XV € F, tem-se que a; + B; = mo. Sabendo-se que 1y = 0,
a partir do caso (1), obtemos a,; = —8; = . O mesmo argumento pode ser
repetido para os vértices v e r, substituindo o vértice u. Logo, temos que

Qi = Oty = 0.
Caso 7) u,v € V.

Como X}, € F, segue-se que ay; + Qi + 8ypi + B = m. Sabendo-se que
o = —fs, devido ao caso (6), e que my = 0, devido ao caso (1), temos que

Oy = _5u'ui = 0.

O mesmo principio pode ser aplicado aos vetores de incidéncia DCX:'T eF
e T)CX’;, € JF. Assim, podemos concluir que au; = 0y = Qi = —fB; = —0ypi =

—0uri = —0urs = 0.

Apés deduzirmos os miltiplos escalares positivos nos casos (1)-(7), temos
que a designaldade ax + By + dp + pz < mg é igual a 0 X (Zy; + Ty + Ty —
Puvi — Puri — Pori — Yi < 0). Com isto, conseguimos finalizar a prova.

([l

A desigualdade cligue triangular pode ser generalizada da seguinte forma.
Seja § = (V(S), E(S)) um subgrafo completo de G. Dado i € {1,...,|V]},

considere a notagdo abaixo:

:BZ(S) = Z Tuiy
ueV(S)

pi(S) = D Pui.
u,vEZ(S)

Lema 3.2 Seja S = (V(S), E(S)) um subgrafo completo de G = (V, E)
ei € {1,...,[V[}. Se|V(S)| > 2, ainteiro el < a < [V(S)] =2, a
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desigualdade clique triangular generalizada,

a(a+1)

az;(S) — pi(S) — 5

1 <0 (3.3)
¢ vdlida para o politopo Q.

Prova: A validade da desigualdade é trivialmente verificada quando y; = 0.
Portanto, suponha que y; = 1. Seja U; o conjunto de vértices que sdo alocados
ao agrupamento V; numa solucdo vidvel qualquer. Seja |[V(S)NU;| =s. O
lado esquerdo da desigualdade torna-se as — s(s — 1)/2.

Se a desigualdade (3.3) é vélida, entfo as — s(s —1)/2 — a(a+1)/2 deve
ser menor ou igual a zero, ou ainda, —3[s®— (2a+1)s+a(a+1)] < 0. Ocorre
que este polindmio em s tem como raizes o e a+ 1, portanto, inteiras. Assim,
para qualquer valor inteiro s, o polindmio tem valor positivo, ou seja, o lado
esquerdo da desigualdade é negativo. Logo, a desigualdade é vélida.

O

As duas préximas desigualdades também cortam a solugio fraciondria X*,
dada no inicio desta secdo. Para uma aresta (u,v) do grafo G, dado como

instancia do SRAP, estas desigualdades tomam a forma abaixo:

Tui + Luj — 2uvj — Puvj — Yi < ]-) (34)

IA
—

Tos + Tuj + Ty — Zuwj — Duvi (35)

Lema 3.3 Sen > 2,4 € {1,...,|V|} e (u,v) é uma aresta de G, entio a

desigualdade (3.4) ¢ vdlida para o politopo Q.

Prova:

Assuma que o vértice u pertence ao agrupamento i. Caso o vértice v
pertenga ao agrupamento i, teremos p,,,; igual a 1. Logo, a desigualdade
(3.4) mantém-se vélida. Por outro lado, se o vértice v niio pertence ao agru-
pamento %, temos que o lado direito da desigualdade (3.4) serd igual a 1.

Conseqiientemente, a desigualdade continua valida.

47



Assuma, agora, que o vértice u nfo pertence ao agrupamento 7. Logo,
temos pyy; igual a 0. Entretanto, surge uma questdo: o vértice u pertence
ou ndo ao agrupamento j7 Caso ele pertenga, temos que o lado esquerdo
serd, no méaximo, igual a 1. Por outro lado, se o vértice v ndo pertence ao
agrupamento j, temos que o lado esquerdo da desigualdade (3.4) serd, no
méaximo, igual a 1, devido & varidvel z,;.

O

Em seguida, enunciamos a prova de validade para a desigualdade (3.5).

Lema 3.4 Sen > 2,1 € {1,...,|V|} e (u,v) € uma aresta de G, entdo a

desigualdade (3.5) é vdlida para o politopo Q.

Prova:

Note que a soma dos dois primeiros termos do lado esquerdo da desi-
gualdade é sempre menor ou igual a 1. Assim, se a desigualdade for violada
por alguma solugdo vidvel, os trés termos em z deverdo satisfazer z,, = 1 e
Tui +Ty; = 1. Duas situacdes s@o possiveis. Se z,; = 1, a desigualdade é veri-
ficada, pois terfamos que py,; = 1. Por outro lado, se z,; = 1, a desigualdade
¢ verificada, pois terfamos que z,,; = 1.

O

O teorema enunciado, a seguir, estabelece uma condi¢io necesséria para

que a desigualdade (3.5) defina uma faceta para o politopo Q.

Teorema 3.7 Paran > 2, sei € {1,...,|V|} e (u,v) € uma aresta de G,

entdo a desigualdade (8.5) define uma faceta para o politopo Q.

Prova:

Seja F = {(z,4,p,2) € Q : Ty + Ty + Tyi — Zuyj — Puvi = 1} uma
face para o politopo Q. Suponha que exista uma desigualdade az + By +
0p + pz < my vélida para Q, tal que cada ponto (z,y,p,2) € Q satisfaca
(8,6, 1) (,y,p,2) = mo, ou seja, a face F(yp4,), definida por az + By +
dp + pz < my, estd contida em .
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Sabemos pelo Lema 3.4 que a desigualdade (3.5) é vélida. Assim, nosso

préximo passo é mostrar que a face F é uma, face prépria. Note que o vetor

nulo pertence a Q\ F, e que o vetor (e7;,e?,0™,0%™) est4d em F. Deste

modo, F é uma desigualdade prépria de Q.

Os casos enumerados abaixo concluem a demonstracao desta prova.
Caso 1) w € V;, com j # 1.

Neste caso, temos z,; e y; = 1. Como Xy € F, segue-se aw; + f; = M.
Caso 2) Considere que o agrupamento Vj esteja ativo, com k # j.

Neste caso, temos y; = 1. Como X" € F, temos que oy + B; + B = m.

Sabemos que oy,;+ f; = T, devido ao caso (1). Logo, conclufmos que B = 0.
Caso 8) u €V;, com % # j.

Sabemos que z,; = y; = 1. Através do vetor de incidéncia XY € F,
obtemos a,; + f; = mp. Como f; = 0, devido ao caso (2), pode-se concluir

que Q; = M.

Caso 4) u € V;, com i # j. Considere, ainda, que o agrupamento V; esteja

ativo.

Neste caso, temos z,; = y; = y; = 1. Conseqiientemente, XY e 7.
Assim, obtemos au; + f; + B; = m. Pelo caso (2), conclui-se que §; = 0.

Através do caso (1), conclui-se ainda que oy,; = m,.
Caso 5) v € V;, com 4 # j.

Sabemos que z,; = y; = 1. Através do vetor de incidéncia X} € &,
obtemos a,; + fB; = mg. Como f; = 0, devido ao caso (2), pode-se concluir
que o; = 7.

Caso 6) u,v € V;, com 1 # j.

Neste caso, temos Tu; = Zy; = Pui = 4 = 1. Isto implica que XV}, € &.
Logo, obtemos ou; + aui + Ouws + B = mo. Sabendo-se que oy = oy = o,
devido aos casos (4) e (5), e que f; = 0, devido ao caso (2), conclui-se que

Ouvi = —p.
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Caso 7) veV,ev eV,

. Vi,V;
Neste caso, temos Ty; = Ty = 2uwy; = Yi = Y; = 1, ou seja, Xop ' € F.

Logo, o + i + fhuwj + Bi + B; = mp. Como vy = oy = o, devido aos casos

(4) e (5), e B; = 0, devido ao caso (2), conclui-se que yy; = —p.

Caso 8) Considere toda tripla (r,s,k) em V X V x V, e u € V;, com
(r,8,k) # (u,v,7). O vetor X, com todas as componentes nulas, excetuando-
se as componentes Dpsk, Tyi € Y;, Cujos valores sdo iguais a 1, estd em F. Com
isto, temos cu; + B; + Orsx = mo. Pelos casos (2) e (3), sabemos que §; = 0
e ay; = 1, respectivamente. Logo, temos d,;; = 0 para todas as arestas do

grafo e todos os agrupamentos.

Caso 9) Analogamente, considere toda tripla (r,s,k) em V XV x V, e
u € V;, com (r,8,k) # (u,v,7). Isto implica que o vetor X, com todas as
componentes nulas, excetuando-se as componentes 2, Z,; € ¥;, cujos valores
sdo iguais a 1, estd em J. Assim, temos o + pirsk + 85 = mo. Através do caso
(4), conclui-se que p,s; = 0 para toda aresta do grafo e todo agrupamento, &
excegdo da aresta (u,v) quando o agrupamento for s.
O
Assim, concluimos a prova uma vez que ax + By + 6p + pz < m pode
ser escrita a partir da desigualdade (3.5) e dos miiltiplos escalares positivos

encontrados nos casos (1)-(9).

3.3 Resultados computacionais

Nesta secao, apresentamos os resultados computacionais obtidos com o
procedimento branch-and-bound, baseado na formulagio (P2) e em algumas
estratégias constituidas por esta formulagdo, adicionadas de algumas desi-
gualdades discutidas nas se¢oes anteriores. O enfoque desta secio é a melho-
ria da formulagéo (P2).

As instancias utilizadas sdo as mesmas descritas no capitulo anterior. To-
dos os experimentos foram realizados em um computador com processador
AMD K6 450MHz e com 2566Mbytes de memdria RAM. Para a execugio do pro-

cedimento branch-and-bound, utilizou-se o resolvedor linear inteiro do pacote
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de otimizagio XPRESS 12.05 (vide [14]).

3.3.1 Estratégias

A escolha de uma formulacio inteira que proporcionasse bons limitantes
inferiores foi uma das primeiras preocupagdes que tivemos na resolucdo, de
forma exata, do problema de atribuicdo de localidade a anéis. No Capitulo
2 foram apresentadas duas formulagbes inteiras para o SRAP. A formulacio
(P2), que propusemos, foi a que apresentou um melhor desempenho compu-
tacional, segundo alguns critérios.

Nesta se¢do, procuramos verificar se com a inclusdo das desigualdades
propostas, que sdo supostamente mais fortes, a formulagio (P2) nos trard
alguma melhoria no desempenho computacional desta formulac#o.

Como visto anteriormente, foram definidas algumas familias de facetas
para o politopo Q, associado ao SRAP. Em seguida, apresentamos algumas
estratégias, para definir qual daquelas desigualdades podem ser adicionadas

a formulacdo (P2).

Estratégia F1: o modelo ¢ formado por todas as desigualdades (8.1) mais

as desigualdades da formulacio (P2).

Estratégia F2: o modelo é formado por todas as desigualdades (8.2) mais

as desigualdades da formulacio (P2).

As Tabelas 3.1 e 3.2 mostram os resultados obtidos com o emprego das
estratégias F'1 e F'2, respectivamente. A primeira coluna indica a instancia
testada; a segunda, o étimo inteiro; a terceira coluna indica o ndmero de
néds abertos na 4rvore branch-and-bound, a quarta, o limitante inferior obtido
e, por ultimo, a quinta coluna indica o tempo computacional, expresso em
segundos, gasto na resolucio da instancia.

Nenhuma das estratégias conseguiu melhorar o valor da relaxacdo linear
em relacdo & formulagdo (P2) original. Assim, como este seria um critério na-
tural para avaliar a qualidade das facetas, nossa avaliacio serd fundamentada
em outros critérios, por exemplo, o desempenho computacional.

Claramente, observa-se através destes experimentos que a estratégia F1 ¢
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bem mais eficiente do que a estratégia F'2. Por exemplo, o tempo obtido para,
a instancia g1_15_9 foi quase cinco vezes menor do que o tempo que tinhamos
antes. O mesmo desempenho pode ser visto para todas as instancias testadas,
a excegdo da insténcia gh 25_2, onde o tempo computacional aumentou.
Um outro comentdrio pode ser feito com relacio aos experimentos com-
putacionais realizados nesta se¢do. Ao removermos as desigualdades (2.10)
da estratégia F'1, visto que estas sdo dominadas pelas desigualdades (3.1), o
resolvedor linear inteiro teve um comportamento inesperado: consumiu um
maior tempo computacional. Por exemplo, para a instdncia g1 _15_9, o tempo
computacional obtido com a estratégia F1 foi de 381 segundos, enquanto que
a versdo da estratégia F1, sem as desigualdades (2.10), obteve um tempo

computacional de 614 segundos.

Estratégia F1

*

Nome z # Nds z Tmp
gl 151 3 2935 3 585
gl 154 3 2078 3 397
gl159 3 6080 3 381
ghl51 3 4025 3 517
gh 152 3 2292 3 465
gh 159 3 4019 3 479
gh 252 3 3170 3 1731
rl_151 3 988 3 97
rl 258 3 1274 3 510
rh_15_1 3 1645 3 192
th_ 155 3 4156 3 424

Tabela 3.1: Desempenho do procedimento branch-and-bound para instancias
geométricas e aleatdrias da classe C1, segundo a estratégia F1.

Apesar desta melhoria, ainda que aparente, na aplicacio das desigualda-
des (3.1), podemos enumerar duas dificuldades que ainda permanecem com
a resolucdo de forma exata do SRAP. A primeira refere-se ao valor obtido
na relaxagdo linear no primeiro né da érvore branch-and-bound, o qual, como
dito anteriormente, ainda continua sendo igual a 1, qualquer que seja a es-
tratégia utilizada. Estes limitantes duais fracos, obtidos pelas relaxacdes
lineares, resultam em uma segunda dificuldade, que é o aumento do ndmero

de nés explorados pelo procedimento branch-and-bound.
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Estratégia F2

Nome z* # Nds z Tmp
gl15.1 3 3116 3 2021
gll154 3 1904 3 2100
gl 159 3 9510 3 3759
gh 151 3 1806 3 1140
gh_152 3 6528 3 3860
ghl59 3 4253 3 5007
gh 252 3 5830 3 13802
rl_15_1 3 5500 3 1752
rl 258 3 1281 3 1966
rth_15_1 3 3705 3 1995
th 155 3 1841 3 1385

Tabela 3.2: Desempenho do procedimento branch-and-bound para instancias
geométricas e aleatdrias da classe C1, segundo a estratégia F2.

Os experimentos realizados com algumas instancias do Capitulo 2, e re-
produzidos na Tabela 3.3, ilustram as dificuldades encontradas ao tentar-
mos resolver instincias de médio porte com a estratégia F1. A excecdo da
instancia rh_26_2, que foi resolvida a otimalidade dentro do limite de tempo
computacional estabelecido, em todas as demais instincias, verificou-se a
exploracdo de um elevado nimero de nés na drvore de enumeracdo e a in-
terrupcao da execucdo do procedimento branch-and-bound pela limitacio de
tempo.

Na préxima se¢éo, apresentamos maneiras de reformular o problema de
atribuicdo de localidades a anéis, cujo intuito é superar as dificuldades ex-

postas acima.

3.4 Reduzindo a simetria das solucoes

Como apresentado anteriormente, o problema de atribuicao de localidades
a anéis pode ser modelado como um problema de programagcio linear inteira
0-1. Entretanto, existe uma dificuldade inerente & formulacio do SRAP: a
simetria entre as solugoes.

A simetria no problema de atribuigéo de localidades a anéis ocorre, porque

um mesmo conjunto de agrupamentos vidveis pode ter vérias representacdes
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Formulagéo (P2) Estratégia F1
Nome # Nds z # Nds =z
gl 251 13500 2 13200 2
gl 253 13500 2 11600 2
gl 25 4 9400 2 14900 2
gl 258 16100 2 13000 2
gh 257 4300 2 22100 2
rl 254 9200 2 14000 2
rl 255 9100 2 20000 2
1 256 8200 2 11600 2
rl 259 23100 2 16200 2
rl 2510 7600 2 14700 2
rh 252 15600 2 4050 3

Tabela 3.3: Desempenho do procedimento branch-and-bound para instancias
da classe C1, segundo a estratégia F1.

no modelo matemdtico. Estudos realizados sobre simetria entre as solugoes
para outros problemas combinatérios foram feitos por Holm e Sorensen [29]
e, Sherali e Smith [66].

As Figuras 3.1 e 3.2 mostra um exemplo da simetria entre solucdes para
um grafo com n = 25 e B = 155Mbs. Nas duas figuras, temos que o niimero
minimo de anéis € igual a 3, porém a atribuicio das localidades aos anéis é
diferente.

Na verdade, observamos que, mesmo para instincias pequenas, essa difi-
culdade j4 é refletida na resolugéio do problema de programacao linear inteira
0-1. Isso faz com que o processo de enumeracio no procedimento branch-and-
bound consuma muito tempo, pois existe a necessidade de enumerar muitos
nds na drvore branch-and-bound. Além disso, esta simetria d4 origem a uma
diferenga percentual muito grande entre o valor da relaxacao linear e o étimo

inteiro.

3.4.1 Desigualdades lineares

Diante das dificuldades expostas anteriormente, dedicamo-nos ao estudo
de como poderfamos quebrar a simetria das solucdes do problema de atri-
buigao de localidades a anéis, através da inclusdo de desigualdades lineares

a formulacdo (P2).
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D localidade
O DCS

® ADM

O anel local

~_-  anel federal

Figura 3.1: Solu¢éo S1 obtida para uma instancia com n = 15 e B = 155Mbs.

|:| localidade

DCS

®)

® ADM

O anel local

o anel federal

Figura 3.2: Solugdo simétrica & solugdo S1.
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Idealmente, o novo modelo deverd ser capaz de reduzir a diferenca entre o
valor da relaxacao linear e o 6timo inteiro, e a quantidade de nés enumerados
na arvore branch-and-bound. As desigualdades que experimentamos para

atingir estes fins sdo descritas a seguir.

Desigualdade 1: estabelece uma relagio de hierarquia entre os agrupamen-
tos, impondo que agrupamentos de menor indice devem ser usados com uma

prioridade maior que os agrupamentos de maior indice.

yi— i1 <0, §=2...,m. (3.6)

Desigualdade 2: estabelece um outro tipo de hierarquia entre os agrupa-
mentos, impondo que para os agrupamentos de menor indice ndo devem ser

alocados menos vértices do que aqueles de maior indice.

n n
D Tui— Y Ty <0, i=2,...,n. (3.7)
u=1 u=1

Em seguida, apresentamos alguns resultados computacionais obtidos com
o emprego destas desigualdades, na resolugdo do problema de atribuiciio de

localidades a anéis.

3.4.2 Resultados computacionais

Os resultados que obtivemos até o momento sdo para instancias conside-
radas pequenas (n = 15 ou n = 25), e com o emprego das desigualdades (3.1)
adicionadas & formulagio (P2).

Nesta subsegdo, definiremos algumas estratégias, com o intuito de verifi-
carmos o quanto as desigualdades apresentadas na secdo 3.4.1 sdo eficientes
na resolucdo de instancias do problema de atribuicio de localidades a anéis.

As estratégias sdo:

Estratégia S1: geramos todas as desigualdades (3.6) e as adicionamos d

formulagdo (P2).
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Estratégia S2: geramos todas as desigualdades (3.7) e as adicionamos &

formulagio (P2).

Os critérios empregados desta vez, para determinarmos a escolha da me-
lhor estratégia, foram o valor obtido no primeiro né da arvore branch-and-

bound, o ntimero de nds abertos e o tempo computacional envolvido.

Experimentos

As Tabelas 3.4 e 3.5 apresentam, respectivamente, um quadro comparativo
entre as estratégias S1 e S2. Cada tabela estd dividida em duas partes. A
primeira parte consiste nos resultados obtidos com a formulagio (P2). Isso
corresponde a segunda e terceira colunas. Na segunda coluna, indicamos
o niumero de planos-de-cortes do pacote de otimizagdo XPRESS que foram
adicionados & relaxacdo linear. A terceira coluna indica o valor obtido na
relaxacdo linear.

A segunda parte, daquelas tabelas, consiste na apresentagdo dos resulta-
dos obtidos com a formula¢do (P2), acrescida de todas as desigualdades de-
finidas em cada estratégia. Isso corresponde & quarta, quinta, sexta, sétima
e oitava colunas. O significado da quarta e quinta colunas é o mesmo da
segunda e terceira colunas, respectivamente. A sexta coluna indica o niimero
de noés abertos, a sétima coluna, o limitante obtido, e a oitava coluna, indica
o tempo computacional gasto.

Como se pode ver, os resultados obtidos com o emprego de desigualdades
lineares, para reduzir a simetria das solugdes, melhoraram sensivelmente com
relacao aos resultados apresentados no Capitulo 2 e na se¢do anterior.

Um exemplo desta melhoria pode ser verificada quando observarmos a
Estratégia S1. Para a instancia gl_15_1, o tempo computacional é quase 10
vezes menor do que o obtido pela formulagdo (P2). Esta melhoria também
ocorre quando comparamos o resultado obtido pela Estratégia F1 para esta
instancia. Neste caso, o desempenho da Estratégia S1 foi quase 9 vezes
melhor do que o da Estratégia F1.

Além disso, a estratégia conseguiu melhorar, pela primeira vez, o valor

da relaxac@o linear no primeiro né da drvore branch-and-bound. Este ganho
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para as instancias gl_15_1, gh 15 9, r1 15 1 e rh_15_1, por exemplo, chega

algumas vezes a ultrapassar 50%.

Formulagdo (P2) Estratégia S1
Nome # Crts Z # Crts Z #Nds 2z Tmp
gl 15.1 7 1 18 1.60 1511 3 61
gl15.4 19 1 32 145 1470 3 44
gl 159 3 1 18 1.36 441 3 13
gh 151 2 1 126 1.30 1128 3 131
gh 152 3] 1 23 1.28 344 3 31
gh 159 2 1 17 2 888 3 51
gh 252 2 1 52 1.21 667 2 106
rl 151 9 1 61 1.86 1086 3 14
r1 258 2 1 32 1.25 3212 3 98
rh 151 10 1 6 2 345 3 28
th 155 2 1 42 1.44 548 3 46

Tabela 3.4: Redugio da simetria para instincias geométricas e aleatérias da,
classe C1, segundo a estratégia S1.

Formulagdo (P2) Estratégia S2
Nome # Crts Z #Crts Z # Nds z Tmp
gl 151 7 1 4 1 7359 3 300
gl15.4 19 1 4 1 898 3 20
gl15.9 3 1 8 1 2206 3 38
gh 151 2 1 15 1 2280 3 103
gh 152 15 1 30 1 1556 3 164
gh 159 2 1 14 1 3063 3 184
gh 252 2 1 13 1 3853 2 908
rl 151 9 1 16 1 4400 3 94
11 258 2 1 4 1 63993 3 11207
th 151 10 1 18 1 3080 3 277
th 155 2 1 3 1 2169 3 164

Tabela 3.5: Reducgfo da simetria para instdncias geométricas e aleatérias da
classe C1, segundo a estratégia S2.

Pode-se observar que com a estratégia S1 chega-se a resultados melhores
do que com a estratégia S2. A primeira vista, isto pode parecer surpreen-
dente pois, para solucges inteiras, a estratégia S2 é mais restritiva do que a
estratégia S1.

Considere que para uma dada instincia haja uma tnica solucdo 6tima e

que esta solucdo contenha cinco agrupamentos. Além disso, suponha que o
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niimero de vértices em cada agrupamento é distinto. A estratégia S1 ainda
teria pelo menos 120 vetores inteiros 6timos que representariam a mesma
solucdo fisica (obtidos através de permutagao dos indices referentes aos agru-
pamentos de 1 a 5). J4 com a estratégia S2, haveria apenas um tnico vetor
de incidéncia associado a esta solugio (o agrupamento com mais vértices se-
ria associado ao indice 1, o agrupamento com o segundo maior nimero de
vértices seria associado ao fndice 2 e assim por diante). Aparentemente, a
razao para isso se deve a maior capacidade do XPRESS de encontrar planos-
de-corte que melhoram o modelo referente 4 estratégia S1. Este fato pode ser
notado, comparando-se a quarta coluna das Tabelas 3.4 e 3.5. Esta razio,
provavelmente, explica também porque com a estratégia S1 foi possivel, pela
primeira vez, melhorar o valor da relaxago linear no primeiro né da 4rvore
branch-and-bound.

Devido ao seu melhor desempenho, empregamos a estratégia S1 também
na resolugdo de instincias do SRAP com n = 25. Todas essas instancias,
anteriormente, finham um tempo computacional igual a 18,000 segundos
(tempo maximo). A Tabela 3.6 apresenta esses resultados. Esta tabela estd
dividida em duas partes iguais. A primeira parte consiste nos resultados
obtidos com a formulagido (P2), enquanto que a segunda parte consiste nos
resultados obtidos com a Estratégia S1. A coluna # Crts indica o ndmero
de planos-de-cortes do pacote XPRESS que foram adicionados & relaxacdo
linear. A coluna Z indica o valor da relaxacio linear. A coluna # Nds indica o
niimero de nés abertos na drvore branch-and-bound. E, por ltimo, a coluna
z indica o limitante inferior obtido no tempo méximo.

Novamente, apenas para a instancia rh_25_2 foi possivel provar a otimali-
dade antes de 18,000 segundos. Note que para esta instincia exploramos
menos nés na arvore branch-and-bound, e isto pode ser um indicativo de
que a estratégia S1 seja melhor do que a estratégia F1. Além disso, nas
demais instancias, conseguimos melhorar o valor do limitante inferior z, os
valores agora sdo maiores do que 2. Se compararmos estes valores com os
valores obtidos com a estratégia F'1, podemos deduzir que tais instdncias ndo

possuem solugdes 6timas com apenas dois agrupamentos.
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Formulagio (P2) Estratégia S1

Nome #Crts Z # Nds =z # Crts Z # Nds z
gl 251 o 1 13500 2 62 1.31 10400 2.33
gl 253 2 1 13500 2 27 1.28 10600 2.23
gl 254 2 1 9400 2 70 1.32 10700 2.33
gl 258 2 1 16100 2 13 1.37 900 2.04
gh 257 2 1 4300 2 26 1.30 5000 2.03
rl .25 4 2 1 9200 2 25 1.28 22400 2.26
rl.25.5 15 1 9100 2 27 1.28 36200 2.32
rl_.25.6 2 1 8200 2 25 1.29 18200 2.37
r1 259 2 1 23100 2 8 1.29 32700 2.31
rl 2510 20 1 7600 2 40 1.44 12500 2.25
rh 252 2 1 15600 2 37 1.21 435 3

Tabela 3.6: Resultados computacionais com a Estratégia S1 em instancias
geométricas e aleatérias da classe C1, com n = 25.

3.5 Consideracgoes

Apesar do sucesso obtido na resolugdo de algumas instincias de pequeno e
meédio porte do problema de atribuigdo de localidades a anéis, com o emprego
das estratégias F'1 e S1, ainda nos deparamos com dois problemas: melhorar
o valor da relaxacdo linear e procurar diminuir o ntimero de nés na 4rvore de
enumeragdo. Estes fatores, quando solucionados, provavelmente resultardo
em um melhor desempenho computacional.

Essa dificuldade na resolucéo, de forma exata, das instancias do problema
de atribuicdo de localidade a anéis deve-se, ainda, & questdo da simetria das
solugdes. No capitulo 5, procuramos superar este obstdculo, através de uma,

reformulagido do SRAP e do uso da técnica de geragdo de colunas.
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Capitulo 4

Limitantes superiores

Em um algoritmo branch-and-bound, o célculo dos limitantes inferiores
e superiores é muito importante e merece uma atengdo especial. Para um
problema de minimizagio, o valor da fungfio objetivo, obtido a partir da
resolucdo do problema de problema de programagcao linear em cada nd, cor-
responde ao limitante inferior. J4 o limitante superior pode ser obtido através
de duas maneiras distintas: a primeira, na fase de inicializagdo do algoritmo
branch-and-bound; a segunda, durante a execucio deste, através do uso da
informacdo contida nas varidveis correspondentes & solugdo étima das re-
laxagdes lineares.

Neste capitulo, apresentaremos uma metaheuristica utilizada na fase de
inicializagdo de um algoritmo branch-and-bound para a obtencao de limitantes
superiores (iniciais) para o problema de atribuicdo de localidades a anéis.

Antes de iniciarmos a discussio sobre a metaheuristica que propomos, vale
ressaltar que o objetivo aqui é apenas o de fornecer um limitante primal inicial
para um algoritmo branch-and-bound. Portanto, ainda que isto seja factivel,
nio nos empenhamos em fazer testes exaustivos de ajustes de parimetros

com o intuito de superar as heuristicas existentes na literatura.

4.1 Trabalhos anteriores

Nesta se¢do, apresentaremos dois trabalhos propostos para a resolucdo,
de forma heuristica, do problema de atribuicio de localidades a anéis. O
primeiro trabalho faz uso de trés heuristicas gulosas, enquanto que o segundo

utiliza uma metaheurfstica busca tabu. Em seguida, apresentamos uma breve
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descri¢ao destes trabalhos.

4.1.1 Heuristicas gulosas

Uma heuristica é um algoritmo projetado para encontrar uma boa solugéo,
mas para a qual ndo se pode dar uma garantia da qualidade em relagédo
a solugdo 6tima. As heuristicas sdo empregadas para encontrar solugdes
razodveis para problemas pertencentes & classe NP-dificil.

Uma heuristica é tinica, ou seja, s6 pode ser aplicada aquele problema,
especifico para o qual ela foi projetada. Porém, qualquer heuristica possui
dois aspectos em comum: rapidez e alguma estratégia aplicada ao seu projeto.

Quando nos referimos a rapidez, se exige da heuristica que ela consiga
produzir uma solugdo “satisfatéria” em uma quantidade de tempo razodvel,
mesmo quando a entrada do problema aumenta exponencialmente.

Jé as estratégias se referem a possiveis maneiras de como podemos gerar
uma solugdo. Duas sdo as estratégias comumente utilizadas: estratégia gulosa
e busca local. As heuristicas que descreveremos nesta se¢io fazem uso da
estratégia gulosa.

A estratégia gulosa é uma das mais comuns, e talvez a mais importante
das estratégias utilizadas no projeto de heurfsticas. A solugio é construida
passo-a-passo, € em cada um desses passos um elemento é selecionado para
ser adicionado & solugdo.

Em Goldschmidt et al. [26], os autores propuseram trés heuristicas gulo-
sas para resolver o problema de atribui¢io de localidades a anéis: edge-based,
cut-based e node-based. Uma pequena descri¢cdo dessas heuristicas é apresen-

tada logo abaixo.

Edge-based e Cut-based

As heuristicas edge-based e cut-based, inicialmente, atribuem cada locali-
dade a um anel diferente; em seguida, a cada iteragdo, dois anéis distintos
sdo unidos, caso o anel resultante desta unido seja vidvel. Na heurfstica edge-
based, as arestas sdo ordenadas em ordem crescente de suas demandas, e a

escolha dos anéis para a unido é feita, tomando-se a aresta de maior peso,
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que ainda nao foi selecionada. Na heuristica cui-based, a escolha dos anéis é

feita, tomando-se o trafego méximo entre dois anéis quaisquer.

Node-based

J4 a heuristica node-based recebe um valor &, correspondente ao niimero
inicial de anéis. Estes anéis estdo vazios a priori. Em seguida, escolhe-se, de
forma aleatéria, uma localidade que serd atribuida a um anel vazio. Apés a
atribui¢ao destas localidades, comega-se a trabalhar com as localidades que
ainda ndo foram atribuidas a um anel. Neste caso, a cada iteragio escolhe-
se um anel 4 que possua a menor capacidade e, em seguida, escolhe-se uma

localidade u que apresente o maior trafégo com o anel 1.

4.1.2 Metaheuristicas

Uma metaheuristica consiste em varias heuristicas de cardter genérico que
se adaptam facilmente as estruturas de arquiteturas paralelas e sdo direcio-
nadas a uma otimizacao global de um problema, podendo conter diferentes
procedimentos heurfsticos de busca local em sua estrutura.

Nas tltimas décadas, surgiram vérios procedimentos, enquadrados como
metaheuristicas, empregados na resolucdo de problemas de otimizacio com-
binatéria. Dentre elas, destacam-se: algoritmos genéticos, busca tabu, simu-
lated annealing e, mais recentemente, A-Teams, ant colony, variable neigh-
borhood search e GRASP.

Em seguida, apresentamos uma pequena descri¢io de uma metaheuristica

busca tabu, empregada na resolu¢do do SRAP.

Busca tabu

Em Aringhieri e Dell’Amico (3], os autores propuseram uma busca tabu
para a resolucdo do problema de atribuigio de localidades a anéis. Para essa
metaheuristica, foram implementadas duas estratégias de vizinhanca.

A primeira vizinhanga, denotada pelos autores por N1, inicia a partir de
uma solugdo (vidvel ou invidvel) e move uma localidade de um anel para

outro anel, tal que o anel resultante seja vidvel.

63



J4 a segunda vizinhanga, denotada por N2, trabalha com uma solucio
obtida a partir da vizinhanga N1, com o intuito de diminuir o ndmero de
anéis existentes na soluc@o. Para isso, escolhe-se um anel que possua poucas
localidades, e as localidades desse anel sdo distribuidas para os outros anéis,
independentemente da viabilidade da solugio. Apds esvaziar esse anel, a
vizinhanga N1 é executada novamente.

Além dessas duas estratégias de vizinhanca, os autores também imple-
mentaram outras estratégias para a busca tabu, com o intuito de intensificar
a busca dentro de regides promissoras ou de diversificd-la, gerando novas
solugbes. Dentre as estratégias implementadas, temos path relinking e eXplo-

ring tabu search.

4.2 Metaheuristica GRASP

Nesta segfo, descrevemos a metaheuristica GRASP (Greedy Randomized
Adaptive Search Procedure) que propusemos para o problema de atribuicdo de
localidades a anéis. A escolha desta metaheuristica deve-se & simplicidade da
implementacdo e de estarmos utilizando este método apenas para a obtencéo
de limitantes superiores iniciais.

Um GRASP é um procedimento iterativo, que combina v4rias proprieda-
des favordveis de outras heurfsticas (vide Feo e Resende [19]). Mais especi-
ficamente, cada iteracdo do GRASP consiste em dois estdgios: uma fase de
construgdo da solugdo e uma fase de busca local. Em cada iteracio, uma
solugio é encontrada. A melhor solugio obtida dentre todas as iteracdes é
considerada a solugéo final.

Em seguida, apresentamos um algoritmo informal para a metaheuristica
GRASP. No passo 1, temos a leitura dos dados de entrada. Nos passos 2-6,
temos o GRASP propriamente dito. No passo 3, ocorre a fase de construcéo
da solugdo. No passo 4, é realizada a fase de busca local. Por tltimo, no
passo 5, temos a atualizagdo da solucdo, caso algum melhoramento tenha
sido obtido. O critério de parada comumente utilizado é estipular um nimero
maximo de iteragoes.

Na fase de construciio de uma solugéio, iniciamos com um conjunto vazio,
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Algoritmo 1 Algoritmo informal para a metaheuristica GRASP

: Leitura dos dados

: Enquanto critério de parada nao for satisfeito faga

Construa uma solucdo aleatéria baseada em um critério guloso
Realize uma busca local

Atualize a solugdo

: Fim-Enquanto

que iterativamente recebe um elemento, até formar uma solucio vidvel. Em
cada iteracdo da fase de construgdo, dois aspectos sdo analisados: a aleato-
riedade e a adaptagdo. A aleatoriedade se deve ao fato de que o préximo
elemento a ser escolhido para compor a solu¢io nio serd necessariamente o
melhor, segundo o critério guloso utilizado. Na verdade, a escolha é feita de
forma aleatéria, a partir de uma lista, denominada Lista Restrita de Can-
didatos (LRC), que contém os S melhores elementos candidatos segundo o
critério guloso especificado. O valor de f é um pardmetro do algoritmo. Por
outro lado, a adaptatividade do processo se mostra evidente, & medida que
se escolhe um elemento que ird compor a solugdo inicial, pois os préximos
elementos a serem inseridos em LRC dependerdo dos jé incluidos na solucéo
inicial.

As solugGes obtidas na fase de construgdo do GRASP ndo sdo garanti-
das como 6timos locais, considerando uma dada vizinhanga (diz-se que uma
solucdo s é localmente dtima, se ndo existe uma solugédo melhor na vizinhanca,
de s). Portanto, o emprego da segunda fase do GRASP é feito com o intuito
de se melhorar a solugdo obtida na fase de construgdo. Um algoritmo de
busca local é utilizado para, sucessivamente, substituir a solucio atual por
uma solu¢do melhor, encontrada na vizinhanga da solucio atual. O algo-
ritmo termina quando nenhuma solugdo melhor é encontrada na vizinhanca,
da solugdo atual ou apds algum outro critério de parada ter sido atingido.

Antes de descrevermos os detalhes de cada uma das fases da me-
taheuristica GRASP implementada para o problema de atribuicio de lo-
calidades a anéis, introduziremos uma notagio que facilitar4 a compreensao
daquelas fases.

Seja r o indice de um anel qualquer em uma solucdo S. Os valores asso-
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ciados aos trafegos deste anel r sdo:

L= du, (4.1)

UVET
u<v

B= du, (4.2)

uer

vér

T,=1I,+E,, (4.3)

onde I, E, e T, representam, respectivamente, os trafegos interno, externo

e total no anel r. Note que o anel 7 é vidvel se T, < B.

Entao, com respeito a uma dada solugdo S, podemos definir

F= 2l (4.4)

2
BFed=F — B, (4.5)
BNet = max{T, — B}, (4.6)

onde F', BFed e BNet indicam, respectivamente, o trafego total no anel
federal, a quantidade de trifego em excesso no anel federal e a quantidade

méxima de trafego em excesso nos anéis da solucdo S.

Com o intuito de direcionarmos a busca através de solucdes vidveis e
com uma boa qualidade, definimos a seguinte fungéo objetivo, em funcio do

nimero de anéis k e dos valores de BF'ed e de BNet:

minz =k + aBNet + § BFed, (4.7)

onde « e § s@o valores reais positivos.

Essa func@o z permite que tenhamos solugdes com um pequeno niimero de

anéis, a0 mesmo tempo que procuramos penalizar solucdes invigveis através
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dos pardmetros « e 4, ou seja, tentamos minimizar os valores de BNet e
BFed.

Definidos esses valores, iniciaremos agora a descri¢do das fases do GRASP.

4.2.1 Fase de construcao

Na fase de construcdo, iniciamos com uma solugio S constituida por n
anéis, ou seja, cada localidade u € V' é atribuida a um anel de mesmo indice.
Além disso, consideramos que cada aresta (u,v) € E é uma aresta candidata
para induzir a unido vidvel entre os dois anéis 7 e £, quaisquer com u € r e
v € .

Um outro aspecto que deve ser levantado nesta fase é a obtencéo de LRC.
A cada iteragdo, sdo escolhidas as f melhores arestas (u,v) candidatas de
acordo com a demanda dy,. Este valor 3, denominado restricdo de cardina-
lidade, limita o tamanho de LRC. A lista LRC é obtida em duas etapas. Na
primeira, construimos um conjunto de arestas que ainda nfo foram seleciona-
das, ou seja, as arestas cujos extremos estdo em anéis diferentes. Na segunda
etapa, utilizamos o algoritmo Estatistica de Ordem (vide Cormen et al. [11]),
para obter as f primeiras arestas daquele conjunto, sem precisar ordend-las
a cada iteracdo, o que demandaria um maior tempo computacional.

Por 1ltimo, apés a obtengdo de LRC, selecionamos uma aresta (u,v) €
LRC de forma aleatéria, onde v € r e v € t. Em seguida, realizamos o
processo de adaptagio, que consiste em unir os dois anéis 7 e ¢, compondo um
tinico anel 7. Caso a unifio dos anéis 7 e ¢ ndo seja vidvel, apenas marcamos
a aresta (u,v) como selecionada.

No Algoritmo 2, apresentamos o algoritmo informal para a fase de cons-
trucdo descrita anteriormente. No passo 1, inicializamos a solugdo (inicial)
S. No passo 2, criamos o conjunto W de arestas ndo selecionadas. Nos
passos 3-17, tentamos diminuir o niimero de anéis da solugio S através da
unido de dois anéis distintos. No passo 5, obtemos a lista LRC a partir do
conjunto W. No passo 6, seleciona-se as f melhores arestas candidatas, a
partir da lista LRC'. No passo 7, seleciona-se, de forma, aleatéria, uma aresta

(u,v) € LRC, tal que u pertence ao anel e v pertence ao anel t. Nos passos
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Algoritmo 2 Algoritmo informal para a fase de construgdo do GRASP
1: Crie uma solugéo .S onde cada localidade u € V formard um anel em S
2: Crie o conjunto W de arestas néo selecionadas, ou seja, W := E
3: Enquanto W # () faca
4 /* construgio da lista LRC */

5 LRC:=W

6:  Aplique o algoritmo Estatistica de Ordem na lista LRC

7. Escolha uma aresta (u,v) € LRC de forma aleatéria comu € T e v € ¢
8:  /* adaptagio */

9:  Se r Ut corresponde a um anel vidvel Entao
10: /¥ atualizando a solugio S */
11: Para todo z €t faga
12: r=rU{z}

13: W =W\ {z,y} talquez €erey et

14: Fim-Para

15:  Senao

16: W =W\ {(u,v)}
17: Fim-Se

18: Fim-Enquanto

9-16, é realizado o processo de adaptacdo. No passo 9, verificamos se a unido
dos anéis 7 e ¢t é vidvel, ou seja, se a capacidade do novo anel é menor ou
igual a B. Se isto ocorrer, unimos os dois anéis e marcamos as arestas entre
esses dois anéis como arestas ji selecionadas. Caso contrdrio, a unido ndo

serd feita, e marcamos apenas a aresta (u,v) como selecionada.

4.2.2 Fase de busca local

Na fase de busca local, as solugées vizinhas & solugio obtida na fase de
construgao serdo geradas, utilizando-se os movimentos de melhorias emprega-
dos por Lin e Kernighan para problemas de particionamento de grafos (vide
[34]).

Dada uma solugao vidvel S, tentamos iterativamente melhorar o valor da
funcdo objetivo (4.7). Esses melhoramentos podem ser obtidos através de

dois procedimentos de perturbagio. Sao eles:

Prl: considere dois anéis 7 e ¢ da solugdo S. Uma localidade u pertencente

ao anel 7 é movida para o anel ¢;

Pr2: nesse segundo movimento, realizamos uma troca de localidades entre
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dois anéis, ou seja, uma localidade u pertencente ao anel r é movida
) ]a, P
para o anel ¢ e uma localidade v pertencentes ao anel ¢ é movida para

o anel 7.

Estas trocas possibilitam a formacgio de solugdes vizinhas & solucio cor-
rente S. Em ambos os movimentos Prl e Pr2, a solugéo corrente é atualizada,
a medida que se encontra uma solu¢ido melhor na sua vizinhancga. Os pas-
sos envolvidos nesta fase estdo apresentados no algoritmo informal abaixo.
Neste algoritmo, assuma que Ind_i e Ind_j representam os anéis, e que Ind_u
e Ind, representam as localidades onde foi possivel realizar uma troca com

alguma melhoria na solucéo.

Algoritmo 3 Algoritmo informal para a fase de busca local do GRASP

1: Seja S a solugdo (inicial) obtida na fase de contrugo
2: Seja z o valor da funcio objetivo associado & solugéo S
3:

4: /* procedimento de perturbacido Pri */

5. Para cada anel 7 de S faga

6: Para cada anel j com 7 # j faga

7: Escolha uma localidade u € %

8: =1\ {u}; j:=jU{u}

9: Se foi possivel melhorar o valor de z Entao
10: Atualize o valor de z
11: Indi:=14 Indj:=j;Indu:=u
12: Fim-Se
13: Fim-Para

14:  Atualize S, observando os indices Ind_i, Ind_j e Ind_u

15: Fim-Para

16:

17: /¥ procedimento de perturbagcdo Pr2 */

18: Para cada anel 7 de S faga

19: Para cada anel j com 7 # j faga

20: Escolha um par de localidades v € i e v € 7, tal que, v # u
21: i:=14\{u}; j:=7U{u}

22: i:=1U{v}; j:=7\{v}

23: Se foi possivel melhorar o valor de z Entao
24: Atualize o valor de z

25: Indi:=4; Indj:= j; Indu := u; Ind_v := v
26: Fim-Se

27:  Fim-Para
28:  Atualize S, observando os indices Ind_i, Ind_j, Ind_u e Ind_v
29: Fim-Para
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Um algoritmo informal para a metaheuristica GRASP que propusemos
para o problema de atribuicdo de localidades a anéis é apresentado em se-
guida.

Na préxima sec¢do, apresentaremos os resultados computacionais obtidos

com a execu¢do do GRASP para algumas instincias do SRAP testadas.

Algoritmo 4 Algoritmo informal para a metaheuristica GRASP
1: Seja z o valor do limitante superior obtido em cada iteracéo
2: Seja 2z, 0 valor do melhor limitante superior
3: Enquanto o nimero de iteragdes ndo for atingido faga
4 GRASP-SRAP-construgio(S,z)

5. GRASP-SRAP-busca-local(S,z)
6: Se S apresenta alguma melhoria Entao

7 Atualize o valor de zy, ou seja, 2z, 1= 2

8

9:

Fim-Se
Fim-Enquanto

4.3 Resultados computacionais

Nesta secdo, apresentamos os resultados computacionais obtidos com a
metaheuristica GRASP descrita anteriormente. Esta metaheuristica foi im-
plementada utilizando a linguagem C. Todos os experimentos computacionais
foram realizados em um computador com processador AMD K6 450MHz e com
256 MBytes de memdria RAM.

Para investigarmos o desempenho da metaheuristica GRASP, utilizamos
as instancias pertencentes as classes C1 e C2, descritas na secdo 2.3. Estas
classes de instancias foram divididas de acordo com a forma como foram
geradas - geométricas ou aleatérias - e segundo a capacidade de um anel -
B = 155Mbs ou B = 622 Mbs.

Antes de apresentarmos os resultados obtidos, mencionaremos os valo-
res adotados para os pardmetros da metaheuristica GRASP. Estabeleceu-se
que o numero mdximo de iteragdes, denotado por NUM_MAX _ITER, fosse
igual a duas vezes o nimero de vértices. Os valores escolhidos para S foram
{2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Vale ressaltar que o objetivo de termos implementado uma metaheuristica

GRASP é apenas o de fornecer um bom limitante superior inicial para um

70



algoritmo branch-and-bound. Assim, nesta se¢io, ndo nos preocupamos em
mencionar o tempo computacional utilizado na obtencdo destes limitantes.
Entretanto, a titulo de curiosidade, informamos ao leitor que esse tempo
computacional, em média, ndo ultrapassa 10 segundos para as insténcias

testadas.

4.3.1 Classe C1

Essa primeira classe de insténcias, como dito anteriormente, foi gerada
por Goldschmidt et al. [26] e empregada por esses autores para testar as
suas heuristicas gulosas. Informamos nossos resultados apenas para 111 das
160 instancias pertencentes a esta classe, visto que aqueles autores provaram
que as demais 49 instdncias eram invidveis.

Através das heuristicas gulosas, Goldschmidt et al. conseguiram obter o
valor étimo nas 111 instancias vidveis. Um resumo desses resultados é apre-
sentado na Tabela 4.1. Na primeira coluna, indicamos o grupo das instincias;
na segunda coluna, indicamos a capacidade de um anel e, por tltimo, as co-
lunas com as cardinalidades. Para cada cardinalidade, indicamos o niimero

de instancias onde foi possivel encontrar a solucio étima.

Grupo Capacidade (B)  Cardinalidade (|V))
15 25 30 50

geométrica, 155Mbs 4 5 9 5
geométrica, 622Mbs 8 7 7 5
aleatéria 155Mbs 7 8 6 7
aleatoria 622Mbs 7 10 9 7

Tabela 4.1: Resultados obtidos com as heuristicas gulosas para as instancias
da classe C1.

Na Tabela 4.2, apresentamos os resultados computacionais obtidos com a.
metaheuristica GRASP para 111 insténcias vidveis da classe C1. Para cada
cardinalidade, temos o niimero de instancias com aquela cardinalidade onde
foi possivel encontrar o valor 6timo pela metaheuristica GRASP.

Foi possivel encontrar o 6timo inteiro em 101 das 111 instincias testadas.
Nestas instancias, os melhores valores de g foram iguais a 2, 3 e 5. Nas

10 insténcias restantes, encontramos solugées vidveis que distam no méximo

71



GRASP

Grupo Capacidade (B) Total  Cardinalidade ([V]) Total
15 25 30 50
geométrica, 155Mbs 23 4 5 9 3 21
geométrica 622Mbs 27 8 6 7 4 25
aleatéria 1556Mbs 28 7 8 6 3 24
aleatéria 622Mbs 33 7 10 9 5 31

Tabela 4.2: Resultados obtidos com a metaheuristica GRASP para as
instdncias da classe C1.

33.33% do 6timo inteiro. Na Tabela 4.3, apresentamos os valores obtidos para
estas 10 instancias. A primeira coluna indica o nome da instdncia testada; a

segunda coluna indica o limite inferior z;,. Esse valor pode ser calculado por

ay = [D/B], (4.8)

onde D = Zu’veE d,, corresponde & demanda total. A terceira coluna in-
dica o valor étimo 2*; a quarta coluna, o valor z obtido pela metaheuristica

GRASP, e a quinta coluna, a diferenca percentual entre o valor étimo e o

valor obtido pelo GRASP:

Zyp — 2*

Az, 2%) = x 100. (4.9)

Zub

Por 1ltimo, a sexta e sétima colunas indicam, respectivamente, o niimero da

iteragdo e o valor de 8, onde encontramos o valor z,; para estas solucdes.

4.3.2 Classe C2

Nessa segunda classe, foram utilizadas as insténcias geradas por Aringhieri
e Dell’Amico [3]. Esses autores geraram 230 instancias vidveis. Neste segundo
experimento, informamos nossos resultados para todas essas instancias. Um
resumo, com uma pequena descricdo sobre elas, é apresentado na Tabela 4.4.
Aringhieri e Dell’Amico conseguiram obter o valor étimo de todas as
instancias apresentadas na Tabela 4.4, com o emprego da metaheuristica

busca tabu descrita na secdo 4.1.2.
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Instancia GRASP

Nome a2 Zuw  A(zuw, z*)  # Iter I
gs 501 4 5 6 16.67 2 2
gs 508 5 5 6 16.67 2 2
gl 252 2 2 3 33.33 1 2
gl 501 4 5 6 16.67 10 2
rs_50_3 4 4 5 20 2 2
rs_50._4 4 4 5 20 17 2
rs_50_5 4 4 5 20 4 2
rs 5010 3 4 5 20 1 2
r1_.50_2 3 3 4 25 1 2
rl. 5010 4 4 5 20 40 2

Tabela 4.3: Solugbes vidveis obtidas com a metaheuristica GRASP para al-
gumas instancias da classe C1.

Grupo Capacidade (B)  Cardinalidade (|V])
15 25 30 50

geométrica 155Mbs 20 20 10 20
geométrica 622Mbs 0 10 10 50
aleatoria 155Mbs 20 10 20 20
aleatéria 622Mbs 10 0 10 0

Tabela 4.4: Distribuicio das instdncias da classe C2 testadas com a me-
taheurfstica. GRASP.

73



A Tabela 4.5 apresenta os resultados computacionais obtidos com o em-
prego da metaheurfstica. GRASP. Observa-se que foi possivel encontrar o

valor 6timo em 136 das 230 instancias.

GRASP
Grupo Capacidade (B) Total  Cardinalidade ([V]) Total
15 25 30 50
geométrica, 155Mbs 70 20 20 8 0 48
geométrica, 622Mbs 70 0 10 9 6 25
aleatéria 155Mbs 70 19 10 14 0 43
aleatodria 622Mbs 20 10 0 10 0 20

Tabela 4.5: Resultados obtidos com a metaheuristica GRASP para as
instancias da classe C2.

Relatamos, em seguida, o que ocorreu nos experimentos computacionais
para as 94 insténcias onde ndo foi possivel encontrar o valor étimo. Em
31 daquelas instancias, encontramos solugdes vidveis, que distam no méximo
28.57% do valor 6timo. Essas solugdes vidveis foram encontradas para valores
de f iguais a 2 e 5. Nas demais 63 instdncias ndo foi possfvel encontrar
uma, solucao vidvel. As duas colocagdes anteriores decorrem da andlise dos

resultados contidos nas Tabelas 4.6 e 4.7, respectivamente.

4.4 Consideracoes

Através dos resultados apresentados, para ambas as classes de instdncias
C1 e C2, nota-se que na maioria das instancias testadas foi possivel obter
limitantes superiores para um algoritmo branch-and-bound.

No préximo capitulo, veremos como usar estes limitantes superiores, na
tentativa de melhorar o desempenho computacional de um algoritmo branch-
and-price empregado na resolu¢do do problema de atribuicio de localidades

a anéis.
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Instancia GRASP

*

Nome 2 2 Zup  D(zup, 2*)  # Iter B
gl3010.2 4 5 6 16.67 5 3
gl3010.5 4 5 6 16.67 14 6
gl 50.6.1 5 6 8 25 81 2
g1 50.6.3 5 6 7 14.29 56 3
gl 50.6.6 5 6 7 14.29 15 5
gl 50.10.1 4 5 6 16.67 8 5
gl50.10.2 4 5 6 16.67 17 2
gl 50103 4 6 7 14.29 105 2
glb50.104 4 5 6 16.67 2 4
gl 50105 4 5 7 28.57 73 2
gl 50106 4 5 7 28.57 80 2
glb010.8 4 5 6 16.67 6 3
glb50109 4 6 7 14.29 93 3
gh_30.8.2 3 4 5 20 1 4
gh 50.2.6 5 6 8 25 25 3
gh 50.2.8 5 6 7 14.29 88 5
gh 50.3.1 4 5 6 16.67 10 3
gh 50.3.2 4 5 8 37.50 16 2
gh5034 4 5 6 16.67 53 4
gh_50.3.5 4 5 6 16.67 52 3
gh 50.3.8 4 5 6 16.67 37 5
gh 50.3.9 4 5 6 16.67 22 4
gh_50.9.1 4 5 7 28.57 103 5
gh 50.9.2 4 5 6 16.67 5 5
gh_50.9.3 4 5 6 16.67 79 5
gh 50.9.8 4 5 6 16.67 26 3
gh 509.10 4 5 6 16.67 20 3
rl_15.2.7 2 3 4 25 1 5
r1 30.2.1 3 4 5 20 73 5
r1 30_2.6 3 4 5 20 1 4
r1_.302.10 3 4 5 20 116 2

Tabela 4.6: Solugdes vidveis obtidas com a metaheuristica GRASP para al-
gumas instancias da classe C2.

Grupo Capacidade (B) Cardinalidade (|V])
15 25 30 o0
geométrica 155Mbs 0 0 0 9
geométrica, 622Mbs 0 0 0 31
aleatoria 155Mbs 0 0 3 20
aleatéria 622Mbs 0 0 O 0

Tabela 4.7: Distribuicsio das instancias da classe C2, onde a metaheurfstica
GRASP néo obteve solucoes vijveis.
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Capitulo 5

Algoritmo branch-and-price
para o problema de atribuicao
de localidades a anéis

Nesse capitulo, descrevemos o algoritmo branch-and-price que implemen-
tamos para a resolugdo do problema de atribuigdo de localidades a anéis.
Esta técnica algoritmica vem sendo aplicada nos 1ltimos anos na resolugio
de alguns problemas de otimizagdo combinatéria, como por exemplo, em
problemas de roteamento e escalonamento (vide Sol e Savelsbergh [67]), em
problemas de bin packing e cutting stock (vide Vanderbeck [72], em proble-
mas de telecomunicagdes (vide Maculan et al. [48]), e em outros problemas
(vide Hansen et al. [28], Jeong et al. [30] e Savelsbergh [64]).

Iniciamos este capitulo, com uma breve introducgéo sobre alguns aspectos
em que se baseia o nosso algoritmo, levantando alguns pontos relevantes para
o desempenho de qualquer algoritmo branch-and-price.

Apresentamos, ainda, uma reformulagio do problema, de atribuicao de lo-
calidades a anéis como sendo um problema de set partitioning. Salientamos,
também, a estrutura do problema mestre e do problema auxiliar e descre-
vemos um estudo inicial sobre a estrutura facial do politopo associado ao
problema, auxiliar.

Por tltimo, descrevemos os detalhes de implementagido do algoritmo
branch-and-price: estratégias de ramificagdo, procedimentos de bounding,
selecdo de nds, processo de geracdo de colunas, etc. Em seguida, apresenta-

mos os resultados computacionais obtidos com o emprego deste algoritmo na,
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resolugdo do problema de atribuigdo de localidades a anéis.

5.1 Introducao

A exemplo dos algoritmos planos-de-corte, que podem ser projetados con-
juntamente com procedimentos branch-and-bound, os algoritmos de geracdo
de colunas podem ser combinados com um método de enumeracio implicita.

Esta combinac@o de procedimentos branch-and-bound com geracio de co-
lunas foi implementada pela primeira vez por Desrosiers et al. [17] para um
problema de roteamento de veiculos com janelas de tempo. A denominacio
algoritmo branch-and-price foi dada por Martin Savelsbergh, em analogia 3
nomenclatura branch-and-cut (veja Thienel [71], p4gina 37).

O “corac@o” de um algoritmo branch-and-price est4, na geracio de colunas
para o problema mestre. Esse processo de geragio de colunas é feito por um
problema, denominado problema auxiliar, que tenta verificar a otimalidade
de um problema linear (PL), associado ao problema mestre, em cada né da
arvore branch-and-bound.

A primeira vista, pode-se pensar que um algoritmo branch-and-price en-
volva apenas a combinacdo de duas técnicas bastante conhecidas: geracio
de colunas e procedimentos branch-and-bound. Porém, o emprego de uma
técnica desenvolvida para programacio linear com um método desenvolvido
para programagcdo linear inteira pode acarretar algumas dificuldades (vide

Appelgren (2] e Johnson [31]):

¢ o emprego de estratégias de ramificacio para programacao linear inteira

pode destruir a estrutura do problema auxiliar,

e ¢ com isso, a prova da otimalidade dos programas lineares fica prejudi-

cada, devido & resolugdo ineficiente dos problemas auxiliares.

Essas duas dificuldades podem ser amenizadas com o emprego adequado
de algumas regras de ramificagdo propostas por Ryan e Foster [63] e, mais

recentemente, por Vanderbeck [73].
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Podemos, ainda, mencionar trés fatores, enumerados por Barnhart et al.
[8], que sugerem diretamente do emprego de algoritmos branch-and-price
para a resolugéo de problemas de otimizagdo combinatéria, caso a formulacio

natural definida para este problema apresente um dos fatores abaixo:

1. os limitantes duais obtidos através da formulagdo natural do problema

como um problema de programagco inteira (mista) sdo ruins;

2. a formulagdo natural do problema como um problema de programacio
inteira (mista) possui uma estrutura com simetrias que provoca um

desempenho pobre para o procedimento branch-and-bound,

3. a técnica de geracdo de colunas possibilita a decomposicido do problema
de programacio linear em dois problemas: o problema mestre e o pro-

blema auxiliar.

Conforme discutido no Capitulo 3, os fatores 1 e 2 enumerados acima
estao presentes nas formulacdes apresentadas até aqui. Portanto, justifica-se
a aplicagdo da técnica de geragdo de colunas e de um algoritmo branch-and-
price para tratar o SRAP.

Antes de passarmos & formulacio do SRAP como um problema de set
partitioning, apresentamos na préxima se¢do uma reformulacdo do problema
de atribuicio de localidades a anéis, a qual ser4 usada como base para a nova
modelagem. Ainda nesta se¢fio, fazemos uma comparacio entre os limitantes
obtidos por essa nova formulagdo e pela formulagio (P2).

Na se¢do 5.3, descrevemos o modelo de particionamento para o SRAP, de
acordo com a técnica bésica de geragdo de colunas, ou seja, definimos os pro-
blemas mestre e auxiliar. Na se¢fo 5.4, apresentamos um estudo poliédrico
preliminar do problema auxiliar.

Na se¢éo 5.5, descrevemos as componentes bésicas do algoritmo branch-
and-price que foi implementado e alguns resultados computacionais usados
para ajustd-lo. Na secdo 5.6 sdo reportados os experimentos computacio-
nais que realizamos com o algoritmo branch-and-price e, comparamos estes

resultados com aqueles obtidos pelos modelos dos capitulos anteriores.
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5.2 Reformulando o SRAP

Nesta se¢do, apresentamos uma reformulagéio do problema de atribuiggo
de localidades a anéis. Seja A uma solucio para o SRAP, ou seja, uma,
parti¢io vidvel contendo os agrupamentos Vi,...,V;. Considere, ainda, os

seguintes valores obtidos a partir desta solucdo:

D= "duw, (5.1)

u u<v

D; = Z Z duy, Para todo j=1,...,1, (5.2)
ueV; veV;
u<v
e
B l
D=D-> "D, (5.3)
j=1

ou seja, D ¢ a demanda total e D; representa a soma das demandas dentro

do agrupamento j.

Agora, a soma das demandas nas arestas do corte V; é dada por

Wi=2 > du (5.4)

u€V; vgV;
u<v
Assim, tem-se que
1
xD=Y "W, (5.5)
=1

Logo, a restricio de capacidade do agrupamento federal obriga que

D<B=D+D<D+B=

£
@E+‘D+ZDjSD+B=>

i=1

¢ ¢
(5='5?»ZWJ-+ZngD+B. (5.6)
i=1 7j=1
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Através dos valores definidos acima, podemos agora apresentar uma re-
formulagdo do SRAP como sendo um problema, de programacéo linear inteira

0-1. Para tanto, considere a definigdo das seguintes varidveis de decisgo:

S 1, se alocalidade u é atribuida ao agrupamento 1.
“ 1 0, caso contrario.

_ J 1, se o agrupamento 7 estd ativo.
4 0, caso contrério.

Funi = 0, se ambas as localidades u e v ndo pertencem ao agrupamento i.
1 1, caso contririo.

onde fy,; representa o vetor de incidéncia das arestas induzidas por V; ou

que estejam no corte 6(V;).

Usando as varidveis de decisdo definidas acima, o problema de atribuicio

de localidades a anéis pode ser expresso através da seguinte formulago

abaixo:

(P3)

maximize Z Z OuTyi — Z Ui,

u=1 =1

sujeito a:

n—1 n
> duwfui < B, VieV, (5.7)

u=1 v=u+t1

Z Z Z dufuvi < D+ B, (5.8)

u=1 v=u+}1 i=1

wi — Y <0, VueV,zEV,

fuvi_wuizoy V’IJL,’UGK&<’U, Vi €V, (59)
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Juvi — Toi > 0, Vu,v € V,u < v, Vi €V, (510)

Juvi = T — Ty <0, Vu,v e Vu<w, Vi eV, (56.11)
Ty € {0,1}, YueV,VieV,

y; € {0,1}, VieV,

fuvi € {0,1}, Vu,v € V,u <w, Vi € V. (5.12)

Em seguida, fazemos uma descri¢io de algumas das restrices presentes
nesta formulagao, algumas j4 explicadas no Capitulo 2. As restricdes (6.7)
estabelecem que o tréfego total de cada anel deve ser no méximo igual a
B. A restriciio (5.8) estabelece que a capacidade do anel federal ser no
méximo igual a D + B. As restrigdes (5.9) estabelecem que se a localidade
u pertence ao agrupamento 7, entdo fy,; serd a igual 1. O mesmo sentido
pode ser estabelecido com relagdo as restrigdes (5.10), porém observando a
localidade v. As restrigdes (5.11) estabelecem que se ambas as localidades u
e v nao pertencem ao agrupamento i, entdo f,,; serd a igual 0. As restricdes
(5.12) correspondem as restricdes de integralidade.

Pode-se notar que esta formulag8o faz uso do principio de empacotamento
definido no Capitulo 2. O ntdmero de varidveis na formulacgo (P3) é igual
a n? + mn + n varidveis de decisfio, enquanto que o nimero de restricdes é
n? +3mn + 2n + 1. Comparando-se as formulagdes (P2) e (P3), nota-se que
tivemos uma diminuicdo de 2mn varidveis de deciséo.

A seguir realizamos uma comparacio entre os limitantes inferiores obtidos
pelas formulacdes (P2) e (P3) que propusemos neste trabalho. Até este ponto
do trabalho, a formulagio mais adequada, 3 resolucio do SRAP é a, formulagdo
(P2).

Procuramos estabelecer essas comparagdes, tomando por base os dois
critérios empregados anteriormente no Capitulo 2: o niimero de nés abertos
na drvore branch-and-bound e o tempo computacional. Ressaltamos que a
formulacdo (P3) ndo conseguiu melhorar o valor da relaxagdo linear, que
continuou sendo igual a 1 para todas as instancias testadas.

Nas Tabelas 5.1 e 5.2, relatamos os resultados obtidos com algumas

instancias descritas no Capitulo 2. As tabelas apresentadas nesta secao estdo
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divididas em duas partes. Na primeira parte, temos as colunas Nome e z*, que
indicam, respectivamente, a instdncia testada e o valor do 6timo inteiro. A
segunda parte indica os resultados obtidos com as formulagdes (P2) e (P3).
A coluna # Nds indica o niimero de nds abertos na drvore branch-and-bound,
a coluna z indica o limite inferior obtido por uma das formulacdes, a coluna
A indica a diferenca percentual entre o 6timo inteiro e o limitante obtido e,
por 1ltimo, a coluna Tmp indica o tempo computacional obtido por uma das
formulacoes em segundos.

A Tabela 5.1 apresenta os resultados computacionais para as instincias
geométricas da classe C1. Das 14 instdncias testadas, podemos observar que
a formulagdo (P3) provou a otimalidade em todas elas, antes de atingir o
tempo computacional méximo, ou seja, antes de 18,000 segundos.

Pode-se verificar, ainda, que em apenas uma instincia, gh_25_8, a for-
mulacio (P3) teve que abrir mais nés na drvore branch-and-bound do que a
formulagdo (P2). Isso, entretanto, nio ocasionou um tempo computacional
maior para a resolugdo dessa instincia.

Um outro aspecto positivo que podemos ressaltar com relacdo & for-
mulagio (P3) é que para todas as instancias testadas na Tabela 5.1, o tempo
computacional ficou abaixo de 25 minutos e, conseqiientemente, inferior ao
obtido com o emprego da formulagdo (P2). Em algumas instincias este
tempo chegou a ser, no minimo, 9 vezes (gl-15_1) e, no méximo, 40 ve-
zes (g1-15_7) melhor do que o tempo computacional obtido pela formulagéo
(P2), para instancias de pequeno porte (n = 15). J4 para as instancias de
médio porte (n = 25), temos que a melhoria de tempo chegou a ser de, no
minimo, 2 vezes (gh_25_4) e, no méximo, 17 vezes (gh_25_3). Note, ainda,
que em 28.57% das instdncias testadas o tempo computacional gasto pela.
formulacao (P3) foi inferior a 1 minuto.

A Tabela 5.2 apresenta os resultados obtidos para as instancias aleatérias
da classe C1. Foram testadas 19 instdncias. A formulagio (P3) conseguiu
provar a otimalidade em todas elas, antes de 18,000 segundos.

Note que em apenas 6 instancias, a formulagio (P3) teve que abrir mais

n6s na drvore branch-and-bound do que a formulagdo (P2). A tnica instincia
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onde o tempo computacional foi um pouco maior do que o obtido pela for-
mulagdo (P2) deu-se com a resolugio da instdncia rh 26_10. Acreditamos
que isto se deva & quantidade de nés abertos na resolucdo desta instancia.

Por 1iltimo, vale ressaltar que em 89.47% das instdncias, a formulacio
(P3) apresentou um tempo computacional inferior a 25 minutos. Note que,
para algumas instancias, o fator de melhoria no tempo computacional chegou
a ser 46 vezes melhor (r1.15_9), no caso de pequenas instancias (n = 15), e
de 8 vezes melhor (rh_25_9), no caso das instdncias de médio porte (n = 25).
Além disso, podemos mencionar que os tempos computacionais obtidos pela
formulagdo (P3) ficaram abaixo de 1 minuto em 47.37% das instancias.

Na Tabela 5.3, apresentamos os resultados obtidos para algumas
instancias aleatérias da classe C2. Foram testadas 7 instincias. Pode-se
observar que a formulagdo (P3) também provou a otimalidade de todas elas,
antes de atingir o tempo computacional méximo.

Em apenas 3 instincias pertencentes a esta classe, new.r1_15.2.1,
new.rh 15.10.2 e new.rh_15_10.6, a formulagdo (P3) teve que abrir mais
nés do que a formulagdo (P2). Entretanto, a exemplo das instancias anterio-
res, isso ndo ocasionou, diretamente, um aumento no tempo computacional.

Mais uma vez, o tempo computacional obtido pela formulagio (P3), para,
as 7 instincias testadas desta classe, foi menor do que o obtido pela for-
mulagdo (P2). Em particular, esse tempo computacional ficou abaixo de 25
minutos para todas elas. Nota-se que esta melhoria no tempo computacional
chegou a ser, no minimo, de 4 vezes (vide rh 152.1) e, no méximo, 238
vezes (vide r1_15.5.1).

Assim, o desempenho computacional da formulagio (P3) superou o dese-
penho da formulagéo (P2) nos experimentos computacionais realizados nesta,
se¢do. Devido a este sucesso, utilizamos a formulagdo (P3) como base para
a modelagem que empregaremos na técnica de geracio de colunas. Esta

modelagem é apresentada na préxima secio.
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Formulagéo (P2) Formulagdo (P3)

Nome 2* #Nds 2z A Tmp #Nds 2z A Tmp
gllb1 3 4873 3 0% 654 1870 3 0% 72
gllb4 3 3994 3 0% 665 1544 3 0% 32
gl1b7 3 9838 3 0% 1880 1405 3 0% 46
gl159 3 16030 3 0% 1875 5499 3 0% 69
gh151 3 11954 3 0% 2222 8476 3 0% 156
ghl52 3 7424 3 0% 2296 2259 3 0% 106
gh158 3 3645 3 0% 1731 2004 3 0% 171
gh 1569 3 12357 3 0% 2599 1758 3 0% 68
gh251 3 3202 3 0% 2481 2283 3 0% 723
gh252 2 923 2 0% 451 376 2 0% 52
gh253 2 1233 2 0% 689 288 2 0% 39
gh254 3 8466 3 0% 2942 2583 3 0% 989
gh258 3 2781 3 0% 4325 3639 3 0% 1327
gh259 3 7420 3 0% 10261 1836 3 0% 780

Tabela 5.1: Comparagao entre as formulacdes (P2) e (P3) para as instancias
geométricas da classe C1.

Formulagdo (P2) Formulagdo (P3)
Nome 2 #Nds z A Tmp #Nds 2z A Tmp
rl 151 3 9118 3 0% 1066 1917 3 0% 24
r1 153 2 168 2 0% 3 53 2 0% 1
rl.154 3 5752 3 0% 1201 1990 3 0% 53
rl 156 3 125648 3 0% 1816 4503 3 0% 59
rl.15.8 3 9591 3 0% 1775 4246 3 0% 63
rl.15.9 3 15270 3 0% 1730 3084 3 0% 37
rl 1510 3 8853 3 0% 1825 1965 3 0% 64
rl .25 2 3 4869 3 0% 4037 4776 3 0% 848
rl 258 3 4044 3 0% 2136 14363 3 0% 1450
rh 151 3 4361 3 0% 1450 4417 3 0% 114
rh.154 2 8 2 0% 6 52 2 0% 1
rh 155 3 9039 3 0% 2378 9093 3 0% 203
rh.156 3 16800 3 0% 3827 6648 3 0% 119
th 157 2 187 2 % 10 143 2 0% 1
rh 158 2 546 2 0% 34 660 2 0% 8
rh 1569 3 18319 3 0% 3629 7724 3 0% 140
th.257 3 3103 3 0% 4588 33740 3 0% 3867
th 259 2 353 2 0% 7 93 2 0% 9
rh 25610 3 14037 3 0% 13870 160709 3 0% 15650

Tabela 5.2: Comparagdo entre as formulagdes (P2) e (P3) para as insténcias
aleatérias da classe C1.
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Formulacgo (P2) Formulagéo (P3)

Nome 2 #Nds z A Tmp #Nds z A Tmp
new.rl_ 15.2.1 3 5783 3 0% 858 10744 3 0% 181
new.rl 15_2.3 3 9514 3 0% 1221 8281 3 0% 191
new.rl_15.5.1 3 17745 3 0% 6673 1113 3 0% 28
new.rl 15.5.2 3 15193 3 0% 4803 25562 3 0% 68
new.rl_15.5.3 3 3009 3 0% 981 2774 3 0% 62
new.rh 15.10.2 3 3421 3 0% 4113 7740 3 0% 716
new.rh.15.10.6 3 12533 3 0% 15542 13631 3 0% 1287

Tabela 5.3: Comparacio entre as formulagdes (P2) e (P3) para as instancias
aleatérias da classe C2.

5.3 Um modelo de geracao de colunas

Muitos problemas de otimizag&o combinatéria podem ser formulados como
problemas de set partitioning (Balas e Padberg [6]). Como mostramos, a
seguir, o problema mestre formulado para o problema de atribuicio de loca-
lidades a anéis é um deles. Além disso, vérios casos de sucesso na aplicacéo
de algoritmos branch-and-price sdo reportados na literatura para este tipo
de modelo. Para isto, contudo, é preciso definir o problema auxiliar, o que

também serd feito, a seguir, para o SRAP.

5.3.1 Definindo o problema mestre

Para formular o problema mestre como sendo um problema de set parti-

troning, definimos os seguintes valores:

e variavel de decisdo:

_J 1, se V; CV forma um agrupamento viavel.
Yi 0, caso contrério.

e coluna gerada pelo problema, auxiliar:

_J 1, sealocalidade u € V}.
“i =10, caso contrario
, .

Assim, o problema mestre pode ser definido como
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(P4)

K
minimize Zyj (5.13)
=1

sujeito a:

K
> auyi =1, Yu €V, (5.14)
=1

K
Y djy; <D+ B, (5.15)
j=1
v €{0,1}, vjev,

onde d; = W; + D, para todo j =1,...,n.

As restrigdes (5.14) estabelecem que cada localidade u deve ser atribuida
a um unico agrupamento V;. J4 a restricio (5.15) estabelece que o trifego
total no anel federal é no méximo igual a D + B.

Como K pode apresentar um valor muito maior do que 7, temos que a
resolucdo da formulagdo (P4) pode ser computacionalmente custosa. Além
disso, devido ao valor de K, a formulagio (P4) apresenta mais do que 7
varidveis e m + 1 restricoes.

Assim, uma maneira de resolvermos esta formulacio de forma eficiente &
gerando varidveis (ou colunas) y;, com 1 < j < K, através de um problema
auxiliar. Na préxima segdo, apresentamos o problema auxiliar encarregado

de gerar agrupamentos vidveis V; para o problema mestre definido acima.

5.3.2 Definindo o problema auxiliar

Considere um agrupamento vidvel V. Seja I; o conjunto de vértices em
Vj e, as varidveis duais yu; e 7 associadas s restri¢Ges (5.14) e (5.15), respec-

tivamente. Entdo, o custo reduzido do agrupamento V; é dado por:

Ejzl—z,ui—ﬂ’dj. (516)
i€l;

Como o problema mestre é de minimizagio, o objetivo do problema auxiliar

é encontrar um agrupamento V;, tal que, ¢; seja minimo.
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Considere, agora, as seguintes varidveis de decisdo definidas para o agru-

pamento Vj:

1, ses€V;.
T; = ;.
0, caso contrério.

fo = { 0, se os vértices i e k ¢V
1, caso contririo.

O problema auxiliar pode, entdo, ser formulado como o problema de
programagao linear inteira 0-1 abaixo. Note que as restri¢des do subproblema,
nada mais sdo do que as restrigées da formulagio (P4) para um agrupamento
fixado, ou seja, para um agrupamento V;.

Pelas restrigdes (5.18)-(5.20), temos que as localidades i e k podem ser
atribuidas ao agrupamento Vj, se elas satisfazem a restricio de capacidade
(5.21).

Observe que, se o valor da funcéo (5.17) for maior do que 1, entiio podemos

adicionar a coluna, correspondente ao agrupamento V;, no problema mestre.

(P5)

n n—-1 n

=1 i=1 k=i+1
sujeito a:
Jiw — 3 2 0, Vi,k eV, i<k, (5.18)
Jik — 35 20, Vi,k €V, i<k, (5.19)
fik — @i — 2 <0, Vi,k € V,i < k, (5.20)
n—-1 n
>N dafa < B, (5.21)
i=1 k=i+1

Esta formulago requer n(n—1)/2+n varidveis de decisio e 3n(n—1)/2+1

restri¢Ges. Observe que corresponde a fator da O(n?).
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5.4 Estudo poliédrico do problema auxiliar

De acordo com a literatura, o Problema de Programacio Quadritica
Méxima é NP-dificil (veja Garey e Johnson [24]). Portanto, é possivel
demonstrar, através de uma redugio polinomial, que o problema auxiliar
também é NP-dificil.

Para a reducao polinomial, podemos definir a fun¢&o objetivo do problema
auxiliar como sendo uma fun¢fio quadrdtica, j& que fir = z; + zp — T; * Tp.
Assim, podemos escrever o nosso problema como um problema quadritico
0-1 s6 nas varidveis z.

Apds este argumento sobre a NP-completude do problema auxiliar, con-
cluimos que seria interessante estudar a envoltéria convexa das solucdes in-
teiras do problema auxiliar, visto que a resolugéio do problema auxiliar pode
ser computacionalmente “cara”.

Os resultados apresentados nesta segéo foram discutidos em de Souza [16].
Por este motivo, as provas dos teoremas estdo omitidas.

Denotaremos por P’ o politopo associado & formulagio (P5). Assim, a
definiio de P'corresponde a envoltéria convexa de suas solugdes inteiras, ou

seja,

P'= conv {(z, f) € B2 | (g, f) satisfaz (5.18), (5.19),
(5.20), (5.21), (5.22) e (5.23)}.

do sistema (5.18)—(5.21), considerando que z; e fi € {0,1}, alguns re-
sultados obtidos referentes & estrutura facial de P’ sdo listados abaixo. Estes
resultados assumem que qualquer par de vértices sempre forma um agrupa-
mento vidvel, e que o grafo sobre o qual a instancia do SRAP est4 definida

é completo.
Teorema 5.1 Paran > 2, a dimensdo do politopo P! é cheia.

Como o politopo P’ possui dimensio cheia, entdo, cada faceta de P’ é
definida de forma tinica, a menos de uma multiplicagio por um escalar posi-

tivo. Apresentaremos, em seguida, algumas desigualdades vélidas e algumas
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facetas para o politopo P'. Inicialmente, procuraremos, sempre que possivel,
caracterizar quais dentre as desigualdades pertencentes & formulacio (P4)

sdo definidoras de facetas para o referido politopo.

Teorema 5.2 Sejam 1 e k dois vértices distintos de V. Se {i,k,j} é vidvel
para todo j € V — {i,k}, entdo a desigualdade (5.18) define uma faceta de
P,

Uma vers@o do resultado do teorema anterior pode ser dada para a desi-

gualdade (5.19).

Teorema 5.3 Sejam i e k dois vértices distintos de V. Se {i,k,j} é vidvel
para todo j € V — {i,k}, entio a desigualdade (5.19) define uma faceta de
P

Uma versdo mais geral do resultado dos Teoremas 5.2 e 5.3 é dada pelo

seguinte resultado:

Teorema 5.4 Seja k um vértice de' V e J = {jo, j1,...,Jp} um subconjunto
de V — {k}, tal que {k,jq, jr} € um agrupamento invidvel para todo q # r
com (g,7) € J x J. Entdo, a desigualdade (5.24) abaizo define uma faceta
de P':
p
Tjo — frjo + D _(®k + Tj, — frjp) SO (5.24)

j=1

O préximo resultado é com relagdo & desigualdade (5.20).

Teorema 5.5 Para todo par de vértices distintosi e k de V, a desigualdade

(5.20) define uma faceta de P'.

Com os resultados anteriores, pode-se mostrar que as desigualdades trivi-
ais, ou seja, aquelas que limitam os limites inferiores e superiores das varigveis
em 0 e 1, respectivamente, ndo definem facetas de P'. A tnica excecfio é dada.

pelo resultado abaixo.

Teorema 5.6 Sejam i e k dois vértices distintos de V tais que:
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(i) para todo j em V — {i,k}, o agrupamento {i, j, k} é vidvel,

(ii) para todo para (5,£) em (V —{i,k}) X (V = {i,k}), pelo menos um dos

dois agrupamentos, {1, j,£} ou {k,j, £}, é vidvel.

Entdo, a desigualdade fi, < 1 define uma faceta de P'.

Quando a condigio (i) do Teorema 5.6 nao é satisfeita, pode-se mostrar

que a desigualdade

fij + i+ fir — 3 — 1 — 3 < 1, (5.25)

é satisfeita na igualdade. Tal desigualdade é denominada desigualdade trian-
gular. Pelo resultado abaixo, esta desigualdade é definidora de faceta para
7.

Teorema 5.7 Sejam i, j e k trés vértices distintos em V. Entdo, a desi-

gualdade triangular define uma faceta de P'.

A desigualdade (5.25) é um caso particular de uma familia de desigual-
dades, que chamamos de desigualdades cliqgue. No teorema abaixo, apresen-
tamos esta familia de desigualdades e as condic¢Ges segundo as quais definem

facetas para o politopo P'.

Teorema 5.8 Seja S um subconjunto de V' com |S| = 2¢ + 1 para algum

inteiro ¢ > 1. Entdo, a desigualdade (5.26), dada por

Y fe—cd mi < cle+1)/2, (5.26)

ecE(S) ies

define uma faceta de P'.

Observe que quando ¢ = 1, obtemos a desigualdade triangular a partir da

desigualdade clique.

Deve ser notado que, dentre todas as desigualdades apresentadas até aqui
para o politopo P, a desigualdade (5.26) ¢ a tinica que nfo aparece na for-

mulagdo original do problema auxiliar.
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Alguns testes computacionais preliminares realizado nos levaram a outra
classe de desigualdades que podem melhorar os limitantes duais produzidos
pelas relaxacdes lineares. Na verdade, estas desigualdades definem facetas do
politopo P' e podem apresentar um melhor desempenho computacional, por
estarem intimamente ligadas & restricdo do tipo mochila, dada pela equacdo
(5.21) da formulagio do problema auxiliar. Estas desigualdades, denomina-
das desigualdades drvore, sdo introduzidas no teorema abaixo. Na oportuni-
dade, mostramos condigbes necessdrias para que estas desigualdades sejam

definidoras de facetas para P'.

Teorema 5.9 Seja (V(T'),T) uma drvore em G, satisfazendo as seguintes

propriedades:

(i) V(T) ndo é um agrupamento vidvel e V(T)—{u} é vidvel para qualquer

vértice w em V(T');

(ii) Para todo par de vértices nao-adjacentes (u,v) em V(T e todo vértice z
ndo pertencente a V (T'), sejam V(Ty,) e V(T,) o0s conjuntos de vértices
das duas subdrvores obtidas ao se remover o caminho que liga u a v
em T e que contém os vértices u e v, respectivamente. O agrupamento

formado por V(T,,) UV (T,,) U {2} € vidvel;

(iii) Para todo w em V e todo z ndo pertencente a V, existe uma subdrvore
de G, cujo conjunto de vértices V(T,,) contém u, tal que V(T,) U {z} é

um agrupamento vidvel.

Entdo, a desigualdade (5.27) dada abaizo
Z Ly — Zfe <0, (5'27)
u€V(T) eeT

define uma faceta de P'.

A seguir, estabelecemos uma relagio entre o politopo P’ e alguns poli-
topos associados a outros problemas de otimizagdo combinatéria bastante
estudados na literatura. Para isso, mostraremos como derivar algumas de-

sigualdades do politopo P, a partir de desigualdades daqueles politopos. A
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iniciativa neste sentido foi provocada pelo fato de que a forma dos grafos
suporte ' das desigualdades definidoras de facetas dos teoremas anteriores
assemelhava-se em muito aquele de desigualdades conhecidas para outros
problemas combinatérios.

Estes grafos sdo andlogos aqueles correspondentes a algumas das desigual-
dades definidoras de facetas dos politopos associados ao problema do corte
6timo de um grafo (CUT) e ao problema booleano quadrético (B). Um estudo
sobre o politopo do problema CUT, denotado por P¢ , pode ser encontrado em
Barahona e Majhoub [7] e de Simone [15]. J4 para o politopo do problema,
BQ, denotado por P? sugerimos Padberg [60] e Sherali et al. [65).

Assim, ao invés de continuarmos a busca por novas facetas de P', decidi-
mos verificar se seria possivel aproveitarmos os resultados j& conhecidos para
P€ e PB. Para entender o resultado alcancado, inicialmente formulamos os
problemas P® e PP como programas lineares inteiros.

A formulacdo do problema CUT é dada pelo sistema (5.28) —(5.31), en-
quanto aquela do problema BQ é dada pelo sistema (5.32)—(5.34). Todas as

varidveis das formulagbes abaixo sdo bindrias.

T, —z;—2z; <0, V(j)€E, (5.28)
;i —z;—2z; <0, V(,j)€E, (5.29)
zg+ o+ <2, V(i,j) €E, (5.30)
zij—xi—z; <0, V(i,j)€E, (5.31)

vii — % <0, V(i,j)€E, (5.32)

v —z; <0, V(i,j)€E, (5.33)
T +z;—vy; <1, V(i,j)€E. (5.34)

No problema CUT, as varidveis z sdo associadas s arestas e fixadas em 1,
se e somente se exatamente uma das suas extremidades pertence ao agrupa-

mento®. J4 no problema BQ, as varidveis y é que sdo associadas s arestas

10 grafo suporte de uma desigualdade é o subgrafo formado pelos vértices e arestas do
grafo, cujas varidveis associadas t&m coeficientes ndo-nulos naquela desigualdade.

20 termo agrupamento foi utilizado aqui para manter a compatibilidade com a definicdo
do SRAP.
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e tomam o valor 1, se e somente se ambas as suas extremidades estdo no
agrupamento.

Ao compararmos o sistema linear acima com a formulagio do problema,
auxiliar dada por (5.18)—(5.20), verificamos que as seguintes relacoes lineares

podem ser deduzidas para toda aresta (%,7) de E:

fis+yi; = wita, (5.35)
fig =Y = 2, (5.36)
Zij = Xy t+xz;— 2y,;j. (5.37)

Como estas equagOes acima sdo lineares e estabelecem uma relacio um
pare um entre as solucdes dos trés problemas considerados, toda desigual-
dade definidora de faceta em um dos trés politopos correspondentes possui
uma desigualdade definidora de faceta equivalente nos dois politopos restan-
tes. Deve ser notado que a equagdo (5.37) jé era conhecida na literatura e
mostrava que varios resultados previamente publicados para P¢ e PP eram,
na verdade, equivalentes.

Portanto, a descoberta das relagdes dadas pelas equagdes (5.35) e (5.36)
foi importante, pois evitou que inadvertidamente pudessem ser considera-
dos originais alguns dos resultados obtidos neste trabalho. De fato, apés
ter sido encontrado um outro artigo na literatura (veja Mehrotra [53]), no
qual foi estudada a estrutura facial do politopo associado ao problema BQ,
considerando uma restri¢do adicional do tipo mochila, conclufmos que todas
as desigualdades definidoras de facetas encontradas para o politopo P’ asso-
ciado ao problema auxiliar de geragéo de colunas do SRAP, j4 haviam sido
propostas na literatura, em um outro contexto.

Com esta descoberta, tornou-se menos interessante, porém ainda atra-
tiva, a continuidade do estudo poliedral do problema auxiliar. Neste caso, a
diregio que poderia ser tomada passaria pela implementacio de um algoritmo
do tipo branch-and-cut, que fizesse uso das desigualdades j& conhecidas na
literatura, para resolver o problema auxiliar de modo mais eficiente. Feito

isto, s6 os resultados dos testes computacionais poderdo indicar a necessi-
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dade ou nédo de um estudo ainda mais aprofundado sobre a estrutura facial
do politopo P'. Contudo, veremos mais adiante, os experimentos realizados
néo apontaram para a necessidade de incluir planos-de-corte na resolucio do

problema auxiliar.

5.5 Visao geral do algoritmo branch-and-
price

Nesta se¢io, apresentamos as decisdes de implementago para o algoritmo
branch-and-price que propusemos para a resolugio do problema de atribuicio
de localidades a anéis.

O algoritmo branch-and-price que implementamos tem a sua estrutura ba-
seada nos trabalhos de Barnhart et al. [8] e Vanderbeck e Wolsey [74], para
problemas de programagao inteira. Uma coletinea recente com aplicacdes de
algoritmos branch-and-price na resolu¢io de problemas de otimizacio com-
binatéria pode ser vista em Maculan et al. [49].

A implementacdo de um algoritmo branch-and-price envolve muitas
questoes, por exemplo: como inicializar o algoritmo de geragdo de colu-
nas (conjunto inicial de colunas), como resolver o problema auxiliar (algo-
ritmo exato versus heuristicas), qual estratégia de selecdo de colunas utilizar
(miltiplas colunas ou uma tnica coluna a cada iteragio do algoritmo de
geracdo de colunas), qual estratégia empregar para a selecio dos nds, qual
estratégia adotar para a fase de ramificacio e quais procedimentos de boun-
ding implementar?

A maioria dos algoritmos branch-and-price reportados na literatura faz
uso de pacotes de otimizagdo para resolugdo dos problemas lineares, como
por exemplo, XPRESS 12.05 (vide [14]). Esse pacote oferece uma biblioteca
de rotinas, denotada por XOSL, que facilita a implementacio destes tipos de
algoritmo.

Para que fosse possivel o uso daqueles procedimentos, se fez necessirio
o desenvolvimento de uma estrutura de dados que fosse compativel com os
procedimentos da biblioteca XOSL. Além disso, ainda desenvolvemos estru-

turas de dados que representassem convenientemente um grafo e uma 4rvore
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de enumeracao.

5.5.1 Conjunto inicial de colunas

O algoritmo branch-and-price precisa ser inicializado com uma solucéo
vidvel para o problema mestre. Com o auxilio de uma heuristica, é possivel
obtermos este conjunto inicial de colunas. Um algoritmo informal desta
heuristica é apresentado no Algoritmo 5. O valor CAP denota a capacidade
maxima que um agrupamento poderd ter, ou seja, o valor B.

Além das colunas geradas pela heuristica nos passos (2)-(39), inclufmos
também, no conjunto inicial de colunas, as colunas associadas aos agrupa-
mentos candnicos, ou seja, os agrupamentos onde apenas z;; é igual a 1. Estas
colunas candnicas sao geradas no passo 1. O custo associado a estas colunas
é igual a n 4 1. J4 a capacidade destes agrupamentos é igual a zero. Assim,
temos garantias de que a heuristica acima nos fornecerd uma base para o
problema mestre.

Antes de continuarmos a descri¢do do algoritmo branch-and-price, fare-
mos duas ressalvas sobre o conjunto inicial de colunas. Em primeiro lugar,
hd o risco de que estas colunas permanegam na base do problema mestre por
muito tempo; em segundo lugar, as colunas canénicas correm o risco de ficar
no problema mestre ao final da resolugido do primeiro né da enumeracio,
significando que o problema é invidvel. Entretanto, esta dltima nio ocorre

visto que as instédncias testadas correspondem a problemas vidveis.

5.5.2 Estrutura do procedimento branch-and-bound

Os principais aspectos de qualquer procedimento branch-and-bound para
um problema de otimizag@o combinatéria sfo: estratégias de ramificacio,
selecio de nds e procedimentos de bounding. Em seguida, descreveremos
cada um destes aspectos, e 0 que nos levou & escolha de um ou outro fator

para a nossa implementagao.
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Algoritmo 5 Algoritmo informal para gerar um conjunto inicial de colunas

1: Gere as colunas canoénicas
2: NumTolCol :=n
3: NumCollni :=5xn-+1

4:

5: Enquanto NumTotCol < NumCollni faga

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22;
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:

32:
33:
34:
35:
36:
3T:
38:

/¥ tamanho inicial do agrupamento que serd gerado */
Gere aleatoriamente um tamanho ¢, entre 2 e n, para o agrupamento

/* criando um agrupamento inicial com tamanho t */
Parai=1 até n faga

permutali] :=14; /* agrupamento inicial */
Fim-Para

/* realizando algumas trocas no agrupamento inicial */
/* através destas trocas, obiteremos o agrupamento final: agrup */
[:=1
Parai:=1 até t faga
Gere um indice j, entre 1 e [, de forma aleatéria
agrupli] == permuta(j] /* essa localidade foi escolhida */
permutalj] := permutall — -]
Fim-Para

/* calcule a capacidade do agrupamento gerado */
TI:= 3, veagrup G /* trifego interno */

TE =}y cogrupwagrup G /™ trifego esterno */
capac =TI +TFE

/* se o agrupamento gerado for invidvel, tentamos tornd-lo vidvel */
Enquanto capac > CAP faga

Escolha uma localidade u € agrup de forma aleatéria

Marque a localidade © como ndo mais pertencente ao agrupamento

agrup, ou seja, agrupli] :=0

Calcule o valor de capac a partir do novo agrupamento agrup
Fim-Enquanto

/* verificando a ezisténcia de colunas */

Se o agrupamento agrup ainda ndo foi gerado Entao
NumTotCol := NumTotCol + 1

Fim-Se

39: Fim-Enquanto
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Selecao de noés

Numa drvore branch-and-bound predominam dois tipos de nds: ativos e
inativos. Um né é considerado ativo se o seu processo de exploracio ainda
nao foi finalizado. Por outro lado, diz-se que um né é inativo, caso a sua
exploragdo j4 tenha sido encerrada.

O processo de selegdo é realizado sob os nds ativos. Caso ndo existam
mais nés ativos, a melhor solugdo vidvel disponivel no momento seré o étimo
inteiro. Do contrario, devemos selecionar um né ativo para prosseguir com
a exploracdo. Trés sfo as estratégias bem conhecidas na literatura: busca
em profundidade (depth-first search), busca em largura (breadth-first search)
e busca do melhor limitante (best-first search). Em seguida, mencionamos
o motivo da escolha da estratégia do melhor limitante para o processo de
selecdo de nos.

Ambas as estratégias, busca em profundidade e em largura, possuem uma, -
desvantagem crucial em relagao & estratégia do melhor limitante. Durante o
processo de selegdo, podemos ter a busca direcionada a uma das partes da
drvore branch-and-bound com limitantes inferiores locais ruins, o que direta-
mente se refletiria no tempo computacional. Tal desvantagem foi comprovada,
por Vanderbeck [75].

Devido a isto, a estratégia do melhor limitante foi a escolhida. Nesta
estratégia, o né a ser explorado serd aquele considerado o mais promissor.
Para o SRAP, isto corresponde ao né cujo valor do limitante inferior local é o
minimo dentre todos os nds ativos. Na busca por este né sio visitados todos
os nos ativos e, durante este procedimento, eliminam-se aqueles nds, cujos
limitantes inferiores locais sejam menores do que o valor da melhor solucéo

vidvel disponivel no momento.

Estratégias de ramificagao

Este ¢ um dos pontos mais criticos de um algoritmo branch-and-price. Ao
fazer o processo tradicional de ramificagdo sobre as varidveis do problema,
mestre, criam-se algumas dificuldades para o algoritmo.

A primeira delas, consiste no fato de que os problemas auxiliares seriam
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desbalanceados. Entenda-se por desbalanceado o fato de estarmos ou nfo
durante o processo de ramificagio restringindo o espago de solugdes dos pro-
blemas auxiliares. Por exemplo, o espago de solugdes do problema auxiliar
ao fixarmos o valor de y; em um ficaria muito restritivo. J4 no espago de
solucOes para o problema auxiliar quando fixarmos 7; em zero resultaria em
apenas uma coluna sendo excluida, e assim fazendo com este problema au-
xiliar ndo seja muito mais restritivo do que o problema auxiliar do seu né
predecessor.

A outra dificuldade reside nas estratégias de ramificacdo tradicionais
impoem restricoes adicionais ao problema auxiliar que destroem a sua es-
trutura.

Para superar as dificuldades apresentadas acima, os algoritmos branch-
and-price fazem uso de uma regra definida por Ryan e Foster [63]. Esta regra
¢ baseada no principio de set partitioning e estd fundamentada na seguinte

proposi¢ao:

Proposicao 5.1 Se A é uma matriz 0-1 e uma solucdo bdsica para Ay =1 é
fraciondria, isto €, no minimo um dos componentes de y € fraciondrio, entdo

existem duas restricies r e s do problema mestre, tal que

0< > w<L (5.38)

k=05 =1

Através do resultado anterior, podemos gerar o seguinte par de restricdes

para a fase de ramificacdo:

Z =0 (5.39)

kiapp=ag,=1
e

Y m=L1 (5.40)

lc:a,,k:askzl

No nosso caso, essa regra implicaria a geragdode dois problemas auxiliares;
no primeiro deles, as localidades 7 e s devem obrigariamente ser cobertas por

colunas diferentes (ramo da esquerda), isto é, por agrupamentos diferentes; e

98



no segundo caso, as localidades r e s devem ser cobertas pela mesma coluna
(ramo da direita), portanto, pelo mesmo agrupamento.

Observe que pela Proposi¢io 5.1, se ndo conseguirmos identificar um par
de restri¢des para a fase de ramificagio, entdo a solugdo para o problema

mestre corresponde a uma solucdo inteira.

Procedimentos de bounding

O procedimento de bounding retorna um limitante inferior global que cor-
responde ao menor valor dentre os limitantes inferiores dos nds ativos.

Caso a 4rvore branch-and-bound tenha apenas o né raiz, o valor do li-
mitante inferior global é dado pelo valor da relaxacéo linear corrente. Caso
este valor seja igual ao limitante inferior fornecido por uma solucio vidvel
conhecida, o problema estard resolvido.

Por outro lado, se tivermos pelo menos dois nds ativos, o valor do limitante
inferior global corresponde ao menor valor da relaxacgio linear dentre todos

0s nés ativos.

5.5.3 Limitantes superiores

Como mencionado no Capitulo 4, o cdlculo do limitante superior pode ser
feito de duas formas. A primeira, que obtém o limitante superior inicial, faz
uso da metaheuristica GRASP. A segunda forma, calcula o limitante supe-
rior, tendo por base informacdes fornecidas pela relaxagio linear do problema
mestre.

Na préxima secio, detalharemos esta segunda forma de calcular (ou atu-

alizar) os limitantes superiores.

5.5.4 Heuristicas primais

Até o final desta secdo, descreveremos a heuristica primal implementada
para o problema de atribuicfo de localidades a anéis.

A heuristica primal proposta baseia-se na escolha de alguns agrupamen-
tos. Essa escolha é feita de acordo com o valor das variveis, correspondentes

a esses agrupamentos, na relaxagdo linear do problema mestre.
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A principio s8o escolhidos os agrupamentos cujo valor na relaxacio seja
maior ou igual a 0.5 e que satisfagam a restricdo de capacidade do anel
federal. Com isso, obtemos uma solugdo vidvel. Em seguida, calcula-se
o valor da funcio objetivo para estes agrupamentos e verifica-se se houve
alguma melhoria no limitante superior.

Caso ndo seja possivel encontrar uma solugdo vidvel, a heuristica primal

falha e o limitante inferior ndo pode ser atualizado.

5.5.5 Deteccao de tailing off

Durante o processo de geragdo de colunas em um né da 4rvore branch-
and-bound, pode ocorrer que o valor da relaxagio linear ndo sofra grandes
alteracoes, ou seja, ndo melhore o valor da relaxagéo linear do problema mes-
tre. A geragdo sucessiva de colunas, sem que esta melhoria se verifique, é
0 que caracteriza o fendmeno denominado de tailing off. Ao identificar a
ocorréncia deste fendmeno, sugere-se que a geracio de colunas seja interrom-
pida, realizando-se, entdo, uma ramificaggo.

No algoritmo implementado, a detec¢do de tailing off foi medida da se-
guinte forma. A fim de identificarmos se este processo ests, presente em um né
da 4rvore branch-and-bound, estabelecemos que se apés Inlp resolucdes con-
secutivas do problema mestre ndo tivermos obtido um ganho de pelo menos
p% no valor da relaxagdo linear, com o acréscimo das colunas geradas, entdo
faremos uma ramificagéo, interrompendo o processo de geracdo de colunas.

Para o algoritmo branch-and-price que implementamos, foi utilizado o
valor 50 para o pardmetro Inlp, enquanto que para o pardmetro p, o valor

estipulado foi igual a 1071,

5.5.6 Estratégias de selegao de colunas

O processo de geragdo de colunas é uma das partes mais importantes de
um algoritmo branch-and-price. Precisamos decidir se a cada iteragio do
algoritmo branch-and-price, faremos uso de um método exato ou de uma
heuristica para a obtencdo das colunas e, ainda, se adicionaremos uma tnica

coluna ou miltiplas colunas.
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A principio, faremos uma comparagdo entre os resultados obtidos com
o emprego de algoritmos exatos ou heuristicas na resolucdo do problema
auxiliar. Através destes resultados, definiremos a quantidade de colunas a

serem adicionadas ao problema mestre.

Forma heuristica versus exata

Dado que inicializamos o algoritmo branch-and-price com um conjunto
inicial de colunas (solugéo vidvel para o problema mestre), precisamos verifi-
car se existe alguma varidvel que ndo estd na formulagdo atual e que possua,
custo reduzido maior do que um, ou seja, precisamos resolver o problema au-
xiliar. Caso exista uma varidvel ndo bésica com custo reduzido maior do que
um, salvo degenerecéncia, a introdugdo desta varidvel na base do problema
mestre melhora a solucdo atual. Caso contrério, a base atual corresponde a
uma solugdo 6tima.

Para o problema de atribuigdo de localidades a anéis, a verificacio men-
cionada acima serd feita através de métodos exatos e de uma heuristica.
O método exato é resolvido com o emprego do resolvedor linear XPRESS,
aplicado & formulagio (P5).

J4 pelo aspecto heuristico, fizemos uso de algoritmo muito parecido com
o Algoritmo 5, definido para o processo de geracdo das colunas iniciais. A
tinica diferenga é que, apés verificar a viabilidade do agrupamento, devemos
calcular o valor da funcio objetivo (5.17), com base nos custos duais (u;,7).
E claro, ndo fazemos uso do passo 1.

Tanto para o algoritmo exato quanto para a heuristica, estabelecemos um
nimero maximo de colunas que podem ser geradas. No caso da heuristica
este valor corresponde a n/4, enquanto que para o método exato sé geramos
uma tnica coluna.

As colunas que porventura venham a ser geradas sio armazenadas gra-
dativamente em uma estrutura de dados, para serem adicionadas, em se-
guida, ao problema mestre do né corrente. Todas as colunas pertencentes ao
PL deste problema mestre sdo vistas apenas pelos descendentes deste né na,

arvore branch-and-bound.
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Adotamos o seguinte critério para avaliar a qualidade dos métodos em-
pregados na geracgdo de colunas: o niimero de PLs resolvidos e o tempo com-
putacional obtido para a resolucdo de algumas instancias do SRAP. Essas
instancias sdo as mesmas descritas no Capitulo 4.

Definidos os critérios de avaliagdo, passamos a comparar a implementacio
dos métodos empregados na geragio de colunas para o problema mestre. Vale
ressaltar que, como precisamos provar a otimalidade da base atual, sempre
que nao for possivel encontrar uma coluna de forma heuristica, geramos uma,

unica coluna através do método exato.

# Colunas
Nome # Nds +#PLs Ini Heur Ext Zub 2 Tmp
gl 151 1 35 76 24 25 3 3 0.94
gl 157 1 76 76 159 22 3 3 1.10
gl 159 1 30 76 26 20 3 3 0.72
gl 251 1 120 126 289 70 4 4 7.62
gl 253 1 153 126 360 90 3 3 5.15
gl 257 1 99 126 102 76 3 3 4.40
gl 258 1 204 126 665 87 4 4 7.83
gl 301 1 475 1561 2255 129 4 4 19.34
gl 302 1 265 151 652 165 4 4 16.21
gl 303 1 214 1561 600 123 4 4 15.36
gl 304 1 229 151 560 141 4 4 11.64
gh 257 1 288 126 1329 57 4 4 11.42
gh 258 1 132 126 170 99 3 3 9.95
gh 259 1 153 126 291 98 3 3 9.14
r1.304 1 473 151 2444 111 4 4 15.67
r1 305 1 204 1561 511 128 4 4 11.72
rl_30_10 1 255 1561 991 105 4 4 11.57
th 251 1 255 126 937 87 3 3 13.69
rh 252 1 127 126 154 99 3 3 13.64
rh 253 1 140 126 172 106 3 3 12.94
rh 254 1 181 126 622 73 3 3 22.57
rth 2510 1 102 126 58 90 3 3 7.06
rh_30_3 1 153 151 206 120 3 3 9.54
rh 304 1 200 151 349 144 3 3 25.27
rh_30_8 1 153 1561 258 111 3 3 14.53

Tabela 5.4: Resultados computacionais obtidos com a resolucdo do problema
auxiliar por heuristicas.
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Foram testadas 25 instancias da classe Cl. Os resultados obtidos para
estas instdncias sdo apresentados nas Tabelas 5.4 e 5.5. Na Tabela 5.4 temos
os resultados obtidos com a heuristica, enquanto que na Tabela 5.5 temos os
resultados obtidos apenas com o emprego do método exato.

A coluna Nome indica a instincia testada, a coluna # Nds indica o ndimero
de nds abertos na arvore branch-and-bound, a coluna # PLs indica o nimero
de problemas lineares que foram resolvidos, a coluna Ini indica o ndmero
de colunas iniciais, a coluna Heur indica o nimero de colunas obtidas de
forma heuristica, a coluna Ext indica o ndmero de colunas obtidas de forma
exata. Observe que estas duas colunas aparecem na tabela que representa
os resultados obtidos com a heurfstica. Isto se deve ao fato de termos que
provar a otimalidade da base atual, como dito anteriormente. Por tltimo, as
colunas z,, 7, € Tmp indicam, respectivamente, o limite superior fornecido
pelo GRASP, o limite inferior obtido pelo algoritmo branch-and-price e o
tempo computacional gasto na resolu¢do de uma instancia do SRAP.

Comparando as Tabelas 5.4 e 5.5, observamos que a geracio de colunas
usando apenas o método exato foi a que apresentou um melhor desempenho,
visto que esta estratégia seguiu o compromisso estabelecido entre os critérios
definidos para esses experimentos, ou seja, foram resolvidos poucos PLs e em
um tempo computacional razodvel.

Além do fator mencionado acima, nota-se que com o emprego do método
exato foram geradas bem menos colunas do que com a heuristica. Esse
nimero de colunas chegou a ser 7 vezes (gh.25_7), 8 vezes (g1_30_1) e até 9
vezes (r1_30_4) menor, quando empregamos o método. Esta vantagem, com
certeza, poderd se refletir diretamente no desempenho do algoritmo branch-
and-price.

Devido aos resultados apresentados acima, optamos por utilizar métodos
exatos na implementacdo do processo de geracdo de colunas. Apesar desta
escolha, continuamos interessados em obter um tempo computacional ainda
menor na resolugéo, de forma exata, do problema auxiliar, a cada iteragio do
algoritmo branch-and-price. Esta preocupagio deve-se ao fato de que ainda

gastamos uma quantidade razodvel de tempo na resolucéo daquele problema.

103



# Colunas

Nome # Nds #PLs Ini  Ext Zub 2 Tmp
gl.15.1 1 22 76 21 3 3 0.72
gl15.7 1 34 76 33 3 3 1.24
gl 159 1 34 76 33 3 3 0.98
gl 251 1 68 126 67 4 4 7.01
gl 253 1 87 126 86 3 3 4.93
gl 257 1 102 126 101 3 3 4.76
gl 25 8 1 107 126 106 4 4 8.79
g1 301 1 132 151 131 4 4 14.46
gl 302 1 122 151 121 4 4 8.41
g1 303 1 128 151 127 4 4 13.19
gl 304 1 142 151 141 4 4 9.87
gh 257 1 90 126 89 4 4 13.22
gh 258 1 102 126 101 3 3 6.33
gh 259 1 119 126 118 3 3 12.03
rl 304 1 145 151 144 4 4 12.44
rl 305 1 134 151 133 4 4 10.73
rl 3010 1 144 151 143 4 4 13.68
rh 25_1 1 85 126 84 3 3 12.34
rh_25_2 1 102 126 101 3 3 9.88
rh 253 1 102 126 101 3 3 10.29
rh 254 1 98 126 97 3 3 25.64
rh 2510 1 92 126 91 3 3 8.39
rh_30.3 1 102 151 101 3 3 6.29
rh 304 1 146 151 145 3 3 23.58
th_30.8 1 136 151 135 3 3 22.64

Tabela 5.5: Resultados computacionais obtidos com a resolucio do problema
auxiliar por métodos exatos.

104



A seguir, discutiremos como usar o método exato de forma mais eficiente.

Uma udnica coluna versus multiplas colunas

Vanderbeck, em sua tese de doutorado (vide Vanderbeck [75]), relata que
se o problema auxiliar pode ser resolvido eficientemente, entdo, & adicao de
uma unica coluna é superior a adi¢ao de miltiplas colunas. Entretanto, se a
resolugdo do problema, auxiliar é computacionalmente cara, sugere o emprego
de multiplas colunas ao invés de uma tnica coluna.

Assim, precisamos verificar se os argumentos apresentados acima valem
para o problema de atribuicdo de localidades a anéis. Para isto, foram reali-
zados alguns experimentos computacionais com essas duas estratégias: uma
inica coluna versus miltiplas colunas.

Para a estratégia de miltiplas colunas, utilizamos a rotina
DefineUISEntry da biblioteca XOSL para obter as solugbes inteiras.
Toda vez que o XPRESS encontrava uma solugdo inteira, a partir da
resolugdo do problema auxiliar, chamdvamos um procedimento cuja funcio-
nalidade era pegar esta solucdo e, em seguida, armazend-la numa estrutura
para posterior adigdo ao problema mestre.

Estabelecemos que o nimero maximo de colunas que podem ser geradas,
a cada execucgdo do método exato, é igual a 30.

Nestes experimentos, foram testadas 20 instancias. Como na segdo an-
terior, estas instdncias sdo as mesmas utilizadas nos experimentos compu-
tacionais do Capitulo 4. A Tabela 5.6 mostra os resultados obtidos com o
emprego do método exato para uma unica coluna, enquanto que a Tabela
5.7 mostra os resultados obtidos com multiplas colunas. A descri¢do destas
tabelas é dada logo abaixo.

A primeira coluna indica a insténcia testada; a segunda, niimero de nés
abertos na arvore branch-and-bound; a terceira, o nimero de problemas li-
neares que foram resolvidos; a quarta e quinta colunas indicam, respectiva-
mente, o nimero de colunas iniciais e o nimero de colunas obtidas de forma
exata. Por ultimo, a sexta, sétima e oitava colunas indicam, respectivamente,

o limite superior fornecido pelo GRASP, o limite inferior obtido pelo algo-
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ritmo branch-and-price e o tempo computacional gasto na resolucdo de uma
instancia do SRAP.

Pode-se verificar que a estratégia que melhor se adequa ao problema de
atribuicao de localidades a anéis é a estratégia que adota miltiplas colunas.
Das 20 instancias testadas da classe C1, a estratégia que adota uma tinica
coluna teve que resolver mais PLs do que a estratégia com miltiplas colunas,
em todas estas instancias.

Esta diferenga no niimero de PLs resolvidos talvez seja um dos fatores
que tornam a estratégia de multiplas colunas a mais rdpida, e é claro, a
mais adequada na resolucdo do problema auxiliar. Pode-se observar que em
algumas instancias, como por exemplo, g1 25 8, rh_30_8, rh_30_9 e rh_30_10,
o tempo computacional gasto pela estratégia de muiiltipla escolha chegou a
ser aproximadamente trés vezes melhor do que a estratégia que gera uma

Unica coluna.
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# Colunas

Nome # Nds #PLs Iniciais Exatas Zub 2 Tmp
gl 151 1 22 76 21 3 3 0.72
gl154 1 26 76 25 3 3 0.72
gl 157 1 34 76 33 3 3 1.24
gl159 1 34 76 33 3 3 0.98
gl 251 1 68 126 67 4 4 7.01
gl 253 1 87 126 86 3 3 4.93
gl 25 4 1 95 126 94 4 4 6.09
gl 257 1 102 126 101 3 3 4.76
gl 258 1 107 126 106 4 4 8.79
r1.50_1 1 255 251 254 5 b 27.33
rl_50_5 3 204 251 203 5 4 19.38
r1_50_6 1 204 251 203 4 4 17.54
rh_30_1 1 153 151 152 3 3 12.56
rh_30_2 1 139 151 138 4 4 40.89
rh_ 304 1 146 151 145 3 3 23.46
rh_30.6 1 141 151 140 4 4 33.31
th_30_7 1 127 151 126 4 4 26.70
rth_ 308 1 136 151 135 3 3 22.58
rh 309 1 131 151 130 3 3 20.31
rh_30_10 1 102 151 101 4 4 13.68

Tabela 5.6: Resultados computacionais obtidos com a sele¢do de uma tnica
coluna.
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# Colunas

Nome # Nds #PLs Iniciais Exatas Zub 2 Tmp
gl 151 1 13 76 24 3 3 0.48
gl15.4 1 21 76 33 3 3 0.62
gl 157 1 13 76 27 3 3 0.45
gl 159 1 18 76 35 3 3 0.63
gl 251 1 42 126 106 4 4 4.78
gl 253 1 54 126 127 3 3 3.33
gl 254 1 53 126 102 4 4 3.56
gl 257 1 51 126 128 3 3 3.49
gl 258 1 46 126 127 4 4 4.17
r1.50_1 1 153 251 519 5 5 21.02
rl 505 3 153 251 717 5 4 17.17
rl 506 1 153 251 453 4 4 15.75
rh 30_1 1 102 151 284 3 3 8.41
rh_30_2 1 61 151 195 4 4 23.29
rh 30 4 1 68 151 200 3 3 12.81
rh 306 1 68 151 192 4 4 19.32
th 307 1 o7 151 179 4 4 13.91
rh_30.8 1 56 151 191 3 3 9.95
th 309 1 58 151 189 3 3 9.41
rh_30_10 1 54 151 197 4 4 10.81

Tabela 5.7: Resultados computacionais obtidos com a selecio de miltiplas
colunas.
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5.6 Resultados computacionais

Nesta secdo, apresentaremos os resultados obtidos com o emprego do al-
goritmo branch-and-price proposto neste trabalho para resolucio exata do
problema de atribuicdo de localidades a anéis.

O algoritmo branch-and-price proposto foi implementado na lingnagem
C. Utilizamos o XPRESS como o resolvedor linear (e inteiro). Todos os
experimentos computacionais foram realizados em um computador AMD K6
450MHz, com 256 MBytes de meméria RAM. Para compararmos o desempenho
do algoritmo proposto, utilizamos as instdncias descritas no Capitulo 4.

O numero inicial de colunas é igual a 5 Xxn+1. Para os outros parametros,
Inlp e %p, foram utilizados os seguintes valores 50 e 10!, respectivamente.

As instancias apresentadas nas tabelas desta secio podem ou ndo estar
marcadas com simbolos. O primeiro simbolo, denotado por “+”, indica as
instancias onde ndo foi possivel obtermos um limite superior inicial. Neste
caso, para essas instancias, adotamos como limite superior inicial um valor

igual a @ x 2y, onde 2y, pode ser expresso por

2y = [D/B]

O valor estipulado para 6 foi igual a 2, apds alguns ajustes de parametros no
algoritmo branch-and-price. Note que o valor de z; foi definido no Capitulo

4 e aparece sob a forma da equagio (4.8).

O segundo simbolo, denotado por “+”, indica as instancias onde a solucdo
obtida na relaxacdo linear corresponde & solucdo 6tima inteira.

As tabelas apresentadas nesta se¢io possuem as seguintes colunas. A
primeira coluna indica a instincia testada. A segunda e terceira colunas
indicam, respectivamente, o ndmero de nés abertos na 4rvore branch-and-
bound e o ndmero de problemas lineares resolvidos. A quinta e sexta colunas
indicam o numero de colunas iniciais e o de colunas geradas, respectivamente.
A sexta coluna indica o valor do limitante superior. A sétima coluna indica o

valor da relaxacao linear obtido pelo algoritmo branch-and-price no né raiz da
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drvore branch-and-bound. A oitava coluna indica o valor étimo. Por dltimo,
a nona coluna indica o tempo computacional gasto para provar a otimalidade

de uma solucio.

5.6.1 Classe C1

Os resultados computacionais obtidos com as instincias pertencentes a
esta classe sdo apresentados nas Tabelas 5.8-5.11. As instancias utilizadas

nesta fase dos experimentos sdo as mesmas descritas nos Capitulos 2 e 4.

Instancias geométricas

Nesta categoria de instancias, foram testadas instiancias com valores de
B = 156Mbs e B = 622Mbs. Os resultados obtidos na resolucio destas
instancias sdo apresentadas, respectivamente, nas Tabelas 5.8 e 5.9.

Foram resolvidas 50 insténcias pelo algoritmo branch-and-price. Em duas
instancias, temos que a solugdo obtida na relaxagio linear corresponde &
solugdo inteira. Nas demais instincias, o valor da relaxacdo linear, quando
arredondado para cima, j4 é o valor de uma soluc¢do inteira (lembre-se que
os custos de todas as varidveis sio inteiros).

Note, ainda, que o niimero de nés abertos, na maioria das instancias tes-
tadas, foi igual a 1. No que se refere ao tempo computacional, podemos
dizer que o tempo obtido pelo algoritmo branch-and-price é muito melhor
do que o obtido pela formulagdo proposta por Goldschmidt et al. [26]. Por
exemplo, para as instancias gl 15_1, g1 164, g1 157 e gl 159, a melhoria
no tempo computacional foi de 1362, 1072, 4177 e 2976 vezes, respectiva-
mente. Além disso, para instincias de médio porte (n = 25) e grande porte
(n = 30 ou n = 50), enquanto o tempo obtido pela formulagio proposta por
Goldschmidt et al. [26] era superior a 18,000 segundos, o tempo obtido pelo
algoritmo branch-and-price foi inferior a 1 minuto, chegando em alguns casos
a ser 1682 vezes (gh_25_10) menor.

Observe, ainda, que com o emprego do algoritmo branch-and-price con-
seguimos resolver otimamente, em menos de 1 minuto, todas as instancias

desta secdo. Além disso, este tempo computacional foi menor do que 15
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segundos em 40 instancias.

Instancias aleatorias

Os experimentos desta categoria de instdncias sdo apresentados nas Ta-
belas 5.10 e 5.11. A primeira tabela indica os resultados obtidos para as
insténcias com B = 155Mbs, enquanto que a segunda tabela indica os resul-
tados com B = 622Mbs.

Durante os experimentos, testamos 61 instdncias. A exemplo das
instdncias anteriores, temos em duas instdncias, rh_15_8 e rh_30_10, que
a solucio obtida na relaxagdo linear corresponde & solucdo inteira. Mesmo
njo atingindo o étimo inteiro ainda no primeiro né da 4rvore branch-and-
bound, a qualidade das colunas geradas continou boa, visto que nas demais
instancias o valor da relaxagao linear, quando arredondado para cima, j4 é o
valor de uma solugdo inteira.

Em apenas 6 das 61 instancias foi necessdrio criar mais de 1 né na rvore
branch-and-bound. A exemplo das instincias geométricas, o niimero méximo
de nés aberto foi igual a 3. Mas, mesmo assim, o tempo computacional gasto
ndo levou mais do que 30 segundos. Isto é muito bom, visto que para estas
instancias sabe-se que a formulagéo (P1) levou mais do que 18,000 segundos
na resolugdo delas. Além disso, o valor obtido no primeiro né, para estas
instancias, é bastante expressivo, quando comparado ao 6timo inteiro.

No que se refere ao tempo computacional, podemos dizer que ele conti-
nuou muito bom, e s6 excedemos o tempo de 1 minuto na instincia rh_50_1.
Mesmo assim, estes tempos computacionais sdo melhores do que os obtidos
pela formulacdo proposta por Goldschmidt et al. [26]. Por exemplo, para as
insténcias aleatdrias com B = 155Mbs ou B = 622Mbs, e n = 15, obtemos
uma melhoria de, no minimo, 5 vezes (r1-15_3) e, no méximo, 4425 vezes
(rh_16.9), com relagdo ao tempo obtido pela formulagio (P1). Este mesmo
desempenho pode ser observado para as instdncias com n = 25, onde obte-
mos uma melhoria de, no minimo, 15 vezes (rh_-25_9) e de, no méximo, 1871
vezes (rh.25_10).

Observe que com o emprego do algoritmo branch-and-price foi possivel
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resolver, de maneira 6tima, 46 instdncias, em menos de 15 segundos. A
exemplo das instancias geométricas, o tempo computacional aumentou, &
medida que aumentamos o nimero de localidades. Porém, este tempo foi
inferior a 1 minuto, com excego da instincia rh_ 50_1, e, assim, melhor
do que o obtido pela formulagdo proposta por Goldschmidt et al. [26] que

ultrapassava o tempo méximo estipulado, ou seja, 18,000 segundos.
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# Colunas

Nome # Nds +#PLs Iniciais Exatas zu Zr 2 Tmp
gl15.1 1 13 76 24 3 283 3 0.48
gl 154 1 21 76 33 3 267 3 0.62
gl_15.7(x) 1 13 76 27 3 3 3 0.45
gl 159 1 18 76 35 3 222 3 0.63
gl251 1 42 126 106 4 3.39 4 4.78
gl 253 1 54 126 127 3 293 3 3.33
gl 254 1 53 126 102 4 325 4 3.56
gl 257 1 51 126 128 3 256 3 3.49
gl 258 1 46 126 127 4 396 4 4.17
gl 301 1 71 151 195 4 356 4 6.67
gl 302 1 90 151 2060 4 343 4 7.81
gl 303 1 84 151 198 4 325 4 8.96
gl 304 1 81 151 195 4 310 4 6.79
g1.30_5(x) 1 109 151 242 3 3 3 9.92
gl 306 1 77 151 182 4 313 4 7.09
gl 30_7 1 65 151 161 4 326 4 10.13
gl 308 1 68 151 167 4 344 4 8.96
gl 309 1 5 151 186 4 315 4 5.87
gl 501 3 153 251 440 6 461 5 24.29
gl 504 1 153 251 473 6 5.06 6 45.57
gl 507 1 136 251 414 5 442 5 46.29
gl 508 3 153 251 465 6 4.84 5 29.43
gl 509 1 153 251 373 4 357 4 15.04

Tabela 5.8: Resultados computacionais obtidos com o algoritmo branch-and-
price para as instancias geométricas da classe C1 (B = 155Mbs).
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# Colunas

Nome # Nds +#PLs Iniciais Exatas 2y Zr 2 Tmp
gh 151 1 23 76 53 3 214 3 1.18
gh 152 1 20 76 33 3 233 3 1.72
gh 153 1 18 76 32 2 1.8 2 0.60
gh 156 1 26 76 53 2 1.7 2 0.77
gh 157 1 30 76 46 2 1650 2 0.57
gh 158 1 21 76 58 3 2.85 3 2.14
gl 159 1 18 76 29 3 239 3 1.12
gh 1510 1 31 76 5 2 1.59 2 0.73
gh 251 1 55 126 149 3 230 3 5.56
gh 252 3 7 126 194 3 195 2 4.05
gh 253 1 92 126 226 2 195 2 6.43
gh 254 1 63 126 136 3 271 3 7.53
gh 257 1 47 126 129 4 345 4 9.54
gh_ 258 1 61 126 156 3 256 3 6.89
gh 259 1 60 126 150 3 260 3 6.10
gh_30_1 1 87 151 229 3 261 3 8.58
gh 302 1 63 151 161 4 325 4 14.19
gh_30.3 1 49 151 147 4 340 4 9.42
gh 304 1 116 151 267 3 2.7 3 18.51
gh_30.5 1 51 151 143 4 330 4 10.01
gh 309 1 62 151 170 4 3.14 4 10.46
gh 3010 1 102 151 270 3 219 3 8.26
gh 50_1 3 153 251 459 6 453 5 43.31
gh_ 504 3 153 251 458 5 3.94 4 35.04
gh 505 1 153 251 464 5 421 5 37.03
gh 506 1 153 251 459 5 4.71 5 44.85
gh_50_7 1 153 251 495 5 4.38 5 42.59

Tabela 5.9: Resultados computacionais obtidos com o algoritmo branch-and-
price para as instdncias geométricas da classe C1 (B = 622Mbs).
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# Colunas

Nome # Nds #PLs Iniciais Exatas 2y Zr 2 Tmp
rl 15_1 1 21 76 42 3 236 3 0.84
r]_15.3 1 24 76 4 2 173 2 0.58
rl.15.4 1 23 76 41 3 285 3 1.39
rl_15.6 1 24 76 49 3 225 3 0.74
rl.15_8 1 22 76 39 3 250 3 1.01
rl.159 1 21 76 36 3 230 3 0.68
rl 1510 1 20 76 40 3 295 3 0.99
rl 252 1 44 126 126 3 2.84 3 2.89
rl 254 1 38 126 108 4 328 4 4.10
rl25.5 1 40 126 121 4 3.04 4 2.64
rl 256 1 47 126 121 4 331 4 5.09
rl 257 1 32 126 101 4 340 4 3.63
rl 258 1 47 126 121 3 257 3 2.59
r1 259 1 50 126 138 4 334 4 5.16
rl 2510 1 44 126 130 4 329 4 4.22
r1 301 1 66 151 174 3 2714 3 5.73
r1 304 1 69 151 180 4 3.79 4 7.34
rl_.30.5 1 73 151 200 4 3.06 4 7.43
rl 307 1 70 151 198 3 292 3 7.69
rl.30.8 1 62 151 190 4 3.17 4 10.48
r1_30_10 1 76 151 215 4 350 4 8.41
r1.50_1 1 153 251 519 5 4.22 5 21.02
rl.50_3 3 153 251 492 5 381 4 21.10
rl 504 3 153 251 515 5 3.83 4 25.72
rl_.50_5 3 153 251 717 5 3.65 4 17.17
r1_.50_6 1 153 251 453 4 3.62 4 15.75
rl 507 1 130 251 439 5 435 5 27.98
r]1_.50_10 3 153 251 481 5 3.68 4 22.81

Tabela 5.10: Resultados computacionais obtidos com o algoritmo branch-
and-price para as instdncias aleatdrias da classe C1 (B = 155Mbs).
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# Colunas

Nome # Nds #PLs Iniciais Exatas 2y Zr 2 Tmp
rh_ 151 1 22 76 49 3 237 3 1.86
rh 154 1 25 76 48 2 165 2 1.01
rh 155 1 23 76 49 3 223 3 1.57
th_ 156 1 19 76 42 3 218 3 1.57
rth 157 1 27 76 49 2 1714 2 1.20
rh_15_8(x) 1 26 76 AT 2 2 2 1.67
rh_159 1 15 76 34 3 213 3 0.82
rh 251 1 44 126 132 3 295 3 6.71
rh_25_2 1 50 126 154 3 225 3 6.90
rh 253 1 53 126 147 3 227 3 6.37
rh_ 254 1 40 126 138 3 299 3 10.62
rh_ 255 1 45 126 148 4 329 4 11.11
rth_25_6 3 42 126 134 4 296 4 7.12
rh 257 1 70 126 188 3 223 3 11.52
rth 258 1 45 126 139 4 311 4 10.58
rh 259 1 89 126 204 2 158 2 4.94
rh_25_10 1 64 126 167 3 2.06 3 7.41
rh_30_1 1 102 151 284 3 2.09 3 8.41
rh_ 302 1 61 151 195 4 312 4 23.29
rh_30.3 1 88 151 262 3 217 3 9.34
rh 304 1 68 151 200 3 248 3 12.81
rh_30_6 1 68 151 192 4 338 4 19.32
rh_30_7 1 57 151 179 4 312 4 13.91
rh_30_8 1 56 151 191 3 289 3 9.95
rh_30_9 1 58 151 189 3 274 3 9.41
rh_30_10() 1 54 151 197 4 3 3 1081
rh_50_1 1 153 251 559 4 354 4 69.65
rh 502 3 153 251 609 4 278 3 32.46
th_50.5 1 153 251 468 3 2.63 3 25.46
rth 506 1 153 251 584 3 267 3 32.79
rth 508 1 153 251 576 4 343 4 41.05
rh_50_9 1 153 251 569 4 3.17 4 37.15
rh_50_10 1 134 251 47 5 3.89 4 57.94

Tabela 5.11: Resultados computacionais obtidos com o algoritmo branch-

and-price para as instancias aleatérias da classe C1 (B = 622Mbs).
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5.6.2 Classe C2

Os experimentos desta classe sdo apresentados nas Tabelas 5.12-5.18. As
instancias utilizadas nesta fase dos experimentos sdo as mesmas descritas nos

Capitulos 2 e 4.

Instancias geométricas

Nesta categoria de instdncias, foram testadas instdncias com valores de
B = 155Mbs e B = 622Mbs. Os resultados obtidos na resolugio destas
instancias, com o emprego do algoritmo branch-and-price, sdo apresentadas,
respectivamente, nas Tabelas 5.12, 5.13, 5.14 e 5.15.

O algoritmo branch-and-price voltou a superar os resultados obtidos pelo
procedimento branch-and-bound. Foram testadas 140 instdncias. Destas
140 instancias, temos que a solucio obtida na relaxacio linear corresponde
a solug@o inteira em 10 instdncias. Percebemos, ainda, que nas demais
instancias, o valor da relaxacdo linear, quando arredondado para cima, ji
é o valor de uma solucdo inteira.

Note que, de acordo com os resultados apresentados nas Tabelas 5.12-
5.15, observamos que em 65 instdncias tivemos que abrir mais de 1 né na
arvore branch-and-bound. Este nimero de nds, para algumas instancias, foi
acima de 5 nés. Isto ndo vem chega a ser uma grande desvantagem, visto que
na maioria destas instadncias os valores obtidos no primeiro né sdo bastante
expressivos, quando comparados ao 6timo inteiro.

No que se refere ao tempo computacional, podemos dizer que o algoritmo
branch-and-price continua superando o obtido pela formulagdo (P1). Con-
seguimos resolver, de maneira 6tima, 104 instdncias em menos de 1 minuto.
Percebemos, ainda, que em 69 destas 104 instdncias, o tempo computaci-
onal obtido com o emprego do algoritmo branch-and-price foi inferior a 15
segundos.

Fica evidente que os tempos computacionais obtidos sdo melhores do que
os obtidos pela formulagéo proposta por Goldschmidt et al. [26]. Em algu-
mas instancias é possivel caracterizar essa superioridade, por exemplo, para

a instincia new.gl_50.6.3, a formulagdo (P1) levou mais de 18,000 segundo,
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enquanto que o algoritmo branch-and-price gastou apenas 4 minutos. Inclu-
sive este foi o maior tempo que o algoritmo branch-and-price levou para a

resolucdo das instancias pertencentes a esta categoria.

Instancias aleatorias

As Tabelas 5.16, 5.17 e 5.18 mostram os resultados obtidos com o emprego
do algoritmo branch-and-price na resolugio das 90 insténcias pertencentes a
esta categoria.

Em 17 das 90 insténcias, temos que a solugdo obtida na relaxagdo li-
near corresponde a solucdo inteira. Percebemos, novamente, que nas demais
instancias o valor da relaxagdo linear, quando arredondado para cima, cor-
responde ao valor de uma solugdo inteira.

Observe que o niimero méaximo de nés abertos na arvore branch-and-bound
foi igual a 5, sendo que em 62 das 90 instdncias testadas, sé foi necessdrio
criar 0 né raiz desta drvore. Além disso, como mencionado acima, o valor
obtido no primeiro né da &rvore branch-and-bound pelo algoritmo branch-
and-price, para estas instancias, é bastante expressivo quando comparado ao
4timo inteiro.

Em 89 das 90 insténcias, o tempo computacional obtido pelo algoritmo
branch-and-price foi inferior a 1 minuto, sendo que em 63 destas 89 insténcias,
o tempo computacional ficou abaixo de 15 segundos. Assim, percebemos
que o tempo computacional continuou bom, visto que conseguimos resolver
otimamente todas as instancias testadas em menos de 4 minutos.

Nota-se que os tempos computacionais obtidos nestes experimentos
continuaram sendo melhores do que os obtidos pela formulagdo proposta
por Goldschmidt et al. [26]. Em algumas instdncias, por exemplo,
new.r1_15.5.2 e new.rh_15_10.6, temos que o tempo computacional obtido
foi de 9802 e 8586 vezes, respectivamente, melhor do que os tempos compu-
tacionais obtidos pela formulacio (P1). Além disso, o algoritmo branch-and-

price provou a otimalidade destas instancias em menos de 2 segundos.
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# Colunas

Nome # Nds #PLs Iniciais Exatas 2y Zr 2z Tmp
gl 15.3.1 1 14 76 33 4 328 4 0.41
gl 15.3.2 1 12 76 32 4 318 4 0.48
gl 15.3.3 1 13 76 30 4 325 4 0.39
gl 15.3.4 1 29 76 49 4 319 4 1.16
gl 15.3.5 1 15 76 27 4 320 4 0.45
gl 15.3.6 1 12 76 32 4 318 4 (.48
gl 15.3.7 1 29 76 49 4 319 4 1.18
gl 15.3.8 1 13 76 30 4 325 4 0.42
gl 15.3.9 1 15 76 27 4 320 4 0.45
gl 15.3.10 1 14 76 33 4 329 4 040
gl 15.6.1(x) 1 20 76 39 3 3 3 114
gl 15.6.2(x) 1 23 76 50 3 3 3 1156
gl 15.6.3(x) 1 19 76 38 3 3 3 092
gl 15_6.4(x) 1 20 76 51 3 3 3 0.89
gl 15.6.5 1 21 76 42 3 298 3 0.90
gl 15.6.6 1 21 76 49 3 294 3 1.04
gl 15.6.7(x) 1 25 76 52 3 3 3 1.22
gl 15.6.8(x) 1 11 76 29 3 3 3 044
gl 15.6.9(x) 1 12 76 32 3 3 3 0.39
gl .15.6.10(x) 1 12 76 24 3 3 3 0.5
gl 25 9.1 1 40 126 120 4 361 4 211
gl 25.9.2 1 43 126 107 4 338 4 276
gl 259.3 1 54 126 1564 4 342 4 424
gl 25.9.4 1 28 126 92 4 342 4 1.82
gl 25.9.5 1 45 126 116 4 333 4 3.32
gl 25.9.6 1 35 126 120 4 336 4 273
gl 25 9.7 1 42 126 130 4 397 4 1.79
gl 25 9.8 1 48 126 133 4 337 4 3.04
gl 259.9 1 49 126 133 4 333 4 314
gl 25.9.10 1 40 126 115 4 333 4 225
gl 25.10.1 1 60 126 118 5 429 5 6.39
gl 25.10.2 1 63 126 126 5 428 5 5.64
gl 25.10.3 1 65 126 141 5 431 5 6.72
gl 25.10.4 1 63 126 126 5 429 5 5.61
gl 25.10.5 1 59 126 144 5 432 5 522
gl 25.10.6 1 39 126 90 b5 427 5 3.b1
gl 25.10.7 1 52 126 119 5 490 5 2.85
gl 25.10.8 1 46 126 9% 5 4.29 5  3.57
gl 25.10.9 1 62 126 143 5 429 5 5.36
gl 25.10.10 1 65 126 141 5 431 5 6.64

Tabela 5.12: Resultados computacionais obtidos com o algoritmo branch-
and-price para as instdncias geométricas da classe C2 (B = 155Mbs).
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# Colunas

Nome # Nds #PLs Iniciais Exatas zy Z zp Tmp
gl 30.10.1 1 53 151 129 5 474 5 5.06
gl 30.10.2 3 82 151 217 6 459 5 7.22
gl 30.10.3 1 69 151 178 5 449 5 7.39
gl 30.10.4 1 68 151 159 5 461 5 3.99
gl .30_10.5 3 68 151 189 6 447 5 6.80
gl .30_10.6 1 59 151 172 5 449 5 6.02
gl 30_10.7 1 60 151 153 5 450 5 4.63
gl 30.10.8 1 81 151 200 5 448 5 10.53
gl 30.10.9 1 80 151 194 5 448 5 15.04
gl .30.10.10 1 55 1561 137 5 4.56 5 4.31
gl 50.6.1 11 284 251 769 8 569 6  67.35
gl .50.6.2(+) 3 180 251 571 10 589 6  24.56
gl 50.6.3 27 489 251 1307 7 589 6 235.51
gl 50.6.4(+) 3 271 251 818 10 561 6  58.59
gl.50.6.5(+) 3 190 251 545 10 5.69 6  26.53
gl 50.6.6 3 236 251 691 7 549 6 179.49
gl-50.6.7(+) 3 203 2561 618 10 5.69 6  34.46
gl .50.6.8(-+) 3 215 251 897 10 560 6  89.20
gl 50.6.9(+) 3 204 251 623 10 5.50 6  52.97
gl 50.6.10(+) 3 194 251 563 10 554 6  53.67
g1 50_10.1 3 188 251 561 6 499 5  31.87
g1 .50.10.2(%) 1 313 251 919 6 5 &5  50.69
gl 50.10.3 3 355 251 968 7 521 6  30.93
gl 50.10.4 3 309 251 846 6 499 5 51.88
gl 50.10.5 3 204 251 599 7 498 5 31.69
g1 .50.10.6(x) 1 271 251 690 7 5 5  36.26
gl 50.10.7(+) 3 280 251 801 8 509 6 31.04
gl 50.10.8 3 180 251 545 6 499 5  46.66
gl 50.10.9 3 321 251 878 7 506 6  63.54
gl-50_10.10(+) 3 214 251 642 8 525 6  20.73

Tabela 5.13: (cont.) Resultados computacionais obtidos com o algoritmo
branch-and-price para as instancias geométricas da classe C2 (B = 155Mbs).
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# Colunas

Nome # Nds #PLs Iniciais Exatas zy Zr zp  Tmp
gh 25 5.1 1 50 126 127 4 342 4 7.63
gh 25.5.2 1 61 126 206 4 3.47 4 8.14
gh 25.5.3 1 55 126 158 4 339 4 7.61
gh 2554 1 54 126 177 4 343 4 6.89
gh_25.5.5 1 42 126 148 4 344 4 6.56
gh 25_5.6 1 38 126 9 4 3.36 4 4.'78
gh 25.5.7 1 63 126 175 4 3.38 4 8.61
gh 255.8 1 52 126 156 4 3.40 4 7.32
gh 25.5.9 1 46 126 143 4 3.47 4 4.55
gh_25.5.10 1 50 126 160 4 339 4 9.13
gh_30.8.1 1 86 151 233 4 3.61 4 8.02
gh_30.8.2 3 76 151 240 5 354 4 7.80
gh_30.8.3 1 81 151 264 4 3.58 4 7.55
gh 308.4 1 68 151 240 4 355 4 10.61
gh_30.8.5 1 82 151 264 4 3.57 4 9.38
gh_30.8.6 1 61 151 199 4 352 4 8.77
gh_30.8.7 1 52 151 188 4 354 4 8.10
gh_30.8.8 1 72 151 249 4 348 4 9.66
gh_30.8.9 1 81 151 254 4 3.50 4 12.05
gh_30.8.10 1 64 151 216 4 343 4 11.99
gh 502.1(+) 3 306 251 879 10 543 6 75.92
gh 50.2.2 1 245 251 748 6 5.53 6 64.61
gh 50.2.3(+) 5 265 251 812 10 549 6 97.96
gh 50.2.4(+) 3 355 251 1008 10 5.38 6 96.88
gh_50_2.5(+) 3 356 251 1035 10 5.39 6 78.69
gh 50.2.6 3 299 251 838 8 567 6 56.67
gh 502.7(+) 3 312 251 875 10 5.55 6 65.84
gh 50.2.8 3 357 251 10256 7 5.40 6 78.06
gh 502.9 1 255 251 771 6 537 6 104.11
gh_50_2.10(+) 3 379 251 1061 10 5.43 6 147.40
gh 50.3.1 5 139 251 511 6 4.85 5 87.16
gh_50.3.2 3 207 251 774 8 4.88 5 63.66
gh 50.3.3 1 160 251 559 5 4.83 5 73.31
gh 50.3.4 3 122 251 473 6 492 5 41.67
gh_50_3.5 3 132 251 489 6 491 5 37.88
gh_50.3.6(+) 3 145 251 588 8 491 5 43.52
gh 50.3.7(+) 3 210 251 810 8 496 5 61.17
gh 50.3.8 3 104 251 399 6 482 5 58.31
gh_50.3.9 3 204 251 770 6 4.78 5 69.74
gh_50-3.10(+) 11 211 251 766 8 548 6 95.96

Tabela 5.14: Resultados computacionais obtidos com o algoritmo branch-
and-price para as instdncias geométricas da classe C2 (B = 622Mbs).
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# Colunas

Nome # Nds #PLs Iniciais Exatas 2y Zr zZp  Tmp
gh 50.8.1(+) 3 330 251 970 10 591 6 61.48
gh_50.8.2(+) 3 448 251 1275 10 5.71 6 71.14
gh_50_8.3 1 309 251 890 6 b.46 6 56.61
gh 50.8.4 1 277 251 890 6 542 6 56.57
gh 508.5(+) 3 302 251 951 10 596 6  58.38
gh_50_8.6(+) 3 340 251 977 10 563 6  61.88
gh_50_8.7(-|—) 3 314 251 1033 10 593 6 62.87
gh_50.8.8(+) 3 372 251 1146 10 590 6  63.65
gh_50_8.9(-l—) 19 486 251 1428 10 5.98 6 171.15
gh_50.8.10(+) 3 267 251 820 10 596 6 58.27
gh 50.9.1 7 221 251 753 7 4770 5 100.27
gh_50.9.2 3 204 251 678 6 4.63 b 53.37
gh_50.9.3 3 172 251 566 6 4.69 b 70.03
gh 50.9.4(+) 3 196 251 702 8 495 b5 46.93
gh 50.9.5(+) 3 166 251 567 8 4.72 5  58.23
gh 50.9.6(+) 3 232 951 894 8 475 5 69.20
gh 50.9.7(+) 3 190 251 679 8 495 5  49.39
gh_50.9.8(+) 1 215 251 685 6 4.66 5  67.53
gh 50.9.9(+) 1 160 251 521 5 4.69 5 136.99
gh 50.9.10 3 152 251 517 6 4.74 b5 47.14
gh 50_10.1(+) 3 182 251 638 8 4.78 5  57.09
gh_50_10.2(+) 3 208 251 751 8 490 5 47.38
gh 50.10.3(+) 3 181 251 618 8 480 5 62.04
gh 50_10.4(+) 3 204 251 726 8 477 5  69.53
gh_50.10.5(+) 3 204 251 747 8 4.88 5 35.62
gh_50.10.6(+) 3 171 251 593 8 4.79 5  48.34
gh 50_10.7(+) 3 198 251 711 8 4.93 5  53.19
gh_50_l().8(+) 3 210 2561 688 8 4.85 b 72.16
gh 50.10.9(4) 3 277 251 941 8 493 5  64.30
gh 50.10.10(+) 3 199 251 737 8 483 5  63.29

Tabela 5.15: (cont.) Resultados computacionais obtidos com o algoritmo
branch-and-price para as instiancias geométricas da classe C2 (B = 622Mbs).
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# Colunas

Nome # Nds #PLs Iniciais Exatas 2y Zr 2z Tmp
rl_15.2.1(x) 1 19 76 38 3 3 3 0.69
rl.15.2.2 1 19 76 50 4 3.13 4 0.65
rl_15.2.3(%) 1 21 76 44 3 3 3 1.09
rl . 15_2.4(%) 1 23 76 39 3 3 3 1.05
rl_15_2.5(>k) 1 19 76 30 3 3 3 0.79
r1.15.2.6(+) 1 14 76 34 3 3 3 059
rl.15.2.7 5 19 76 39 4 299 3 0.77
rl.152.8 1 19 76 38 3 296 3 0.81
rl.156.2.9 1 15 76 33 4 306 4 0.43
1.152.10(x) 1 17 76 35 3 3 3 0.70
rl.15.5.1 1 13 76 32 3 296 3 0.63
r1.15.5.2(x) 1 11 76 2% 3 3 3 049
rl.15.5.3 1 15 76 3r 3 29 3 0.64
r1_15_5.4(*) 1 11 76 25 3 3 3 0.49
rl_15_5.5(%) 1 19 76 43 3 3 3 0.72
rl.15.5.6 (%) 1 11 76 2% 3 3 3 048
rl_156.5.7 1 13 76 32 3 29 3 0.63
1l 15_5.8(%) 1 11 76 25 3 3 3 048
rl_15.5.9 1 13 76 32 3 296 3 0.62
r1.15.5.10(%) 1 11 76 25 3 3 3 0.51
rl_253.1 1 53 126 146 4 349 4  5.33
1l 25.3.2 1 53 126 126 4 353 4 5.09
r1 25.3.3 1 47 126 129 4 350 4 3.15
rl 25.3.4 1 49 126 132 4 356 4 4.64
rl_25.3.5 1 49 126 134 4 350 4 5.01
rl 25.3.6 1 45 126 137 4 361 4 486
r1 25.3.7 1 45 126 119 4 350 4 3.72
r]1 25.3.8 1 45 126 122 4 350 4 3.7
r1_25_3.9 3 44 126 120 5 358 4 4.59
r1.25.3.10 1 45 126 117 4 350 4 4.19

Tabela 5.16: Resultados computacionais obtidos com o algoritmo branch-
and-price para as instancias aleatérias da classe C2 (B = 155Mbs).
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# Colunas

Nome # Nds #PLs Iniciais Exatas zy z 2z  Tmp
rl_30.2.1 3 73 151 180 5 3.86 4 8.62
rl_.30-2.2 1 66 151 1799 4 3.89 4 7.28
r1-30-2.3(+) 3 61 151 182 6 3.92 4 7.04
rl_30_2.4 1 60 151 174 4 3.95 4 5.22
r1_.30.2.5 1 58 151 168 4 392 4 5.25
rl_.30.2.6 3 68 151 183 5 381 4 12.11
rl_302.7 1 65 151 183 4 3.99 4 8.59
rl_30_2.8 1 61 151 177 4 396 4 5.59
r1_.302.9 1 60 151 204 4 392 4 6.37
rl.30_2.10 3 86 151 216 5 391 4 14.83
r1_30.9.1 1 51 151 166 4 382 4 4.33
r1_30_9.2 1 66 151 189 4 3.83 4 4.94
r1_.30.9.3 1 53 151 166 4 3.86 4 4.44
11.30.9.4(+) 3 62 151 179 6 390 4 3.59
r1.30.9.5 1 56 151 146 4 379 4 5.46
r1_30.9.6 1 60 151 166 4 385 4 4.28
r1_.30.9.7 1 65 151 185 4 390 4 3.36
rl_.30.9.8 1 62 151 180 4 3.85 4 4.28
r1_30.9.9 1 53 151 147 4 381 4 4.06
r1.30.9.10(+) 3 63 151 177 6 3.85 4 4.83
r1_.50_2.1(+) 3 196 251 086 8 479 5 33.03
r1.50.2.2(+) 3 173 251 513 8 4.71 5 199.39
r1.502.3(4) 3 164 251 520 8 493 5 20.71
r1_.502.4(4) 3 201 251 616 8 4.89 5 25.86
r1.50.2.5(+) 3 172 251 555 8 483 5 19.85
r]_50_2.6(+) 3 162 251 513 8 4.72 5 26.31
r1.502.7(+) 3 177 251 533 8 481 5 19.74
1 502.8(+) 3 190 251 572 8 4.87 5 25.91
r] 50.2.9(+) 5 193 251 627 8 4.87 5 32.95
r1_50.2.10(+) 3 193 251 632 8 4.82 5 27.12
r1-50.8.1(+) 3 174 251 5562 8 498 5 25.85
r1.50.8.2(+) 3 151 251 481 8 491 5 20.86
rl_.50_8.3(+) 3 173 251 632 8 497 5 29.94
rl_50_8.4(+) 5 191 251 842 8 4.99 5 36.46
r1.50.8.5(+) 3 160 251 481 8 b5.06 6 18.46
rl_50_8.6(+) 3 206 251 682 8 489 5 29.26
r]_50.8.7(+) 3 178 251 014 8 4.97 5 23.39
r]_50.8.8(+) 3 172 251 983 8 496 5 24.38
r1_.50.8.9(+) 3 169 251 563 8 4.99 5 33.33
r1_50.8.10(+) 3 189 251 084 8 495 5 39.94

Tabela 5.17: (cont.) Resultados computacionais obtidos com o algoritmo
branch-and-price para as instancias aleatérias da classe C2 (B = 155M bs).
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# Colunas

Nome # Nds #PLs Iniciais Exatas 2z Zz zp Tmp
rh_15.10.1 1 26 76 4 3 287 3 2.69
rh_15.10.2 1 19 76 43 3 2.88 3 2.03
rh_15_.10.3 1 25 76 50 3 299 3 3.40
rh_15_10.4(%) 1 15 76 49 3 3 3 233
rh_15_10.5 1 25 76 53 3 299 3 3.58
rh_15_10.6(x) 1 11 76 42 3 3 3 181
th 15.10.7(%) 1 11 76 37 3 3 3 1.78
rh_15_10.8(x) 1 15 76 49 3 3 3 228
rh_15_10.9 1 16 76 54 3 297 3 1.72
rh15.10.10(x) 1 10 76 37 3 3 3 1.72
rh_30.5.1 1 62 151 206 4 332 4 20.67
rh_30.5.2 1 65 151 210 4 335 4 19.30
rh_30.5.3 1 61 151 195 4 329 4 1449
rh_30.5.4 1 58 151 183 4 336 4 19.36
rh_30.5.5 1 61 151 214 4 339 4 2296
rh_30.5.6 1 58 151 195 4 335 4 19.71
rh_30.5.7 1 58 151 195 4 336 4 14.88
rh_30.5.8 1 50 151 192 4 338 4 20.44
rh_30.5.9 1 58 151 196 4 338 4 20.75
rh_30.5.10 1 4 337 4 11.54

49 151 186

Tabela 5.18: Resultados computacionais obtidos com o algoritmo branch-
and-price para as instancias aleatérias da classe C2 (B = 622Mbs).
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5.7 Consideracoes

O desempenho computacional do algoritmo branch-and-price superou to-
dos os tempos computacionais obtidos pela formulagio proposta por Golds-
chmidt et al. [26]. Foram testadas 341 instancias no total. Em todas elas foi
possivel provar a otimalidade em um tempo inferior a 4 minutos, chegando,
as vezes a poucos segundos.

Vale ressaltar, também, que para algumas instancias foi possivel provar
a otimalidade ainda no primeiro né da drvore branch-and-bound, e com um
tempo computacional muito inferior ao obtido pela formulacio (P1). A Ta-
bela 5.19 apresenta um resumo destas instincias. A primeira coluna indica
a instincia testada, a segunda e a terceira indicam o tempo computacional
obtido pela formulagéo (P1) e pelo algoritmo branch-and-bound, respectiva-
mente, e por ultimo, a quarta coluna indica quantas vezes o tempo obtido
pelo algoritmo branch-and-price foi melhor do que o obtido pela formulacdo
(P1). Os tempos computacionais estio expresssos em segundos. A presenca
do sinal “>” em algumas colunas indica que o valor presente naquela coluna
corresponde ao valor minimo.

Nota-se que o desempenho do algoritmo branch-and-price é, sem sombra,
de duvida, melhor do que o da formulagdo (P1) na resolu¢io, de forma, exata,

de instancias do problema de atribuicio de localidades a anéis.

126



Nome Tempo Tempo # Vezes

gl 167 1880 0.45 17T
gl 305 >18000 9.92 >1814
rh_15.8 34 1.67 20
rh_30_10 >18000 10.81 >1665
gl 15.6.1 703 1.14 616
gl 15.6.2 633 1.15 550
gl 15.6.3 125 0.92 135
gl 15 6.4 577 0.89 648
gl 15 6.7 544 1.22 445
gl 15.6.8 925 0.44 2102
gl 15.6.9 666 0.39 1707
gl 15.6.10 407 0.55 740
gl 50_10.2 >18000 50.69 >355
g1 50.10.6 >18000 36.26 >496
1l 15.2.1 858 0.69 1243
rl15.2.3 1221 1.09 1120
r1.15.2.4 380 1.05 361
1l 15.2.5 379 0.79 497
rl_15.2.6 250 0.59 423
rl.15.2.10 597 0.70 852
rl_15.5.2 4803 0.49 9802
r1.15_5.4 370 0.49 755
1l 15.5.5 558 0.72 775
11_15.5.6 367 0.48 764
rl_15.5.8 366 0.48 762
11.15.5.10 499 0.51 978
rh_15.10.4 9492 2.33 4073
rh_15.10.6 15542 1.81 8586
rh_1510.7 6342 1.78 3562
rh_15.10.8 0333 2.28 4093
rh_15_10.10 30001 1.72 17442

Tabela 5.19: Comparagdo entre os desempenhos computacionais da for-
mulagio (P1) e do algoritmo branch-and-price na resolucio de instincias
do SRAP.

127






