
E S T U D O  D A  E S T A B I L I D A D E  D E  C I R C U I T O S  R C  - 

C a r l o s  H e n r i q u e  d a  C o s t a  M a r i z  

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENAÇfiO DOS PROGRAMAS DE P~S-GRADU- 
AÇAO DE ENGENHARIA DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE 

DOS REQUISITOS NECESS~RIOS PARA OBTENÇAO DO GRAU DE MESTRE EM CIENCIA (M.Sc.) 

A p r o v a d a  p o r  : 

RIO DE JANEIRO 

ESTADO DA GUANABARA - BRASIL 

AGOSTO DE 1973 



À Lourdinha, 

Cristiana e e l e ( a )  ... ? 



AGRADECIMENTOS 

Ao professor e amigo Marinho, os meus agradecimentos pe- 

la excelente orientação, sugestão e dedicação a este trabalho. 

Ao ~ a g n l f i c o  Reitor da Universidade Federal de Pernambu- 

co, professor Marcionilo de Barros Lins e ao professor ~ r n ó b i o  

Marque da Gama, pelo apoio que me foi dispensado. 

Aos colegas e funcionários da COPPE/UFRJ, pela colabora- 

ção. 

À CAPES e à Universidade Federal de Pernambuco, pelo au - 
xilio financeiro. 



R E S U M O  

O  o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a l h o  6 o  e s t u d o  d e  e s t a b i l i d a d e  d e  

r e d e s  R C  n ã o  l i n e a r e s .  Uma r e d e  R C  é c o n s i d e r a d a  a s s i n t ó t i c a m e n -  

t e  e s t á v e l  q u a n d o  a c a r g a  d o s  c a p a c i t o r e s  c o n v e r g e  a uma c a r g a  d e  

e q u i l i b r i o .  

O e s t u d o  é d e s e n v o l v i d o  a p a r t i r  d a  a n á l i s e  d o  c o m p o r t a -  

m e n t o  d e  r e d e s  r e s i s t i v a s .  Em t o d o  t r a b a l h o  6 a d m i t i d a  a h i p Ó t e -  

s e  d o s  r e s i s t o r e s  p o s s u i r e m  c u r v a s  c a r a c t e r i s t i c a s  c r e s c e n t e s , c o m  

o  q u e ,  f o r m u l a r  o s  p r o b l e m a s  d e  r e d e s  r e s i s t i v a s  como p r o b l e m a s  / 

d e  o t i m i z a ç ã o  em g r a f o s .  ~ é c n i c a s  d e  d u a l i d a d e  s ã o  u t i l i z a d a s  n a  

d e d u ç ã o  d e  a l g u n s  r e s u l t a d o s .  

~ i ~ ó t e ç e s  a d i c i o n a i s  s o b r e  o s  r e s i s t o r e s ,  d e p e n d e n t e s  d a  

e s t r u t u r a  d a  r e d e , p e r m i t i r ã o  r e p r e s e n t a r - s e  a s  s o l u ç Õ e s  d a  r e d e  / 

c o m o  s o l u ç Õ e s  d e  um s i s t e m a  d e  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  o n d e  a e x i s -  

t ê n c i a  e  u n i c i d a d e  d e  s o l u ç õ e s  é g a r a n t i d a . 0  m é t o d o  d e  L i a p u n o v  é 

o  i n s t r u m e n t o  b á s i c o  n a  a n á l i s e  d e  e s t a b i l i d a d e  d e s t e  s i s t e m a  d e  

,., 
e q u a ç o e s .  



T h e  m a i n  g o a l  o f  t h i s  w o r k  i s  t h e  s t u d y  o f  n o n - l i n e a r  

R C  n e t w o r k  s t a b i l i t y .  An R C  n e t w o r k  i s  c o n s i d e r e d  a s s y m p t o t i c a l l y  

s t a b l e  w h e n  t h e  capacitar c h a r g e s  c o n v e r g e  t o  e q u i l i b r i u r n  c h a r g e s .  

h a v i  

T h e  s t u d y  i s  d e v e l o p e d  f r o m  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  be -  

o r  o f  r e s i s t i v e  n e t w o r k s .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  a11 r e s i s t o r s  

h a v e  i n c r e a s i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  c u r v e s ,  f r o m  w h i c h  i t  i s  p o s s i b l e  

t o  f o r m u l a t e  r e s i s t i v e  n e t w o r k  p r o b l e m s  a s  o p t i r n i z a t i o n  p r o b l e r n s  

o n  g r a p h s .  D u a l i t y  t e c h n i q u e s  a r e  u s e d  i n  t h e  p r o o f  o f  c e r t a i n  

r e s u l t s .  

A d d i t i o n a l  h y p o t h e s i s  o n  t h e  r e s i s t o r s ,  d e p e n d i n g  o n  

t h e  n e t w o r k  s t r u c t u r e ,  w i l l  p e r m i t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  n e t w o r k s  

s o l u t i o n s  a s  s o l u t i o n s  o f  a s y s t e r n  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  

w h i c h  t h e  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  i s  g u a r a n t e e d .  

L i a p u n o v l s  m e t h o d  i s  t h e  b a s i c  t o 0 1  i n  t h e  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  

t h i s  s y s t e r n  o f  e q u a t i o n s .  
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Estudaremos uma c l a s s e  de r ê d e s  - R C  com r e s i s t o r e s  

e  c a p a c i t o r e s  não l i n e a r e s ,  c l a s s e  e s t a  que é c a r a c t e r i z a d a  

p e l o  t i p o  de não l i n e a r i d a d e  p e r m i t i d a :  r e s i s t o r e s  com cur-  

vas  c a r a c t e r í s t i c a s  c r e s c e n t e s  ( não nece s sa r i amen te  e s t r i t a  - 
mente)  e  c a p a c i t o r e s  com funções  c a r a c t e r í s t i c a s  e s t r i t a m e n -  

t e  c r e s c e n t e s .  

O o b j e t i v o  d ê s s e  e s tudo  é de t e rmina r  cond ições  de 

modo que o  comportamento d e s s a s  r ê d e s  possam s e r  r e p r e s e n t a -  

das  por um s i s t e m a  de equações  d i f e r e n c i a i s  na forma normal 

e  a  p a r t i r  d ê s s e  s i s t e m a  e s t u d a r  a  e s t a b i l i d a d e  da rêde .  

Diremos que o  s i s t e m a  é a s s i n t ó t i c a m e n t e  l l e s t á v e l t l  

s e  pa ra  qua lque r  cond ição  i n i c i a l  a  s o l u ç ã o  do s i s t e m a  de 

equações  d i f e r e n c i a i s  e x i s t e ,  é Única em um i n t e r v a l o  de tem - 
po i n f i n i t o ,  e  converge  pa r a  um e s t a d o  de e q u i l i b r i o  do s is-  

tema. 

Como no modêlo de r ê d e s  usaremos noções de g r a f o s ,  

d e f i n i ç õ e s  e  r e s u l t a d o s  da t e o r i a  de g r a f o s  s ão  a p r e s e n t a d o s  



O c a p í t u l o  s e g u i n t e  a b o r d a  i n i c i a l m e n t e  a m o d e l a -  

gem d e  r ê d e s  r e s i s t i v a s  e  r ê d e s  - R C .  D e p o i s  é f o r m u l a d o  um 

p r o b l e m a  d e  o t i m i z a ç ã o  em g r a f o s  q u e  é r e l a c i o n a d o  a o  p r o b l e  - 
ma d e  r ê d e  r e s i s t i v a .  E s t u d a m o s  a i n d a  c o n d i ç õ e s  d e  e x i s t ê n c i a  

e  u n i c i d a d e  d e  s o l u ç ã o  d ê s s e s  p r o b l e m a s .  

No c a p í t u l o  IU i n i c i a m o s  a a n á l i s e  d e  r ê d e s  R C  . - 
P a r a  g a r a n t i r m o s  a r e p r e s e n t a ç ã o  d o  c o m p o r t a m e n t o  d a  r ê d e  R C  - 
p o r  um s i s t e m a  d e  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s ,  e s t u d a r e m o s  d o i s  t i  - 
p o s  d e  p r o b l e m a s .  O p r i m e i r o  c o n s i s t e  em b u s c a r  s o l u ç õ e s  d a  

r ê d e  r e s i s t i v a , r e s u l t a n t e  d a  r e t i r a d a  d o s  c a p a c i t o r e s  d a  r;- 

d e  - R C .  O s e g u n d o  e n v o l v e  a r e s o l u ç ã o  d a  r ê d e  r e s i s t i v a  ob-  

t i d a  p e l a  s u b s t i t u i ç ã o  d o s  c a p a c i t o r e s  d a  r ê d e  p o r  f o n t e s  d e  

t e n s ã o .  V e r e m o s  q u e  a e x i s t ê n c i a  e  u n i c i d a d e  d e  s o l u ç ã o  d ê s -  

s e s  p r o b l e m a s  g a r a n t e m  a p o s s i b i l i d a d e  d e s s a  r e p r e s e n t a ç ã o  . 
O r e l a c i o n a m e n t o  e n t r e  ê s t e s  d o i s  p r o b l e m a s  é f e i t o  a t r a v é s  

d e  t é c n i c a s  d e  d u a l i d a d e  em p r o g r a m a ç ã o  c o n v e x a .  A i n d a  n e s t e  

c a p i t u l o  a b o r d a m o s  a q u e s t ã o  d a  e x i s t ê n c i a  e u n i c i d a d e  d e  s o  - 
l u ç ã o  d a  e q u a ç ã o  d e  e s t a d o  d a  r ê d e .  

F i n a l m e n t e ,  n o  c a p í t u l o  V a p r e s e n t a m o s  a p r o v a  d a  

e s t a b i l i d a d e  d a  r ê d e  - R C .  

~ o t a ~ ã o .  

P a r a  c a d a  i n t e i r o  - n  n ó s  d e n o t a m o s  p o r  Rn  o e s  - 
p a ç o  e u c l i d i a n o  - n  d i m e n s i o n a l ,  c u j o s  e l e m e n t o s  s ã o  n - t u  - 



p l a s  o r d e n a d a s  de números  r e a i s ,  que n ó s  c o n s i d e r a m o s  como 

v e t o r e s  c o l u n a s .  

Se x c  R", e n t ã o  p a r a  i = 172,...,n, 'i de- 

n o t a  a  i - g é s i m a  c o m p o n e n t e  de x .  Se x, y  ( Rn deno tamos  

o  p r o d u t o  e s c a l a r  p o r  

A norma p a r a  c a d a  x  C \iin é d e n o t a d a  p o r  

Se x, y  C n, n ó s  usamos a  n o t a G ã o  x  < y  p a r a  

i n d i c a r  que, p a r a  i = 1 , 2 , n ,  xi< yi. A n á l o g a m e n t e ,  x g y  

s i g n i f i c a  que,  p a r a  i = , 2 , . n ,  xi< yi. 

3 Se a, b  R d e n o t a r e m o s  p o r  [a,b] , (a,b] , [a ,b )  

e  (a,b)  o s  c o n j u n t o s :  

S e j a  z = {  il, i2, i z ] , ,  t a l  que 



4 I 

i .> ie p a r a  j > e. ~ n t ã o  s e y < X  m, denotamos p o r  
J % O 

s e g u i n t e  v e t o r  de Rz 

tamos p o r  

Dados d o i s  c o n j u n t o s  A e  B de Rn, B C A ,  deno - 
A-B o  c o n j u n t o :  

Dados d o i s  c o n j u n t o s  A e  B  C Rn denotamos o  

p r o d u t o  c a r t e s i a n o  p o r :  

L J 

Dados - n  c o n j u n t o s ,  11, 12, ... I denotamos p o r  n  

ao p r o d u t o  c a r t e s i a n o  d ê s t e s  c o n j u n t o s .  

Ac rescen tamos  a lgumas o b s e r v a ç õ e s  s o b r e  as r e f e r ê n  - 
tias. 0s c a p í t u l o s  numeramos em a l g a r i s m o s  romanos; exp res -  



sões  e  p a r á g r a f o s  em a l g a r i s m o s  a r á b i c o s .  Com a l g a r i s m o  ar; - 
b i c o  e n t r e  p a r ê n t e s e s  i n d i c a m o s  uma r e f e r ê n c i a  a  uma e x p r e s -  

são ou p a r á g r a f o  no mesmo c a p i t u l o .  P a r a  r e f e r e n c i a r  e x p r e s  - 
sões  em o u t r o  c a p i t u l o ,  co l ocamos  a  numeração do c a p í t u l o  s e  - 
g u i d a  da  numeração  da e x p r e s s ã o  ( p o r  exemp lo  (11-10)) .  As 

r e f e r ê n c i a s  ao a p ê n d i c e  são  f e i t a s  a t r a v é s  de l e t r a s  s e g u i d a s  

do número da e x p r e s s ã o .  Exemplo:  ( v e r  A-15) .  

A b i b l i o g r a f i a  é a p r e s e n t a d a  no f i m  do t r a b a l h o ,  

em ordem a l f a b é t i c a  p o r  nome de a u t o r .  A r e f e r ê n c i a  b i b l i o -  

g r á f i c a  é a p r e s e n t a d a  e n t r e  p a r ê n t e s e s  e  i n d i c a  a  d a t a  de p u  - 
b l i c a ç ã o  do t r a b a l h o .  Exemplo:  G E O F F R I O N ( ~ ~ ) .  



DEFINICÕES E  TEOREMAS D A  TEORIA D O S  GRAFOS. 

Faremos n ê s t e  cap: tu lo  um resumo da t e o r i a  dos  

g r a f o s  f i n i t o s ,  p r o c u r a n d o  nos  l i m i t a r  aos  c o n c e i t o s  que, de 

uma f o r m a  o u  de o u t r a ,  empregaremos no d e c o r r e r  d ê s t e  t r a b a -  

l h o .  P a r a  i s t o ,  r e c o r r e r e m o s  f u n d a m e n t a l m e n t e  a  duas  o b r a s :  

a  do BERGE ( 6 2 )  que a p r e s e n t a  um e s t u d o  g e r a l  de g r a f o s ,  e  

PERSIANO ( 7 1 )  que se  l i m i t a  a  a l g u n s  c o n c e i t o s ,  po rém numa 

f u r m a l i z a ç ã o  b a s t a n t e  p r e c i s a .  

~ e f i n i ~ ã o  de q r a f o s .  

Vamos começar  d i z e n d o  o  que entendemos p o r  g r a f o s  

s i m p l e s .  

~ e f i n i ~ ã o :  Um q r a f o  s i m p l e s  é um p a r  o r d e n a d o  

( N , A ) ,  onde N é um c o n j u n t o  f i n i t o  e  A C N  x N. 



Os e l e m e n t o s  de N são  os  n ó s  do q r a f o  s i m p l e s .  

E os  e l e m e n t o s  de A os  ramos do mesmo. 

A O e f i n i ç ã o  (1) pode  s e r  m e l h o r  i n t e r p r e t a d a  m e d i  - 
a n t e  um exemplo.  

Exemplo I :  S e j a  um g r a f o  s i m p l e s  G = ( N , A )  onde:  

Podemos r e p r e s e n t a r  G, p o r  uma f i g u r a  g e o m é t r i c a  

onde o s  n ó s  são  s i m b o l i z a d o s  p o r  c i r c u l o s  e  c a d a  ramo p o r  

segmento  de l i n h a  c o m p r e e n d i d o  e n t r e  d o i s  nós, c o n f o r m e  F i g u  - 

F i q u r a  1. 

As s e t a s  da f i g u r a  são  f u n d a m e n t a i s  p o r q u e  i n d i  - 
cam a  o r i e n t a ç ã o  dos  ramos:  os  ramos (b,d)  e  (d ,b)  de A são  

c o n s i d e r a d o s  ramos d i s t i n t o s .  



F a ç a m o s  a g o r a  um r a c i o c i n i o  i n v e r s o .  I s t o  é: d a d a  

uma f i g u r a  g e o m é t r i c a  c o m p o s t a  d e  c i r c u l o s  e  d e  s e g m e n t o s  d e  

l i n h a  o r i e n t a d o s  e n t r e  o s  c i r c u l o s ,  e s t a m o s  i n t e r e s s a d o s  em 

s a b e r  s e  e s t a  f i g u r a  p o d e  o u  n ã o  r e p r e s e n t a r  um g r a f o  s i m p l e s  

P a r a  e s c l a r e c e r ,  t o m e m o s  um e x e m p l o .  

E x e m p l o  11: S e j a  a F i g u r a  2. Ela  d i f e r e  d a  F i g u  - 
r a  1 p o r  um s e g m e n t o  d e  l i n h a  o r i e n t a d o  a mais ,  e n t r e  o s  c í r -  

c u l o s  - b e - d .  V e j a m o s  s e  e l a  p o d e  o u  n ã o  r e p r e s e n t a r  um g r a f o  

s i m p l e s .  

F i q u r a  2 .  

A p l i c a n d o  um r a c i o c í n i o  a n á l o g o  d i r í a m o s :  o s  s e g -  

m e n t o s  d e  l i n h a  d e v e m  r e p r e s e n t a r  o s  r a m o s  d e  um g r a f o  s i m  - 
f p l e s  G t ,  ass im como o s  c i r c u l o s ,  s e u s  n ó s .  ~ e r í a m o s  e n t ã o  : 

G 1  = (N',A') o n d e :  



T i v e m o s  q u e  d u p l i c a r  ( b , d )  em uma t e n t a t i v a  d e  

c a r a c t e r i z a r  como r a m o ,  o  s e g m e n t o  d e  l i n h a  q u e  a c r e s c e n t a -  

mos  e n t r e  - b e - d .  A c o n t e c e  q u e  o  c o n j u n t o  A '  é i g u a l  a o  

c o n j u n t o  A d o  e x e m p l o  a n t e r i o r ,  ass im c o m o  o  c o n j u n t o  N' é 

i g u a l  a N .  Em o u t r a s  p a l a v r a s :  o  r e f e r i d o  s e g m e n t o  d e  li - 
n h a  f i c o u  d e s c a r a c t e r i z a d o  c o m o  um n o v o  r a m o .  P o r t a n t o ,  a F i  - 
g u r a  2  n ã o  r e p r e s e n t a  um g r a f o  s i m p l e s .  

Na m o d e l a g e m  d e  s i s t e m a s ,  m u i t a s  s i t u a ç õ e s  s ó  po- 

dem o u  d e v e m  s e r  r e p r e s e n t a d a s  g r à f i c a m e n t e  p o r  e s q u e m a s  com 

c a r a c t e r ~ s t i c a s  s e m e l h a n t e s  a o  d a  F i g u r a  2 .  P o r t a n t o ,  é n e -  

c e s s á r i o  e x t e n d e r  o  c o n c e i t o  d e  g r a f o s  d e  modo a a b r a n g e r  

t a m b é m  ê s t e s  c a s o s ,  e ,  d e s e n v o l v e r  uma t e o r i a  b a s e a d a  n ê s t e  

c o n c e i t o .  Na r e a l i d a d e  i s t o  já  f o i  f e i t o  s o b  d i v e r s a s  f o r m a s  

e p o r  d i v e r s o s  a u t o r e s  t a i s  c o m o :  B E R G E ( ~ ~ ) ,  1 ~ 1 ( 6 9 ) , e t c .  

U m  g r a f o  como ê s t e  é d i t o  p o s s u i r  r a m o s  m Ú l t i p l o s .  

Em n o s s o  t r a b a l h o ,  s a l v o  m e n ç ã o  em c o n t r á r i o ,  o s  g r a f o s  t r a -  

t a d o s  p o d e m  t e r  r a m o s  m Ú l t i p l o s .  

2  ~ e f i n i ç ã o :  U m  g r a f o  é uma t r i p l a  o r d e n a d a  

( N , A , K )  o n d e  N é um c o n j u n t o  f i n i t o ;  K 8 um 

c o n j u n t o  f i n i t o ,  c o n t i d o  n o  c o n j u n t o  d o s  n a t u r a i s  

e  A C N  x  N x  K .  

A ~ e f i n i ç ã o  2  e x t e n d e  a i d é i a  d e  g r a f o  s i m p l e s  , 
p e r m i t i n d o  a  e x i s t ê n c i a  d e  v á r i o s  r a m o s  u n i n d o  d o i s  n ó s  : 

( a , b , l ) ,  ( a , b , 2 ) ,  ... , ( a , b , k )  c A s ã o  r a m o s  d i s t i n t o s .  / 



~ a n t ê m ,  p o r  o u t r o  l a d o ,  a  o r i e n t a ç ã o  d o s  ramos :  

( a , b , l )  e  ( b , a , l )  '€ A s ã o  ramos  d i s t i n t o s  que  

unem o s  mesmos d o i s  n ó s  - a  e  b  com o r i e n t a ç ã o  i n v e r s a .  - 
Se v o l t a r m o s  a g o r a  p a r a  a  f i g u r a  2  v e r e m o s  que,  / 

de a c o r d o  com a  ~ e f i n i ç ã o  2, e l a  r e p r e s e n t a  o  g r a f o  ( N , A , K ) ,  

onde:  

F o r m a l m e n t e ,  g r a f o s  s i m p l e s  não  s ã o  g r a f o s ;  mas , 
um g r a f o  s i m p l e s  ( N ' , A ' ) ,  p o d e  s e r  i d e n t i f i c a d o  com o  g r a f o  

( N , A , K )  onde :  

 través d e s t a  i d e n t i f i c a ç ã o  c o n s i d e r a r e m o s  g r a f o s  

s i m p l e s  como g r a f o s .  

I n v e r s a m e n t e ,  um g r a f o  G = ( N , A , K )  s e r á  d i t o  g r a  - 
f o  s i m p l e s ,  e  d e n o t a d o  p o r  ( N , A ) ,  quando  G s a t i s f i z e r  a: 

(a ,b ,k )  E A + j E K ,  j f  k )  ( a , b , j )  6 A 



Ou s e j a :  quando G não p o s s u i r  ramos m Ú l t i p l o s .  

Um s u b - g r a f o  de G = ( N , A , K )  é um g r a f o  (x ,u ,K)  

onde X C  N e  U é c o n s t i t u i d o  de t o d o s  os  ramos de A que 

l i g a m  d o i s  nós  de X. Po r  sua  vez ,  um g r a f o  p a r c i a l  de G é 

um g r a f o  ( V , )  onde V C A .  

Dado um ramo o( = ( yl, 7 2, j) E A de um g r a f o  

(N ,A ,K)  denominam-se 71 e 7'2 
e x t r e m i d a d e s  do ramo 0( . 

Cumo e x i s t e  uma o r i e n t a ç ã o  de Ti p a r a  
7 2 '  71 é c h a  - 

mado e x t r e m i d a d e  i n i c i a l  e  
7 2  

e x t r e m i d a d e  t e r m i n a l .  

Dado um g r a f o  (N ,A ,K )  chama-se ramo e m e r g e n t e d o  

nó 7 C N, a  t o d o  ramo com e x t r e m i d a d e  i n i c i a l  . Ao pas  - 
so que, ramo i m e r q e n t e  ao nó é t o d o  ramo com e x t r e m i d a  - 
de t e r m i n a l  7) . O c o n j u n t o  dos ramos i m e r g e n t e s  a  (7 c N 

r e p r e s e n t a r e m o s  p o r  W( ) e  o  c o n j u n t o  dos ramos emergen - 
t e s  p o r  d ( 7 ) .  Ou s e j a :  

Podemos g e n e r a l i z a r  ê s t e  c o n c e i t o  de i n c i d ê n c i a  , 
p a r a  um s u b - c o n j u n t o  X C N d e f i n i n d o :  



? 9 U ~ N  ,., 
Dizemos  que d o i s  nós  q u a i s q u e r  sao  

nós  a d j a c e n t e s  se  O ( ? )  n O ( T ) # $  e  o( , A - 
são ramos  a d j a c e n t e s  se  3 7 c N t a l  que 0( 0 ( '1 ) 
e  (3 E L) ( 7 ) .  D izemos  também que um nó 7 N é a d j a -  

c e n t e  ao r a m o w C  A ,  s e  o( E a(?). 

Exemplo I11 : C o n s i d e r a n d o  o  g r a f o  r e p r e s e n t a d o  

p e l a  F i g u r a  2 :  

O nó - a  e  o  nó são  a d j a c e n t e s ,  ao p a s s o  que 

I N N 

O S  nos  a  e  e  nao o  sao.  - - 
Os ramos ( a , b , l )  e  ( d , a , l )  são  a d j a c e n t e s ,  mas 

o s  ramos ( b , d , l )  e  ( a , c , l )  não o  são.  

C a d e i a s  e  c i c l o s .  - 
De a g o r a  em d i a n t e  quando n o s  r e f e r i r m o s  a  um 

g r a f o  G = ( N , A , K )  e s t a r e m o s  supondo que N possue  - n  e l e  - 
mentes e  A m. E c o n v e n c i o n a r e m o s :  - 



S e j a m  r e b d o i s  n ó s  d e  G .  

~ e f i n i ~ ã o :  Uma f a m l l i a  ( ( 3 i ) i  I ,  1 ={1,2...q} 

d e  r a m o s  d e  A ,  é uma c a d e i a  d e  X a  b s e  e x i s  
V 

- 
t i r  uma f a m i l i a  ( 8 j ) j  t 

J = { 1 , 2  ...q + I} d e  

n ó s  d e  N t a l  q u e :  

0 s  n ó s  3 e b s ã o  d i t o s  e x t r e m i d a d e s  i n i c i a l  e 

t e r m i n a l  d a  c a d e i a ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  

U m  g r a f o  ( N , A , K )  é d i t o  c o n e x o ,  s e  p a r a  c a d a  

p a r  d e  n ó s  
? i 9  7j A i ,  j = 1 2 .  n  e x i s t i r  uma ca- 

d e i a  u n i n d o  7i a '$* 

E m  n o s s o  t r a b a l h o  t r a t a r e m o s  a p e n a s  d e  g r a f o s  c o  - 
n e x o s .  

~ e f i n i ~ ã o :  U m  c i c l o  d e  um g r a f o  ( N , A , K )  é uma 

c a d e i a  f o r m a d a  p o r  r a m o s  d i s t i n t o s  d e  A em q u e  

a s  e x t r e m i d a d e s  i n i c i a l  e  k e r m i n a l  c o i n c i d e m .  

E m  o u t r o s  t ê r m o s :  uma c a d e i a  ( p i )  i = 1 , 2  . . .q  

d o  g r a f o  ( N , A , K )  é um c i c l o  q u a n d o :  



E x i s t e  uma s e q u ê n c i a  ( g j ) j c  J , J = ( 1 , 2 , .  t a l  q u e :  

" 6 

11 U m  c i c l o  é e l e m e n t a r  q u a n d o  a  s e q u e n c i a  ( l j )  

n a  ~ e f i n i ~ ã o  ( 1 0 )  é c o n s t i t u i d a  d e  n ó s  d i s t i n t o s .  

Dado um c i c l o  d e  um g r a f o  G e  o  

c o n j u n t o  ~ ( 6 )  = {;61, Ú 2  ... lq} N d e  n ó s  d e  G 

p e l o s  q u a i s  p a s s a  o  c i c l o  6 ( v e r  1 0 ) ,  c o n s i d e r e m o s  o  v e t o r  

r C Rim d e f i n i d o  p o r :  

1 2  1 s e  W i =  Pj  e p j C 3 ( 1 j )  1 P a r a  a l g u m  

- -1 s e  O( i 
= Pj j C {w. .q} ri - 

O c i c l o  6 f i c a  bem c a r a c t e r i z a d o  p e l o  v e t o r  

r 6 IRm d e f i n i d o  em ( 1 2 )  p o i s  o s  r a m o s  d e  6 s ã o  d i s t i n t i s .  

I s t o  s i g n i f i c a  q u e  um c i c l o  p o d e  s e r  r e p r e s e n t a d o  v e t o r i a l  - 
m e n t e .  De a g o r a  em d i a n t e ,  q u a n d o  n o s  r e f e r e n c i a r m o s  a um 

c i c l o ,  u s a r e m o s  i n d i s t i n t a m e n t e  a  l e t r a  r p a r a  d e s i g n a r  , 
s e j a  a  f a m i l i a  s e j a  o  v e t o r  c i c l o .  

Dado um g r a f o  G = (N,A,K) o s  c i c l o s  , . .  r r  



d e  G s ã o  c i c l o s  d e p e n d e n t e s  q u a n d o :  3 a # O ,  a C t a l  

q u e :  

+ ... + a r r  = O . C a s o  r 

c o n t r á r i o  ê l e s  s ã o  d i t o s  i n d e p e n d e n t e s .  

~ e f i n i ~ ã o :  Uma b a s e  f u n d a m e n t a l  d e  c i c l o s  d e  um 

g r a f o  G ,  6 um c o n j u n t o  B d e  c i c l o s  e l e m e n t a  - 
r e s  i n d e p e n d e n t e s ,  t a l  q u e ,  q u a l q u e r  c i c l o  d e  G 

p o d e  s e r  e s c r i t o  como uma c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  d e  B.  

Em s e g u i d a ,  e n u n c i a m o s  um t e o r e m a  q u e  e s t a b e l e -  

c e  a d i m e n s ã o  d e  uma b a s e  f u n d a m e n t a l  d e  c i c l o s .  

1 4  T e o r e m a :  S e j a  G um g r a f o  c o n e x o  com - n  n ó s  e 

m r a m o s .  A d i m e n s ã o  d e  q u a l q u e r  b a s e  d e  c i c l o s  - 

D e m o n s t r a ç ã o :  V e r  B E R G E ( ~ Z )  p a g .  1 2 6 .  

Á r v o r e s  e  ~ o á r v o r e s .  

~ e f i n i ç ã o :  Uma á r v o r e  é um g r a f o  s i m p l e s  c o n e x o  

e sem c i c l o s  c o n s t i t u i d o  d e  p e l o  m e n o s  d o i s  n ó s .  

D i z e r  q u e  um g r a f o  s i m p l e s  H = ( x , u )  com p e l o  

m e n o s  d o i s  n ó s  é uma á r v o r e  e q u i v a l e  a :  

a )  H n ã o  p o s s u i  c i c l o s  e  tem n  - 1 r a m o s .  

o u  

b )  H é c o n e x o  e  p o s s u i  n- 1 r a m o s .  



c )  H não p o s s u i  c i c l o s  e  a c r e s c e n t a n d o - s e  um 

ramo c r i a - s e  um c i c l o ,  e  sòmente um. 

Exemplo I V :  No g r a f o  r e p r e s e n t a d o  p e l a  F i g u r a  2 

o  s u b - g r a f o  p a r c i a l  H = (x ,u)  onde: 

r e p r e s e n t a  uma á r v o r e .  

Uma á r v o r e  H é uma á r v o r e  de G, s e  H é um 

g r a f o  p a r c i a l  de G. P a r a  que um g r a f o  q u a l q u e r  G = ( N , A , K )  

a d m i t a  uma á r v o r e  H = (N,u) b a s t a  que G s e j a  conexo.  

1 6  Teorema: Sejam um g r a f o  conexo  G = ( N , A , K )  e  

uma á r v o r e  (N,u) de G. ~ n t ã o  p a r a o (  A-U o  

g r a f o  ( N , u ( J \ ~ (  i\ , K )  possue  um e  sòmente um 

c i c l o  ri. O c o n j u n t o  de t o d o s  os  c i c l o s  a s s i m  

o b t i d o s  f o r m a  uma base  f u n d a m e n t a l  de c i c l o s  deG. 

,.a 

~ e m o n s t r a ç ã o :  Os c i c l o s  ri sao  i n d e p e n d e n t e s ,  

p o i s  cada  um con tém p e l o  menos um ramo que não p e r t e n c e  aos 

demais.  

O número de c i c l o s  ri fo rmados ,  s e r á :  número de 

ramos de A menos número de ramos de U . Ou s e j a :  

m - ( n  - 1) = m - n  + 1 = r ( ~ ) ,  p o i s  U tem n - 1 ramos. 

De a c o r d o  com o  Teorema ( 1 4 )  e a  ~ e f i n i ç ã o  ( 1 3 )  os  d i v e r  - 



s o s  ri formam uma base  f u n d a m e n t a l  de c i c l o s .  

1 7  ~ e f i n i ~ ã o :  Dado um g r a f o  conexo  G =(N,A,K), um 

g r a f o  p a r c i a l  (N,B,K)  de G é uma c o á r v o r e  de G 

s e  (N,A-B,K)  é uma á r v o r e .  

Como t o d a  á r v o r e  (N,u)  de um g r a f o  G = (N ,A ,K)  

tem ( n  - 1) ramos ( N  tem - n  n ó s ) ,  e n t ã o  t o d a  c o á r v o r e  de G 

tem rn - n  + 1 = r ( ~ )  ramos. Revendo o  Teorema ( 1 6 ) ,  c o n c l u i  - 
s e  a i n d a  que cada  ramo de uma dada c o á r v o r e  de G,  d e t e r m i n a  

b . i un i voca rnen te  um c i c l o  de uma base  f u n d a m e n t a l  de  c i c l o s  

de G . 
F l u x o s  e  ~ e n s õ e s .  

I n i c i e m o s  ê s t e  p a r á g r a f o  i n t r o d u z i n d o  o  c o n c e i t o  

de m a t r i z  de i n c i d ê n c i a .  Como t e r e m o s  o c a s i ã o  de o b s e r v a r  , 
Y 

a  nosão de m a t r i z  de i n c i d ê n c i a  de um g r a f o ,  na0 e x i g e  que o  

mesmo s e j a  conexo.  

S e j a  G = ( N , A , K )  um g r a f o  q u a l q u e r  onde:  

Cons t ruamos um v e t o r  b j  C P C ~  a s s o c i a d o  a  um nó 

7j N, onde cada  componente b i ,  i = 1,2 ... rn é d e f i n i d a  



p o r :  

1 8  

j P o r  ( 1 8 ) ,  v e r i f i c a m o s  q u e  o  v e t o r  b  c a r a c t e r i z a  

bem o  c o n j u n t o  d e  r a m o s  i n c i d e n t e s  ( i m e r g e n t e s  e / o u  e m e r g e n -  

t e s )  a o  n ó  T j E  N. ~ ê s s e  m o d o ,  o  c o n j u n t o  a( T j )  p a s s a  

a t e r  uma r e p r e s e n t a ç ã o  v e t o r i a l .  O s:mbolo ( 7 j )  s e r á  

e m p r e g a d o ,  d e p e n d e n d o  d a  c o n v e n i ê n c i a ,  s e j a  p a r a  r e p r e s e n t a r  

o  v e t o r  b j ,  s e j a  o  c o n j u n t o .  

De ( 1 8 ) ,  v a r i a n d o  j d e  1 a - n  c a r a c t e r i z a m o s  a  

e s t r u t u r a  t o p o l Ó g i c a  d o  g r a f o  G .  I s t o  é: o  c o n j u n t o  d e  v e  - 
t o r e s  a( 7 .) , j = 1 , 2  . . . n  d e f i n e  a s  r e l a G Õ e s  d e  

J 
a d j a c ê n c i a s  e n t r e  n ó s  e  r a m o s  d o  g r a f o  G .  

A t o p o l o g i a  d e  G p o d e  s e r  r e p r e s e n t a d a  p o r  uma 

ma t r i z  M ,  n  x m ,  c u j o s  e l e m e n t o s  M j i  , j = 1, 2  ... n ;  

i = 1, 2 ... m s ã o  d e f i n i d o s  p o r :  

A m a t r i z  M 6 a m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  d o  g r a f o  

( ~ ~ , A , K )  

O c o n c e i t o  d e  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  n o s  p e r m i t e  d e  

f i n i r  f l u x o s  e t e n s õ e s  d e  um g r a f o ,  numa f o r m a  mais e l e g a n -  



t e .  De a g o r a  em d i a n t e  a l e t r a  M s e r á  r e s e r v a d a  p a r a  

r e p r e s e n t a r  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a .  

2 0  ~ e f i n i ç ã o :  U m  v e t o r  yt 6 um f l u x o  d e  um 

q r a f o  ( N , A , K )  s e  

C a d a  c o m p o n e n t e  
LPi 

d o  v e t o r  \4 é c h a m a d a  

d e  f l u x o  d o  r a m o  O( i. 

Na r e a l i d a d e  a c o n d i ç ã o  ( 2 1 )  é s e m e l h a n t e  a l e i  

d e  K i r c h h o f f  p a r a  c o r r e n t e s  e l é t r i c a s  ( u e r  1 1 1 + ( a  )). I s t o  6 :  

impõe c o n s e r v a ç ã o  d e  f l u x o  em c a d a  n ó  d e  G ,  De f a t o ,  s e  

o b s e r v a r m o s  a ~ e f i n i ~ ã o  ( 1 9 )  e  a c o n d i ç ã o  ( 2 1 )  c o n c l u ~ m o s :  

A e q u a ç ã o  ( 2 2 )  n o s  d i z  q u e ,  p a r a  c a d a  n ó  7 0  
d e  G ,  a s o m a  d o s  f l u x o s  n o s  r a m o s  e m e r g e n t e s  é i g u a l  a s o  - 
ma d o s  f l u x o s  n o s  r a m o s  i m e r g e n t e s .  

8 

O T e o r e m a  a p r e s e n t a d o  em s e g u i d a ,  q u e  n o s  s e r a  

Ú t i l  n o  C a p .  111, e s t a b e l e c e  uma r e l a ç ã o  e n t r e  o  e s p a ç o  d e  

f l u x o s  d e  um g r a f o  e  uma b a s e  f u n d a m e n t a l  d e  c i c l o s  d ê s t e  

g r a f o .  



T e o r e m a :  S e j a m  um g r a f o  c o n e x o  G = ( N , A , K )  com 

m r a m o s  e  n  n ó s  e H = ( N , B )  uma á r v o r e  d e  G ,  - - 
e { ,  r2,  ..., rr  a  b a s e  f u n  - 

d a m e n t a l  d e  c i c l o s  g e r a d a  p e l o s  r a m o s  d e  

A-B D{W l ,  H 2 ,  .., O(r]  . 
Todo  f l u x o  c Rm d e  G 6 u n i v o c a m e n t e  d e t e r -  

m i n a d o  p o r  s e u s  v a l o r e s  n o s  r a m o s  d e  A-B p e l a  

,., 
e x p r e s s a o :  

I n v e r s a m e n t e ,  t o d a  c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  d o s  c i c l o s  t" 
é um f l u x o .  

~ e m o n s t r a ~ ã o :  Ver B E R G E ( ~ ~ )  p a g ,  1 4 4 .  

S e j a  B = {r1, , , r r }  uma b a s e  f u n d a -  

m e n t a l  d e  c i c l o s  d e  um g r a f o  c o n e x o  G com m r a m o s  e n  n ó s ,  - - 
A m a t r i z  f u n d a m e n t a l  d e  G g e r a d a  p e l a  b a s e  B é a  c a t r i z  , 
m x r ,  d a d a  p o r :  



Exemp lo  V :  S e j a  G = ( N , A , K )  o  g r a f o  c o n e x o  

com 5 n ó s  e  1 0  ramos,  N = {a,b,c,d,e } ; ~ = { 1 , 2 )  e  

r e p r e s e n t a d o  p e l a  F i g u r a  3. 

C o n s i d e r e m o s  a á r v o r e  H = (N,B)  onde :  

No c a s o ,  o s  ramos  O(i i =  1,2 ... 6 A-B e  

qi i = 7,8,9,10 C B. 



A m a t r i z  fundamenta l  de G s e r á  en t ão :  

De uma maneira g e r a l ,  a  l e i  de formação da m a t r i z  

fundamenta l  de um g r a f o  G nos p e r m i t e  e s c r e v e r :  

Por - I r epresen tamos  a  m a t r i z  i d e n t i d a d e  r x r .  



P e l o  Teorema ( 2 3 ) ,  podemos c o n c l u i r  que €v é 
- 

um f l u x o  s e  e  s ó  s e  y =  S Y  p a r a  a l g u m  TcRr. 

2 6  ~ e f i n i ~ ã o :  Dado um g r a f o  G com - n  n ó s  e  - m 

r a m o s  d i z e m o s  que  o  v e t o r  e cRm é uma t e n s ã o  

! 
e = - M p  

p a r a  a l g u m  C Rn. 

Cada c o m p o n e n t e  i do v e t o r  @ C  mm é chamada 

d e  t e n s ã o  do ramo q de G. i 

Chamamos v e t o r  p o t e n c i a l  d e  G, ao  v e t o r  p  C Rn 
d a  e x p r e s s ã o  ( 2 7 ) .  A c o m p o n e n t e  d e  p  é d i t a  p o t e n c i a l  

Dado um g r a f o  G = (N,A,K)  e  = ( Yt, Y s , k ) t A  

e n t ã o  d e  ( 1 9 )  e  ( 2 7 ) :  

A e x p r e s s ã o  ( 2 8 )  n o s  d i z  q u e  a  t e n s ã o  O i  do ramo 

O( i de G 6 i g u a l  a  d i f e r e n ~ a  e n t r e  o s  p o t e n c i a i s  d o s  n ó s  

Y S  e 7t  N ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  

Se y e R m  6 um f l u x o  de G e  e tRm uma t e n s ã o  

podemos a f i r m a r  que:  



A c o n d i ç ã o  ( 2 9 )  é f à c i l m e n t e  v e r i f i c a d a  p o r  ( 2 1 )  

e ( 2 7 ) .  

Uma m a n e i r a  e q u i v a l e n t e  d e  d i z e r  q u e  um v e t o r  

e C R m  é uma t e n s ã o  d e  um g r a f o  G é d i z e r  q u e :  

o n d e  S é a  m a t r i z  f u n d a m e n t a l  d e  G . 
A c o n d i ç ã o  ( 3 0 )  é uma m a n e i r a  r e s u m i d a  d e  d i z e r  

q u e :  

31 ( r , 0 = O p a r a  q u a l q u e r  c i c l o  d e  G. 

A c o n d i ç ã o  ( 3 1 )  é s e m e l h a n t e  a  l e i  d e  K i r c h h o f f  

p a r a  t e n s õ e s  e l é t r i c a s  ( e  I - 6 ) )  I s t o  é: t a l  como 

n o s  c i r c u i t o s  e l é t r i c o s ,  a  soma  d a s  t e n s õ e s  a o  l o n g o  d o s  

r a m o s  d e  um c i c l o  d e  um g r a f o  é z e r o .  

S e  ( N , B ) é uma á r v o r e  d o  g r a f o  G p o d e - s e  

d e m o n s t r a r  ( v e r  B E R G E ( ~ ~ )  p a g .  1 5 3  ) q u e  e x i s t e  uma m a t r i z  

D , m x  ( n - 1 )  , t a l  q u e  t o d a  t e n s ã o e d e  G p o d e  s e r  r e p r e s e ;  

t a d a  p o r :  

o n d e  eB é o  v e t o r  c u j a s  c o m p o n e n t e s  s ã o  t e n s õ e s  d o s  r a m o s  d a  

á r v o r e  ( N , B ). 



Iniciamos nêste capitulo o estudo de rêdes resis- 

tivas. Problemas de rêdes resistivas serão formulados como 

problemas em grafos: primeiramente, como um problema algébri - 
co, e, em seguida, como um problema de otimização. 

Na ~ e c ç ã o  2, apresentamos um modêlo de rêdes e- 

létricas, dizendo o que entendemos por resistores e capacito - 
res e formulamos problemas de rêdes elétricas como problemas 

em grafos. Na secção 3, apresentamos o problema de transpor 

te que é um problema de otimização em grafos, e, mostramos 

na Secção 4, como um problema de rêde resistiva, sob certas 

hipóteses, pode ser transformado em um problema de transpor- 

te, 

A secção 5 aborda a questão de existência e unici - 
dade de solução de problemas de transporte, o que servirá 

de base para o estabelecimento de condições de existência e 

unicidade de solução de rêdes resistivas. 



S E C Ç Ã O  2 - M O D ~ L O S  DE CIRCUITOS. 

A p r e s e n t a r e m o s  p r i m o r d i a l m e n t e  n e s t a  secção  d o i s  

t i p o s  de modê los  p a r a  " d i s p o s i t i v o s  e l é t r i c o s u :  um que cha- 

maremos de r e s i s t o r  e  o  o u t r o  de c a p a c i t o r .  Em s e g u i d a  i n t r o  - 
, d u z i r e m o s  o  c o n c e i t o  de r ê d e  r e s i s t i v a ,  p a r a  d e p o i s  d e f i n i r  

p r o b l e m a  e  s o l u ç ã o  de r ê d e  r e s i s t i v a .  No f i n a l ,  d e f i n i r e m o s  

r ê d e  - R C  e  a l g u n s  p r o b l e m a s  c o r r e l a c i o n a d o s .  

A n t e s  de a p r e s e n t a r  o  c o n c e i t o  de r e s i s t o r ,  vamos 

d i z e r  o  que entendemos p o r  c u r v a .  

1 D e f i n i ç ã o :  Uma c u r v a  é um c o n j u n t o  C c com 

i n t e r i o r  v a z i o ,  t a l  que:  

onde  f :  1-R' é uma f u n ç ã o  c o n t i n u a  e  i n j e t o -  

r a  e  I um i n t e r v a l o  d e R .  

Uma c u r v a  pode  s e r  r e p r e s e n t a d a  p e l o  desenho de 

uma l l l i n h a ' l  no p l a n o .  A D e f i n i ç ã o  (1) g a r a n t e  que e s t a  li- 

nha é c o n t i n u a  e  não possue  l a ç o s .  



P o r  ( 1 )  a s  f i g u r a s  ( a )  e 1 -  r e p r e s e n t a m  

.-, 
c u r v a s  a o  p a s s o  q u e  1 - ( c )  n a o .  

A 

2  u m  r e s i s t o r  B uma c u r v a  em 9'. P o r  v e z e s  n o s  

r e f e r i m o s  à c u r v a  como c u r v a  c a r a c t e r i s t i c a  d o  r e s i s t o r .  S e  

(8 ,q ) 6 C o n d e  C é um r e s i s t o r  e n t ã o  8 é uma d i f e r e n ç a  

d e  p o t e n c i a l  ( o u  t e n s ã o )  d o  r e s i s t o r  e IQ uma c o r r e n t e  ( o u  

f l u x o )  a t r a v é s  d o  r e s i s t o r .  

3 Uma c u r v a  C C R é um r e s i s t o r  c o n t r o l a d o  p o r  

t e n s ã o  s e  e x i s t i r  um i n t e r v a l o  I C R  e uma f u n ç ã o  h : ~ - + -  

t a l  q u e  s e  ( e  , y  ) 6 C e n t ã o  ? = h ( @  ) .  ~ n á l o g a m e n t e ,  c c a 2  

é um r e s i s t o r  c o n t r o l a d o  p o r  c o r r e n t e  s e  e x i s t i r  um i n t e r v a  - 

e n t ã o  e = w ( ' f ) .  

No c a s o  d e  " c i r c u i t o s  e l é t r i c o s " ,  d i f e r e n ç a s  d e  

p o t e n c i a l  e c o r r e n t e s  s ã o  e n t i d a d e s  f i s i c a s .  C o s t u m a - s e  c h a -  

mar d e  " r e s i s t o r "  a o  d i s p o s i t i v o  o n d e  o s  v a l o r e s  d e  d i f e r e n -  

ç a s  d e  p o t e n c i a l  e c o r r e n t e ,  " a d m i s s i v e i s  s i m u l t â n e a m e n t e " ,  

Z g e r a m  uma c u r v a  emR . O c o m p o r t a m e n t o  d ê s t e  t i p o  d e  d i s p o  

s i t i v o ,  q u a n d o  i n t e r c o n c t a d o  em a l g u m  c i r c u i t o ,  p o d e  se r  p e r  - 
f e i t a m e n t e  d e t e r m i n a d o  com a u x i l i o  d e s t a  c u r v a .  E l a  r e p r e s e n  - 
t a  um m o d ê l o  p a r a  o  d i s p o s i t i v o  e  6 a  ê s s e  m o d ê l o  q u e  chama- 

mos d e  r e s i s t o r .  

D e v i d o  s u a  i m p o r t â n c i a ,  c e r t o s  t i p o s  d e  r e s i s t o r e s  

tomam nomes  p a r t i c u l a r e s .  A t i t u l o  d e  e x e m p l o  c o n s i d e r e m o s  o s  



- 
d o i s  r e s i s t o r e s  a b a i x o ,  o n d e  0 e  . 

O r e s i s t o r  C1 é c h a m a d o  f o n t e  d e  d.p.  d e  v a l o r 8  

e o  r e s i s t o r  C 2  f o n t e  d e  c o r r e n t e  d e  v a l Ô r y  . E m  p a r t i c u  - 
l a r  C1 é um r e s i s t o r  c o n t r o l a d o  p o r  c o r r e n t e  a o  p a s s o  q u e  

C 2  é c o n t r o l a d o  p o r  t e n s ã o .  

Uma v e z  q u e  c a r a c t e r i z a m o s  r e s i s t o r ,  d e f i n a m o s  

r ê d e  r e s i s t i v a .  

4 Uma r ê d e  r e s i s t i v a  é um p a r  ( G , F )  o n d e  G é um 

g r a f o  e F: A - p ( n 2 ) ,  o n d e  A é o  c o n j u n t o  d e  r a m o s  d e  

G ,  é t a l  q u e  p a r a  c a d a  w t A F(%) é um r e s i s t o r .  

d i z e m o s  q u e  C i  é O r e s i s t o r  a s s o c i a d o  a o  r a m o  0( e  G 6 i 

o  q r a f o  a s s o c i a d o  à r ê d e  ( ~ , f ) .  

P o r t a n t o  uma r ê d e  r e s i s t i v a  é um g r a f o  com res is-  

t o r e s  a s s o c i a d o s  a  s e u s  r a m o s .  

Q u a n d o  o s  e l e m e n t o s  d e  um c i r c u i t o  e l é t r i c o  pude -  

rem s e r  m o d e l a d o s  p o r  r e s i s t o r e s ,  a r ê d e  r e s i s t i v a  s e r á  um 

bom m o d ê l o  p a r a  ê s t e  c i r c u i t o .  

S e j a  uma r g d e  r e s i s t i v a  com um g r a f o  a s s o c i a d o  G .  

S u p o n h a  q u e  G p o s s u a  - m r a m o s ,  - n  n ó s  e q u e  M é a  s u a  



m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a .  O p r o b l e m a  f u n d a m e n t a l  d e  r ê d e s  r e s i s  - 
t i v a s  é f o r m u l a d o  como:  

5 ( P F R )  E n c o n t r a r ,  s e  e x i s t i r ,  um p a r  

- t 

b )  Q = - M  p  p a r a  a l g u m  p 6 R n  

S e  ( e  ,q ) s a t i s f a z  a s  c o n d i ç ã e s  a ) ,  b ) ,  e c )  

e n t ã o  ( , ) é d i t o  s o l u ç ã o  d a  r ê d e  r e s i s t i v a  o u  s o l u ç ã o  

d o  ( P F R ) .  A i n d a  n ê s s e  c a s o ,  d i z e m o s  q u e  é a t e n s ã o  s o -  

l u ç ã o  d e  ( P F R )  e  o  f l u x o  ( o u  c o r r e n t e ) ,  s o l u ç ã o  d e  (PFR) .  

O ( P F R )  e o  p r o b l e m a  d e  e n c o n t r a r  c o r r e n t e s  e 

d i f e r e n ç a s  d e  p o t e n c i a l  em um c i r c u i t o  e l é t r i c o ,  c o n s t i t u i d o  

p o r  d i s p o s i t i v o s  p a s s i v e i s  d e  r e p r e s e n t a ç ã o  p o r  r e s i s t o r e s  , 
s ã o  p r o b l e m a s  e q u i v a l e n t e s .  

De f a t o ,  num c i r c u i t o  e l é t r i c o  d ê s t e  t i p o ,  e s t a m o s  

i n t e r e s s a d o s  em e n c o n t r a r  p a r e s  d e  d . p .  e c o r r e n t e s  s a t i s f a  - 
z e n d o  c a d a  d i s p o s i t i v o  i s o l a d a m e n t e  e  q u e  a o  mesmo t e m p o  sa-  

t i s f a ç a m  a s  l e i s  d e  i n t e r c o n e x ã o  a b a i x o .  

6 a )  L e i  d e  K i r c h h o f f  p a r a  c o r r e n t e :  A s o m a  
I 

a l g é b r i c a  d a s  c o r r e n t e s  e n t r a n d o  em um n o  e 



z e r o  em q u a l q u e r  i n s t a n t e .  

b )  Lei  de Ki rchhof f  p a r a  d .p . :  A soma a l g é  - 
b r i c a  das  d. p .  ao longo  de q u a l q u e r  c i c l o  

na r ê d e ,  é z e r o  em q u a l q u e r  i n s t a n t e .  

No ( P F R )  es tamos  i n t e r e s s a d o s  em e n c o n t r a r  p a r e s  

( e i ,  y i ) ,  i = 1, 2,...m, s o b r e  uma c u r v a  
'i ( r e s i s t o r )  / 

que s a t i s f a ç a m  con jun tamente  a s  c o n d i ç õ e s  a )  e  b )  de ( 5 )  . 
porém 5 - ( a )  e  5 - (b )  s ã o  segundo (11-20 e  11-31) a s  l e i s  de 

K i r c h h o f f .  

Vejamos a g o r a  o  s i g n i f i c a d o  de c a p a c i t o r .  

7 U m  capacitar é um p a r  ( ~ , g )  onde T é um i n -  

t e r v a l o  r e a l  d i t o  i n t e r v a l o  de tempo e  9:R-R uma f u n F ã o  

cont:nua, e s t r i t a m e n t e  c r e s c e n t e .  A c a r q a  do c a p a c i t o r  é 

um r e a l .  

Se a  c a r g a  do c a p a c i t o r  f o r  { tR e n t ã o  a  t e n s ã o  do 

c a p a c i t o r  p a r a  ê s s e  v a l o r  de c a r g a  é g ( { ) ( %  . A função  CJ 

é d i t a  função  c a r a c t e r í s t i c a  do c a p a c i t o r .  

Suponha que T = [to,% ) ( p o s s i v e l m e n t e  i n f i n i  - 
- 

t o )  e  s e j a  19 : [ to ,  t ) -R,  com t 0 4  ' t g b  , uma função  - 
i n t ~ g r á v e l  q u a l q u e r .  ~ n t ã o  y ( t )  p a r a  t o  L t 6 t é d i t o  

c o r r e n t e  do c a ~ a c i t o r  no i n s t a n t e  t e  



é a  c a r g a  do c a p a c i t o r  no i n s t a n t e  t devido a  c o r r e n t e q  , , 
U sendo q a  c a rqa  i n i c i a l  do c a p a c i t o r .  

E m  nosso t r a b a l h o  cons ide ra remos  sòmente c a p a c i t o  - 
r e s  em que T =R , e  p o r t a n t o ,  os  c a p a c i t o r e s  f i c a r ã o  c a r a c  - 
t e r i z a d o s  exc lu s ivamen te  p e l a  s u a  função c a r a c t e r í s t i c a .  

O c o n c e i t o  de c a p a c i t o r  envo lve  duas v a r i á v e i s  a  

mais do que o  c o n c e i t o  de r e s i s t o r .  Ou s e j a ,  a  v a r i á v e l  tem - 
po e  a  v a r i á v e l  c a r g a  do c a p a c i t o r .  

Estamos i n t e r e s s a d o s  em c o n s t r u i r  um modêlo pa ra  

uma c l a s s e  de c i r c u i t o s  e l é t r i c o s :  a q u ê l e s  l fconst i tu :dos  por 

uma i n t e r c o n e x ã o t l  de d i s p o s i t i v o s  p a s s í v e i s  de serem modela - 
dos por r e s i s t o r e s  ou c a p a c i t o r e s .  A ê s t e  modêlo, desenvo l  - 
v ido  em s e g u i d a ,  denominamos r ê d e  - R C .  

8 Consideremos um g r a f o  G com con jun to  de ramos 

A q2,  . . .qm] . Sejam C .  C R  para  i= 1 , 2 ,  . . ., k ,  
1 

k < m r e s i s t o r e s  e  gj = ( ,  ) j = k + l ,  .. ., m c a p a c i t o  - 
r e s .  Denominamos r êde  - R C  a  uma t r i p l a  da forma 

~ ê s s e  ca so  G é o  q r a f o  a s s o c i a d o  à r êde  - 9  R C *  C i  é o  - re-  

s i s t o r  a s s o c i a d o  ao ramo a i  e  g j  o  c a p a c i t o r  a s s o c i a d o  

ao ramo o( 
j 

O s  ramos W i  de G ,  i = , 2 ,  k ,  aos  q u a i s  es-  

t ã o  a s s o c i a d o s  r e s i s t o r e s ,  chamamos de ramos r e s i s t i v o s  0s  



d e m a i s  ramos  de  G s ã o  chamados ramos  c a p a c i t i v o s .  

~ ê d e  - R C  é um modêlo  c o n s t i t u í d o  p o r  um g r a f o  onde  

a  c a d a  ramo e s t á  a s s o c i a d o  um c a p a c i t o r  ou um r e s i s t o r .  No 

c a s o  d e  r e p r e s e n t a r  um c i r c u i t o  e l é t r i c o ,  G é que  c a r a c t e r i  - 
za  a  i n t e r c o n e x ã o  d o s  d i s p o s i t i v o s  do c i r c u i t o .  

Suponha que  o  g r a f o  a s s o c i a d o  à r ê d e  - R C  p o s s u i . m  - 
r amos ,  fi n ó s  e  que  M é s u a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a .  

S e j a  Z = ( i G M 1 é um ramo c a p a c i t i v o  i I 

E = ( i i DJ \ Ct i é um ramo r e s i s t i v o  I 
- - 

Se  jam 2 = to ,  t )  ( t p o s s i v e l m e n t e  i n f i n i t o )  

um i n t e r v a l o  d e  tempo e  q o  c RZ onde  z  é o  número d e  

ramos c a p a c i t i v o s  do g r a f o  G .  O p r o b l e m a  que  e n u n c i a m o s  em 

s e g u i d a  é o  P rob l ema  f u n d a m e n t a l  de  r ê d e s  R C .  

9 ( P F R C )  E n c o n t r a r ,  s e  e x i s t i r ,  f u n ç õ e s  

onde  é i n t e g r á v e l  em A u a l s u e r  compac to  c o n t i d o  em 

, t a i s  que : p a r a  c a d a  t 



~ ê s s e  c a s o  (Q,?, q )  é d i t o  s o l u ç ã o  d a  r ê d e  R C ,  

n o  i n t e r v a l o  2 , com c a r q a  i n i c i a l  q  O 
o 

Nem s e m p r e  é p o s s í v e l  c o l o c a r  o  ( P F R C )  n o  f o r m a  - 
t o  d e  um s i s t e m a  d e  e q u a ç õ e s  , d i f e r e n c i a i s .  No e n t a n t o  n ó s  s ó  

e s t u d a r e m o s  o s  c a s o s  o n d e  i s t o  é p o s s f v e l ,  g a r a n t i n d o  assim, 

a e x i s t ê n c i a  d e  uma f u n ç ã o  H:R'-R' t a l  q u e  d q ( t ) -  H ( q ( t ) ~ e  

d t  

P e l o  s i m b o l o  d  t -9U = ~ ( q ( t ) )  e s t a m o s  r e p r e s e n t a n  - 
d t  

d o  a s e g u i n t e  e q u a ç ã o  i n t e g r a l :  

O u t r o  p r o b l e m a  d e  i n t e r ê s s e  r e l a c i o n a d o  à r ê d e  RC, 

e c h a m a d o  p r o b l e m a  d e  p o n t o  d e  e q u i l í b r i o  p a r a  r ê d e s  R C ,  é o  

s e g u i n t e :  

1 0  ( P R C E )  E n c o n t r a r  (e ,lf ) C Rm x q  t a l  q u e  

C )  M y = O  

- 
d )  G = - M  p  p a r a  a l g u m  e t IF (n .  

O S  v e t o r e s  O , c T ( ~  t a i s  q u e ,  (6 ,y ) r e s o l v e  

o  ( P R C E ) ,  s ã o  c h a m a d o s  r e s p e c t i v a m e n t e ,  d e  t e n s õ e s  e f l u x o s  



- 
de e q u i l í b r i o ,  E o s  v a l o r e s  q i ,  i € Z , de c a r g a  nos c a p a c i  - - 
t o r e s  t a i s  que 5, = g i ( q i ) ,  s ão  chamados c a r q a s  de e q u i l í -  

i 
- 

b r i o .  O v e t o r  c vz com componentes q .  i e  Z 6 d i t o  e s t a  
1 - 

do de e q u i l í b r i o  da r ê d e  R C  , 

Note-se que a  cond ição  ( a )  do ( P R C E )  é equ iva l en  - 
t e  a :  

( )  C , i < Z  onde 

ou s e j a ,  C .  é a  curva  c a r a c t e r í s t i c a  de uma f o n t e  de c o r r e n  
1 - 

t e  com v a l o r  nulo.  A condição  ( c ) ,  por  o u t r o  l a d o ,  e x i g e  
- 

apenas  que e  ?I tFm sejam,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  f l u x o  e  t e n  - 
s ão  de G .  

Com e s s a s  obse rvações ,  o  ( P R C E )  p a s sa  a  s e r  i d e n  - 
t i f i c a d o  como um problema fundamenta l  de r ê d e s  e l é t r i c a s  re-  

s i s t i v a s  ( P F R )  ( 5 ) ,  gerado a  p a r t i r  da r ê d e  -9 R C  onde o s  

c a p a c i t o r e s  foram s u b s t i t u ~ d o s  por f o n t e s  de c o r r e n t e  com 

v a l o r e s  nu lo s  ( c i r c u i t o  a b e r t o ) .  ~ ê s t e  c a s o ,  podemos l a n ç a r  

mão das  t é c n i c a s  de r e s o l u ç ã o  de r ê d e s  r e s i s t i v a s ,  com o  ob- 

j e t i v o  de de t e rmina r  o s  pon tos  de e q u i l í b r i o  de uma r êde  R C .  - 
Na ~ e c ç ã o  4 apresen ta remos  uma t é c n i c a  pa r a  r e s o l  - 

ve r  o  problema fundamenta l  de uma r ê d e  r e s i s t i v a ,  usando o t i  - 
... 

mizaçao. Veremos que e s t a  t é c n i c a  s ó  s e r  usada ca so  

a s  c u r v a s  c a r a c t e r í s t i c a s  dos r e s i s t o r e s  sejam c r e s c e n t e s ,  e ,  

admi t indo  que e s t a  h i p ó t e s e  s e j a  v e r i f i c a d a ,  n ó s  t r ans forma-  



remos o  ( P R C E )  ( 1 0 )  em um p r o b l e m a  de o t i m i z a ç ã o  ( v e r  Exem - 
p l o  11). 

Ap resen ta remos  a g o r a  as  d e f i n i ç õ e s  de e s t a b i l i d a -  

de de r ê d e s  R C  que usaremos no t r a b a l h o .  

11 Uma r ê d e  R C  é a s s i n t ò t i c a m e n t e  e s t á v e l  em 

2 = [ to, + a), to , s e  p a r a  q u a l q u e r  c a r g a  i n i c i a l  
O 

'li' 

i 6 Z, t i v e r m o s :  

a )  E x i s t i r  s o l u ç ã o  (€3 ,? , q )  do (PFRC) com 

q : & ~ x z  ú n i c o .  

b )  A f u n ç ã o  q  é l i m i t a d a  e  s a t i s f a z  l i m  q ( t ) = q  - t;ta 
onde q é um e s t a d o  de e q u i l i b r i o  da  r e d e .  

Uma r ê d e  R C  é a s s i n t ò t i c a m e n t e  e s t á v e l  em t e n s ã o  

e  c o r r e n t e  se :  

a )  A r ê d e  é a s s i n t Ò t i c a m e n t e  e s t á v e l .  

O 
b )  P a r a  q u a l q u e r  c a r g a  i n i c i a l  qi, i c  Z, a  r ê d e  

p o s s u i  s o l u ç ã o  Ú n i c a  em 6 =[to, +CO ),  to C% . 
c )  A s o l u ç ã o  ( e , ? ,  q)  é l i m i t a d a  e  s a t i s f a z  a 

i i m  8 (t) = 8 
t+a 

i i m  q(t) = q  
t-a3 

onde ( , ) é um p o n t o  de e q u i l ; b r i o  da r ê d e  

R C .  

S E C Ç ~ O  3 - F O R M U L A Ç A O  DO PROBLEMA DE TRANSPORTE E  ALGUNS 

RESULTADOS CONCERNENTES. 

Como t e r e m o s  o c a s i ã o  de e s t u d a r  na  secção ,  

o  p r o b l e m a  f u n d a m e n t a l  de.  r ê d e s  r e s i s t i v a s  ( 7 )  com 



c u r v a s  c a r a c t e r : s t i c a s  c r e s c e n t e s ,  pode  s e r  f o r m u l a d o  p o r  me io  

de um p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e .  s e r á  sob  e s t a  f o r m u l a ç ã o  que d e  

s e n v o l v e r e m o s  t o d o  nosso  t r a b a l h o .  

O p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  é um p r o b l e m a  de o t i m i z a  - 
ção  em g r a f o s .  E x i s t e m  v á r i o s  d ê s t e  t i p o  e  cada  um sendo ca- 

r a c t e r i z a d o  p e l a  e s t r u t u r a  p a r t i c u l a r  do g r a f o ,  t i p o s  de r e s  - 
t r i ç Õ e s  i m p o s t a s  ao f l u x o ,  ou  p e l o  t i p o  de f u n c i o n a l  o b j e t i v e  

O p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  que a p r e s e n t a r e m o s  a  s e g u i r ,  é s u f i  - 
c i e n t e m e n t e  g e r a l  p a r a  e n g l o b a r  g r a n d e  p a r t e  dêsses  p r o b l e m a s  

1 2  S e j a  um g r a f o  conexo  G = ( N , A , K )  onde 

t e n d o  A p o r  m a t r i z  de i n c i d ê n c i a .  A cada  ramo A , 
i = 1, 2 ... m, façamos c o r r e s p o n d e r  uma f u n ç ã o  c o n v e x a  

fi : Ii-R onde Ii é um i n t e r v a l o  f echado .  

O p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  é d e f i n i d o  como: 

1 3  ( P T )  M i n  )>m fi (Ti) 

s u j e i t o  a :  onde 

O ( P T )  d e f i n i d o  em ( 1 3 )  é um p r o b l e m a  de o t i m i z a -  

ção  com f u n ç ã o  o b j e t i v o  e  c o n j u n t o  de r e s t r i G Õ e s  X C ~ ~  c o n  

vexos.  Ou s e j a ,  o  ( P T )  é um p r o b l e m a  convexo .  Cada f u n ç ã o  fi, 

i=l,Z...m, é chamada f u n ç ã o  c u s t o  e  f o r n e c e  o  v a l o r  do " c u s  

t o "  d e v i d o  a  passagem de um f l u x o  no ramo O( i t A.  A pa- 

l a v r a  c u s t o  a q u i  empregada tem um s e n t i d o  m a i s  amplo que o  



u s u a l .  N ~ O  e s t á  n e c e s s à r i a m e n t e  l i g a d a  a  p r ê ç o  podendo s i g -  

n i f i c a r  e n e r g i a ,  tempo, e t c .  

D i z e r  que um f l u x o y 6 R m  é v i á v e l  p a r a  ( P T ) ,  e '  
I 

d i z e r  X. En f im ,  o  p r o b l e m a  de  t r a n s p o r t e  c o n s i s t e  em 

e n c o n t r a r  um f l u x o  v i á v e l  com c u s t o  t o t a l  m in imo.  

Nem sempre e x i s t i r á  um f l u x o  v i á v e l  p a r a  ( P T ) .  O 

t e o r e m a  d e v i d o  a  H O F F M A N ( ~ O )  que a p r e s e n t a r e m o s  a  s e g u i r ,  dá 

c o n d i ç õ e s  de n e c e s s i d a d e  e  s u f i c i ê n c i a  p a r a  e x i s t ê n c i a  de um 

f l u x o  v i á v e l  p a r a  ( P T ) .  

Teorema: Dados ai,bifR , ai< bi, i =  1,2, . .. m 

com Ii = [ai,bi] , o  c o n j u n t o  X d e f i n i d o  em 

( 1 4 )  é não  v a z i o  s e  e  sòmente  s e  p a r a  t o d o  Q C N ,  

N o  c o n j u n t o  de nós  de G, t i v e r m o s :  

~ e m o n s t r a ~ ã o :  Ver  B E R G E ( ~ Z )  pag. 159.  

A c o n d i ç ã o  ( 1 6 )  do Teorema nos  d i z  que a  máxima 

q u a n t i d a d e  de f l u x o  que pode  s a i r  de Q é m a i o r  ou  i g u a l  a  m i  - 
n i m a  q u a n t i d a d e  de f l u x o  que pode  e n t r a r  em Q. E a  c o n d i ç ã o  

( 1 7 )  que a  máxima q u a n t i d a d e  de f l u x o  que pode  e n t r a r  em Q é 

m a i o r  o u  i g u a l  a  m i n i m a  q u a n t i d a d e  de f l u x o  que pode  s a i r  de  

Q. Entendemos p o r  q u a n t i d a d e  de f l u x o  a  soma dos  v a l o r e s  de 

f l u x o s  nos  ramos de d ( Q )  (11-6) ou  G(Q) (11-7).  



Podemos f o r m u l a r  um o u t r o  p r o b l e m a  de o t i m i z a ç ã o  

no g r a f o  G, c o n h e c i d o  como p r o b l e m a  de p o t e n c i a l ,  s e m e l h a n t e  

ao ( P T ) ,  que t r a t a  com t e n s õ e s  em vez  de f l u x o s  de G. É c o n  

v e n i e n t e  e n u n c i á - l o  a q u i ,  uma v e z  que ê s t e  p r o b l e m a  s u r g e  co  - 

mo uma a l t e r n a t i v a  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  de uma c l a s s e  de p r o b l e -  

mas de r ê d e  e l é t r i c a .  

1 8  Assoc iemos a  cada  ramo YP A,  i = 1,2... m, do 

g r a f o  G uma f u n ç ã o  convexa  hi  : J~---+R, onde J. é um i n  
1 - 

t e r v a l o  f e c h a d o .  O p r o b l e m a  de p o t e n c i a l  é d e f i n i d o  como: 

s u j e i t o  a: 

onde 

Um v e t o r  9 6 %  é uma t e n s ã o  v i á v e l  p a r a  ( P P )  se  

6 Y, ~ n à l o ~ a m e n t e  ao t e o r e m a  ( 1 5 )  o  t e o r e m a  s e g u i n t e  f o r -  

nece  c o n d i ç õ e s  que g a r a n t e m  a  e x i s t ê n c i a  de uma t e n s ã o  vi;- 

v e l  p a r a  ( P P ) ,  

2 1  Teorema: Dados ci, di , ci& di, i =  1,2...m, 

com Ji = [ ci, di] O c o n j u n t o  Y d e f i n i d o  em 



( 2 0 )  é não v a z i o  s e  e  sòmente  s e  p a r a  t o d o  c i c l o  

e l e m e n t a r  (11-11) r de G t i v e r m o s :  

Demons t ração :  Ver  B E R G E ( ~ ~ )  pag. 157.  

24 Quando da f o r m u l a ç ã o  do p r o b l e m a  f u n d a m e n t a l  de r ê  - 
de r e s i s t i v a  ( 5 )  não  f i z e m o s  h i p ó t e s e s  s o b r e  as  c u r -  

v a s  c a r a c t e r í s t i c a s  dos  r e s i s t o r e s .  N e s t a  secção ,  m o s t r a r e m o g  

sob  a  h i p ó t e s e  de que as  c u r v a s  c a r a c t e r í s t i c a s  são  c r e s c e n -  

t e s ,  que a q u ê l e  p r o b l e m a  pode  s e r  f o r m u l a d o  como um p r o b l e m a  

de t r a n s p o r t e  ou  um p r o b l e m a  de p o t e n c i a l .  

P r e c i s e m o s  o  c o n c e i t o  de c u r v a  c r e s c e n t e .  

D e f i n i ç ã o :  Uma c u r v a  C ix2 é uma c u r v a  c r e s -  

c e n t e  quando:  

a )  ( V  ocl,Y1), ( X 2 , Y 2 )  6 c 1 

e  

b )  ( P ' q  tq 1 (3 ( x , y )  c C 1  

A c o n d i ç ã o  ( a )  s i g n i f i c a  que 
.., 

a  c u r v a  nao possue  



i n c l i n a ç ã o  n e g a t i v a :  a  l t r e s i s t ê n c i a  d inâmica"  de um r e s i s t o r  

8 N 

com c u r v a  " c a r a c t e r í s t i c a  c r e s c e n t e f 1  e  nao-negat iva .  A con- 

d i ç ã o  ( b )  e x i g e  que q u a l q u e r  r e t a  com i n c l i n a ç ã o  de 135' 

c o r t e  a  c u r v a  em um Único ponto .  ~ ê s t e  c a s o ,  s e  a  p r o j e ç ã o  

v e r t i c a l  da c u r v a  f o r  l i m i t a d a  s u p e r i o r m e n t e  ( i n f e r i o r m e n t e )  

e n t ã o  a  p r o j e ç ã o  h o r i z o n t a l  da c u r v a  s e r á  i l i m i t a d a  s u p e r i o r  - 
mente ( i n f e r i o r m e n t e ) .  

A F i g u r a  2  a b a i x o  r e p r e s e n t a  v á r i a s  c u r v a s .  Note- 

s e  que 2 - ( a ) ,  2 - ( b ) ,  2 ( c )  e  2-(d)  r e p r e s e n t a m  c u r v a s  c r e s -  

c e n t e s ,  ao  p a s s o  que 2- (e)  e  2 - ( f )  não r e p r e s e n t a m ,  porque  

não s a t i s f a z e m  ( 2 5 - ( b ) ) .  

F i q u r a  2. 



Dada uma c u r v a  C cR2 denominamos p r o  jeç-ão h o r i  - 
z o n t a l  de C ao c o n j u n t o :  

e  p r o j e ç ã o  v e r t i c a l  de C ao c o n j u n t o :  

Como a  f u n ç ã o  que d e f i n e  uma c u r v a  é c o n t i n u a  en- 

t ã o  as  p r o j e ç õ e s  de uma c u r v a  são  i n t e r v a l o s  r e a i s ,  

Dada uma c u r v a  C e  um p o n t o  x tR a  - ima- 

gem v e r t i c a l  de x a t r a v é s  de C é o  c o n j u n t o :  

e n q u a n t o  imaqem h o r i z o n t a l  de y a t r a v é s  de C é o  c o n j u n t o :  

Note-se que s e  C é uma c u r v a  c r e s c e n t e ,  e n t ã o  

I W ( X )  e  I H ( X )  são i n t e r v a l o s  f echados ,  

Mos t ra remos  em s e g u i d a  que a  t o d a  c u r v a  c r e s c e n t e  

em podemos a s s o c i a r  un lvocarnen te ,  a  menos de uma c o n s t a n  - 
t e ,  uma f u n ç ã o  convexa  de P V ( C )  em R e  o u t r a  de P H ( C )  em 



Dada uma c u r v a  c r e s c e n t e  C cm2 ( v e r  F i g u r a  3) 

com J = P H ( C )  e  I = P U ( C ) ,  c o n s i d e r e m o s  duas 

f u n ç õ e s  q u a i s q u e r  

F i o u r a  3. 

h) 

E v i d e n t e m e n t e ,  as  f u n ç õ e s  @ e 4 sao  c r e s c e n  - 
t e s  e  pode-se d e m o n s t r a r  que são  c o n t í n u a s ,  e x c e t o  em um 

s u b c o n j u n t o  e n u m e r á v e l  de seus  d o m í n i o s ,  sendo p o r t a n t o  i n t e  - 
g r á v e i s  ( l e r  R O C K A F E L L A R ( ~ O )  secção  2 4 ) .  

- - 
Sejam 6 I e  E J ,  d e f i n a m o s :  



Pode-se d e m o n s t r a r  que as  f u n ç õ e s  f e  h d e f i -  

N 

n i d o s  ac ima ,  sao convexas ,  c o n t í n u a s  e  s u b d i f  e r e n c i á v e i s  em 

seus  r e s p e c t i v o s  dornl'nios ( v e r  R O C K A F E L L A R ( ~ O ) .  A l é m  d i s s o ,  

as  s u b d i f e r e n c i a i s  ( A - ?  ) de f e  h são  dadas  p o r :  

P a r a  e s c l a r e c e r  m e l h o r  tornemos um exemp lo .  

Exemplo I :  Sejam as  c u r v a s  c r e s c e n t e s  r e p r e s e n -  

t a d a s  p e l a  F i g u r a  4. De te rm inemos  a p l i c a n d o  ( 2 9 )  

as  r e s p e c t i v a s  f u n ç õ e s  convexas .  

F i q u r a  4 . 



A F i g u r a  4 - ( a )  r e p r e s e n t a  uma f o n t e  d e  d .p .  d e  

v a l o r  6 , a F i g u r a  4 - ( b )  uma f o n t e  d e  c o r r e n t e  d e  v a l o r  f 
e a F i g u r a  4 - ( c )  um r e s i s t o r  l i n e a r .  

P a r a  a f o n t e  d e  d .p .  t e m o s :  

I = {  Y 4 l o g o  

P a r a  a f o n t e  d e  c o r r e n t e  

W p  = K e n t ã o ,  p o d e m o s  t o m a r  

o n d e  @ é um r e a l  f i x o  

q u a l q u e r .  

E p a r a  o  r e s i s t o r  l i n e a r  

l o g o  

De p o s s e  d e  ( 3 2 ) ,  ( 3 3 )  e  ( 3 4 )  e a p l i c a n d o  ( 2 9 ) ,  

t e r e m o s :  

3 5  F o n t e  d e  d . p .  

T o m a n d o  = O 



36 F o n t e  de c o r r e n t e  

- 
Tomando = y L 

3 7  R e s i s t o r  l i n e a r  

- 
Tomando = O  

Note -se  que  a s  f u n ç õ e s  o b t i d a s  em ( 3 5 ) , ( 3 6 )  e ( 3 7 )  

s ã o  f u n ç õ e s  c o n v e x a s .  

As f u n ç õ e s  f e h  n ã o  s ã o  i n d e p e n d e n t e s  e  s e  I e  

J s ã o  i n t e r v a l o s  f e c h a d o s ,  e n t ã o :  

V e r  1 ~ 1 ( 6 9 )  pag .  22. 



Observe -se  que a s  f u n ç õ e s  f e  h d e f i n i d a s  em ( 2 5 )  

e  ( 2 6 )  i n d e p e n d e m  das  f u n ç õ e s  @ e  @ d e s d e  que e s t a s  s a t i s  - 
f a ç a m  a  ( 2 4 ) .  De f a t o ,  f e  h  dependem s ò m e n t e  d a  c u r v a  C e 

- 
dos  p o n t o s  \p e  8 e s c o l h i d o s  a r b i t r à r i a m e n t e .  Se em ( 2 5 )  

u t i l i z a r m o s  o u t r o  p o n t o  y X  6 I em l u g a r  de  a  n o v a  f u n -  

ç ã o  s e r á  i g u a l  a  a n t e r i o r  a  menos de uma c o n s t a n t e .  ~ ê s s e  

s e n t i d o  a s  f u n ç õ e s  f e  h  s ã o  u n i v o c a m e n t e  d e t e r m i n a d a s  p o r  

Em s e g u i d a ,  f o r m u l a r e m o s  o  p r o b l e m a  de  r ê d e  r e s i s  - 
t i v a  ( 5 )  como um p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e .  

S e j a  a g o r a ,  uma r ê d e  r e s i s t i v a  q u a l q u e r  com r e s i s  - 
teres p o s s u i n d o  c u r v a s  c a r a c t e r í s t i c a s  c r e s c e n t e s  com p r o j e -  

ç õ e s  v e r t i c a i s  f e c h a d a s .  S e j a  G um g r a f o  a s s o c i a d o  a  e s t a  

r ê d e  p o s s u i n d o  - m ramos, Tomemos c a d a  c u r v a  c a r a c t e r l s t i c a  

Ci , i = 1,2...m, e  d e t e r m i n e m o s  a s  r e s p e c t i v a s  f u n ç õ e s  / 

c o n v e x a s  fi: Ii-R c o n f o r m e  ( 2 9 ) .  Como j á  v i m o s ,  o  dom;- 

n i o  Ii de c a d a  uma d e s t a s  f u n ç õ e s  i s ã o  a s  p r o j e ç õ e s  vef  

t i c a i s  das  r e s p e c t i v a s  c u r v a s  c a r a c t e r : s t i c a s .  

38 Chamamos de  p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  a s s o c i a d o  a  r ê  - 
de ( P T A ) ,  ao p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  ( 1 3 )  onde  a s  fi,i=l,2,.0 

são  as  f u n ç õ e s  c o n v e x a s  o b t i d a s  a c i m a  e  M é a m a t r i z  de 

i n c i d ê n c i a  do g r a f o  G a s s o c i a d o  à r ê d e .  

No te -se  que:  

e i  E A fi(Yi)-(Qi, lpi) é ci, i = 1,2...m. 



A t í t u l o  d e  e x e m p l o  tomemos  o  p r o b l e m a  d e  p o n t o  

d e  e q u i l i b r i o  ( P R C E )  e v e j a m o s  como s e  c o n s t r o i  o  p r o b l e m a  

d e  t r a n s p o r t e  a s s o c i a d o .  

4 0  Exemplo  11: S e j a  o  ( P R C E )  d a  r ê d e  - R C  d a d o  em 

( 1 0 ) .  Como já  v i m o s ,  ê s t e  p r o b l e m a  p o d e  se r  e n c a r a d o  como 

um p r o b l e m a  d e  r ê d e  r e s i s t i v a  o n d e  o s  c a p a c i t o r e s  s ã o  s u b s t i  - 
t u i d o s  p o r  f o n t e s  d e  c o r r e n t e  com v a l o r  n u l o .  A d m i t i n d o  q u e  

n a  r e s p e c t i v a  r ê d e  - R C  t o d o s  o s  r e s i s t o r e s  p o s s u a m  c u r v a s  

c a r a c t e r i s t i c a s  c r e s c e n t e s ,  com v e r t i c a i s  f e c h a d a s  

e , l e v a n d o  em c o n t a  q u e  f o n t e s  d e  c o r r e n t e  s a t i s f a z e m  e s t a  / 

c o n d i ç ã o ,  p o d e r e m o s  e n t ã o  c o n s t r u i r  um p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r -  

t e  a s s o c i a d o .  P a s s e m o s  a  c o n s t r u i - 1 0 .  

0 s  r a m o s  c a p a c i t i v o s  d e  G f o r a m  s u b s t i t u í d o s  p o r  

f o n t e s  d e  c o r r e n t e  com v a l o r  n u l o ,  e ,  d e  a c o r d o  com ( 3 6 )  t e  - 
r e m o s  : 

y-' : Ii*R é a  f u n ç ã o  q u e :  

e p a r a  o s  d e m a i s  r e s i s t o r e s  t e r e m o s :  

4 2  f i :  Ii+R , i t E , d e f i n i d a  p e l a  i n t e g r a 1 ( 2 9 )  

De p o s s e  d e  ( 4 1 )  e (4 .2)  e  r e v e n d o  a f o r m u l a ç ã o  d o  

p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e  (13), o p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e  a s s a -  

c i a d o  f i c a :  



s u j e i t o  a: 

onde 

Com o  Exemplo 11, v i m o s  como s e  c o n s t r o i  um p r o -  

b l e m a  de t r a n s p o r t e  a s s o c i a d o  à uma r ê d e  r e s i s t i v a ,  t s t e  e- 

xemp lo  n o s  s e r á  Ú t i l  na  s e c ç ã o  2 do c a p i t u l o  I V  onde l a n ç a r e  - 
mos mão do ( P T A - P R C E ) ,  que e n c a r a d o  como um p r o b l e m a  p r i m a 1  

nos  p e r m i t i r á ,  usando  d u a l i d a d e ,  t i r a r  a lgumas  c o n c l u s Õ e s  6- 

t e i s  p a r a  a  a n á l i s e  de r ê d e s  - R C .  

O t e o r e m a  que a p r e s e n t a m o s  em s e g u i d a  p e r m i t e  es  - 
t a b e l e c e r  a  e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  o  p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  a s s o  

c i a d o  a  uma r ê d e  r e s i s t i v a ,  com c u r v a s  c a r a c t e r i s t i c a s  c r e s -  

c e n t e s ,  e  o  p r o b l e m a  f u n d a m e n t a l  d e s t a  r ê d e .  t s t e  t e o r e m a  é 

a p r e s e n t a d o  em BERGE(~Z) pag. 165.  

45  Teorema: Suponhamos que o  ~ ~ ( 1 3 )  é e s t á v e l .  

Um f l u x o  t X é uma s o l u s ã o  de ( P T )  se  e  sÒ- 

mente  s e  e x i s t i r  uma t e n s ã o  8 cRm s a t i s f a z e n d o :  



~ e m o n s t r a ~ ã o :  Ver  P E R S I A N O ( ~ ~ )  p a g .  2 0 .  

O c o n c e i t o  d e  e s t a b i l i d a d e  p a r a  p r o b l e m a s  d e  o t i -  

m i z a ç ã o  s e  e n c o n t r a  em (A-17 ).  

O ( P T A ) ( ~ ~ )  é um p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e  com f u n  - 
ç Õ e s  c u s t o  s u b d i f e r e n c i á v e i s  ( p o r  c o n s t r u ç ã o )  e  com t o d o s  o s  

v i n c u l o s  l i n e a r e s .  P o r t a n t o ,  d e  a c o r d o  com o  T e o r e m a  ( A - 2 1 ) ,  

a  e x i s t ê n c i a  d e  s o l u ç ã o  d o  ( P T A )  i m p l i c a  em e s t a b i l i d a d e .  Lo - 
g o ,  p e l o  T e o r e m a  ( 4 5 )  e p o r  ( 3 9 ) ,  t o d o  f l u x o  s o l u ç ã o  d o  p r o -  

b l e m a  f u n d a m e n t a l  d e  uma r ê d e  r e s i s t i v a ,  com c u r v a s  c a r a c t e -  

r i s t i c a s  c r e s c e n t e s  e  v e r t i c a i s  f e c h a d a s ,  é s o l u ç ã o  

d o  p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e  a s s o c i a d o  e  v i c e - v e r s a .  

A uma r ê d e  r e s i s t i v a  com c u r v a s  c a r a c t e r i s t i c a s /  

c r e s c e n t e s  e p r o j e ç õ e s  h o r i z o n t a i s  f e c h a d a s  p o d e m o s  a s s o c i a r  

um p r o b l e m a  d e  p o t e n c i a l  a s s o c i a d o  ( P P A )  com f u n ç õ e s  c u s t o  

o b t i d a s  c o n f o r m e  ( 3 0 ) .  P o d e - s e  d e m o n s t r a r  p o r  m e i o  d e  um t e  - 
o r e m a  a p r e s e n t a d o  em B E R G E ( ~ Z )  p a g .  1 6 7  ( s e m e l h a n t e  a o  4 5 ) ,  

q u e :  t o d a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  d e  p o t e n c i a l  a s s o c i a d o  a uma 

r ê d e  r e s i s t i v a  é uma t e n s ã o  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  f u n d a m e n t a l  

d e s t a  r ê d e  e  v i c e - v e r s a .  A p e s a r  d e s t a  n o v a  e q u i v a l ê n c i a  f o r  - 
mar m a i s  uma a l t e r n a t i v a  p a r a  o  e s t u d o  d a s  r ê d e s  e l é t r i c a s  , 
n ó s  n ã o  a u t i l i z a r e m o s  em n o s s o  e s t u d o .  

Na s e c ç ã o  s e g u i n t e  d a r e m o s  c o n d i ç õ e s  q u e  g a r a n t e m  

a e x i s t ê n c i a  e u n i c i d a d e  d e  s o l u ç ã o  d e  ( P T ) .  E s t a b e l e c e r e m o s  

d a í ,  c o n d i ç õ e s  q u e  g a r a n t e m  a  e x i s t ê n c i a  e u n i c i d a d e  d e  s o l "  - 
ç ã o  d e  r ê d e s  e l é t r i c a s  r e s i s t i v a s  p o s s u i n d o  c u r v a s  c a r a c t e r i s  



t i c a s  c r e s c e n t e s  com p r o j e ç õ e s  v e r t i c a i s  f e c h a d a s .  

E X I S T ~ N C I A  E UNICIDADE DE S O L U Ç Ã O  DO ( P T ) .  

De a c o r d o  com o  Teorema ( 4 5 )  a  e x i s t ê n c i a  de s o l u  - 
ç ã o  do p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  a s s o c i a d o  à r ê d e ,  i m p l i c a  em 

e x i s t ê n c i a  de s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  f u n d a m e n t a l  d e s t a  r ê d e  e  

v i c e - v e r s a .  Mo e n t a n t o ,  ê s t e  t e o r e m a  não nos  f o r n e c e  os  me ios  

de g a r a n t i r  e x i s t ê n c i a  e  u n i c i d a d e  de s o l u ç ã o .  T r a b a l h a r e m o s  

a q u i  no s e n t i d o  de f o r n e c e r  c o n d i ç õ e s  que g a r a n t a m  e x i s t ê n c i a  

e  u n i c i d a d e  de s o l u ç ã o  de ( P T ) .  

P r i m e i r a m e n t e  a p r e s e n t e m o s  um t e o r e m a  de u n i c i d a -  

de. 

Teorema: S e j a  G o  g r a f o  s o b r e  o  q u a l  o  ( P T ) ( 1 3 )  

f o i  d e f i n i d o .  Suponhamos que e x i s t a  uma c o á r v o r e  

H = ( N , B )  de G t a l  que as  f u n ç õ e s  f i  a s s o c i a -  

das  aos  ramos qi t B, s e j a m  e s t r i t a m e n t e  conve-  

xas .  A s o l u ç ã o  do ( P T )  ( c a s o  e x i s t a )  s e r á  e n t ã o  

Ú n i c a .  

~ e m o n s t r a ç ã o :  Ver  B E R G E ( ~ Z )  pag.169. 

Com o  Teorema ( 4 7 ) ,  e  a d m i t i n d o  e x i s t ê n c i a  de so- 

l u ç ã o ,  podemos g a r a n t i r  a  u n i c i d a d e  do f l u x o  s o l u ç ã o  de (PT). 

A p l i c a n d o  o  Teorema ( 4 5 ) ,  temos u n i c i d a d e  de s o l u ç ã o  de um 



p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  a s s o c i a d o  a  uma r ê d e  s e  e  sòmente  se  

e x i s t i r  um Ú n i c o  f l u x o  s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  f u n d a m e n t a l  d e s t a  

r ê d e .  

P e l a  c o n s t r u ç ã o  de ( P T A ) ( ~ ~ ) ,  a  uma c u r v a  c a r a c  - 
t e r í s t i c a  e s t r i t a m e n t e  c r e s c e n t e  c o r r e s p o n d e r á  uma f u n ç ã o  es  - 
t r i t a m e n t e  convexa .  Uma c u r v a  c a r a c t e r í s t i c a  é d i t a  e s t r i t a  - 
mente  c r e s c e n t e  quando 6 uma c u r v a  c r e s c e n t e  sem " p a t a m a r e s  

h o r i z o n t a i s ' I .  Um r e s i s t o r  que p o s s u a  c u r v a  c a r a c t e r í s t i c a  / 

e s t r i t a m e n t e  c r e s c e n t e  é um r e s i s t o r  c o n t r o l a d o  p o r  t e n s ã o .  

Teremos p o r t a n t o ,  u n i c i d a d e  de f l u x o  s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  f u n  - 
d a m e n t a l  de uma r ê d e  r e s i s t i v a  com c u r v a s  c a r a c t e r i s t i c a s  / 

c r e s c e n t e s ,  quando:  

48 E x i s t i r  uma c o á r v o r e  do g r a f o  a s s o c i a d o  a  r ê d e  o n  - 
de t o d o s  os  r e s i s t o r e s  a s s o c i a d o s  a  ramos d e s t a  

c o á r v o r e  f o r e m  c o n t r o l a d o s  p o r  t e n s ã o .  

O Teorema ( 4 7 )  g a r a n t e  u n i c i d a d e  de s o l u ç ã o  do 

( P T )  p r e s s u p o n d o ,  no e n t a n t o ,  a  e x i s t ê n c i a  de s o l u ç ã o ,  O 

t e o r e m a  que a p r e s e n t a r e m o s  a  s e g u i r ,  f o r n e c e  c o n d i ç õ e s  que 

g a r a n t e m  a  e x i s t ê n c i a  de s o l u ç ã o  de ( P T ) .  P a r a  d e m o n s t r á - l o  

u t i l i z a r e m o s  o  c o n c e i t o  de f u n ç ã o  c o n v e x a  "quase  suave "  ( v e r  

A-39). 

Teorema: Cons ide remos  o  ~ ~ ( 1 3 )  com f u n ç õ e s  c u s  - 
t o  s u b d i f e r e n c i á v e i s ,  c o r r e s p o n d e n t e  a  um g r a f o  

G = ( N , A , K )  com - n  n ó s  e  - m ramos. Suponhamos 



que e x i s t a  uma c o á r v o r e  H de G t a l  que as  f u n  - 
çÕes c u s t o  a s s o c i a d a s  a  ramos de H se jam f u n ç õ e s  

convexas  quase suaves .  ~ n t ã o  e x i s t e  s o l u ç ã o  do 

( P T )  se  e  sòmente se  X f @ ou s e j a  o  ( P T )  81 

v i á v e l .  

~ e m o n s t r a ~ ã o :  (* ) ~ ê s t e  s e n t i d o  a  d e m o n s t r a  - 
ç ã o  é e v i d e n t e .  Se e x i s t e  cR s o l u G ã o  do ( P T )  -> t X. 

Logo X é não v a z i o .  

P r i m e i r a m e n t e  r e f o r m u l a r e m o s  o  ( P T ) ,  co l ocando -o  

numa f o r m a  m a i s  c o n v e n i e n t e .  

S e j a  (N,B)  a  á r v o r e  de G c o r r e s p o n d e n t e  a  co- 

á r v o r e  H . De f i namos  os  c o n j u n t o s :  

O c o n j u n t o  C O A  é o  c o n j u n t o  dos  í n d i c e s  que ca- 

r a c t e r i z a m  os  ramos da c o á r v o r e  H e  A r  o  c o n j u n t o  dos í n  

dites que c a r a c t e r i z a m  os  ramos de G n a  á r v o r e  ( N , B ) .  

S e j a  S a  m a t r i z  f u n d a m e n t a l  de G c o n s t r u í d a  a  

p a r t i r  da  c o á r v o r e  H ( v e r  11-24).  Sendo - r a  d imensão da  



b a s e  d e  c i c l o s  d e  G, um f l u x o  k q m  d e  G p o d e  s e r  r e -  

p r e s e n t a d o  p o r :  

o n d e  P = ( Q C o A  é um v e t o r  de  qr. 

Chamemos de Si a  i - g é s i r n a  l i n h a  d a  m a t r i z  S. 

Uma c o m p o n e n t e  y i  , i = 1,2...m , d e  um f l u x o  

d e  s e r  e x p r e s s a  como: 

D e v i d o  a  ( 5 0 )  e  ( 5 1 )  temos:  Si = ei p a r a  i € C O A  

o n d e  ei C qr, 6 o  i - 9 é s i m o  v e t o r  d a  b a s e  c a n Ô n i c a  d e R Z .  

Com a  o b s e r v a ç ã o  a c i m a  e  p o r  ( 5 0 )  e  ( S I ) ,  o  ( P T )  

( 1 3 )  p o d e  s e r  r e e s c r i t o  como: 

s u j e i t o  a p  X M  

o n d e  

O ( P T M )  e  o  ( P T )  s ã o  p r o b l e m a s  e q u i v a l e n t e s :  



- 
P  = y C o ~  'q é s o l u ç ã o  de  ( P T M )  s e  e  sòmente  s e  

- 
f )=  S V C O A  6 R m  é s o l u ç ã o  de ( P T )  ; e  o s  c o n j u n t o s  X 

( 1 4 )  e  X M  ( 5 2 )  são  t a i s  que:  X = f6 @ X M  =@. Note -se  

a i n d a  que:  Ii , i = 1,2...m é um i n t e r v a l o  f e c h a d o ( v e r -  

1 2 )  o  que i m p l i c a  X, s e r  f e c h a d o .  

Como e s t a m o s  supondo  X e n t ã o  xM f +  . De - 
f i n a m o s  a s  f u n ç õ e s  F:  xM+Í( e  G:  I-+? : 

55 

onde  

a: 

5 6  

mo. 

I =  X 
i€ C O A  

'i . Note -se  que X M  C I 

De p o s s e  de ( 5 4 )  e  ( 5 5 )  o  ( P T M )  f i c a  r e d u z i d o  

M o s t r a r e m o s  que o  ( P T M )  p o s s u e  um p o n t o  de m í n i  - 
As f u n ç õ e s  F e  G , d e f i n i d a s  em ( 5 4 )  e  ( 5 5 ) ,  s ã o  c o n  

v e x a s  e  s u b d i f  e r e n c i á v e i s  em s e u s  d o m i n i o s .  Temos: 



e  como fi, p a r a  i C C O A ,  6 p o r  h i p 6 t e s e  quase suave  e n t ã o :  

p r o v a n d o  que G 6 quase suave  em I. 

~ n t ã o  p e l o  Teorema (A-47) ,  F + G é quase suave  

em XM. Logo, p e l o  Lema (A-41) ,  F + G possue  p o n t o  de 

mín imo em XM, p r o v a n d o  a  t e s e .  (c.Q.D) 

O Teorema ( 4 9 )  f o r n e c e  c o n d i ç õ e s  que g a r a n t e m  a  

e x i s t ê n c i a  de s o l u ç ã o  de um p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  com f u n -  

ç õ e s  c u s t o  s u b d i f e r e n c i á v e i s .  No ( P T A )  as  f u n ç õ e s  c u s t o  

são  s u b d i f e r e n c i á v e i s .  P o r t a n t o ,  s e  o  p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  

a s s o c i a d o  a  uma r ê d e  s a t i s f i z e r  as  h i p ó t e s e s  do Teorema (49), 

a  e x i s t ê n c i a  de s o l u ç ã o  s e r á  g a r a n t i d a .  Logo, p e l o  Teorema 

( 4 5 )  g a r a n t i m o s  a  e x i s t ê n c i a  de s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  fundamen - 
t a l  da r ê d e .  

Revendo a  c o n s t r u ç ã o  do ( P T A )  ( 3 8 )  e  com as  COE 

d i çÕes  de e x i s t ê n c i a  de s o l u ç ã o  do Teorema ( 4 8 )  podemos a f i r  - 
mar que o  p r o b l e m a  f u n d a m e n t a l  de uma r ê d e  r e s i s t i v a  possue  

s o l u ç ã o  se:  

i) as c u r v a s  c a r a c t e r ! s t i c a s  f o r e m  c r e s c e n t e s  e  

p o s s u i r e m  p r o j e ç õ e s  v e r t i c a i s  f echadas .  

ii) E x i s t i r  uma c o r r e n t e  v i á v e l  na  r ê d e  ( f l u x o  v i  - 



á v e l  pa r a  o  problema de t r a n s p o r t e  a s s o c i a d o ) .  

iii) E x i s t i r  uma coá rvo re  H do g r a f o  a s s o c i a d o  a  

r êde  onde o s  r e s i s t o r e s  a s s o c i a d o s  a  ramos de 
..a 

H s a o  " k e s i s t o r e s  suaves " ,  

58 Chamamos de r e s i s t o r  suave ,  a  todo r e s i s t o r  que 

possue  uma cu rva  c a r a c t e r í s t i c a  c r e s c e n t e  onde a  p r o j e ç ã o  ver  - 
t i c a l  é f e chada  e  a  p r o j e ç ã o  h o r i z o n t a l  é a  r e t a  r e a l .  I s t o  é:  

qua lque r  d . p .  a p l i c a d a  aos  t e r m i n a i s  de um r e s i s t o r  suave  

f a r á  c i r c u l a r  uma c o r r e n t e .  Note-se que uma f o n t e  de c o r r e n  - 
t e  c o n s t a n t e  é um r e s i s t o r  suave.  

A cond ição  ( 5 7 - ( i ) )  pe rmi t e  a  c o n s t r u ç ã o  do pro- 

blema de t r a n s p o r t e  a s s o c i a d o  a  r êde .  A condição ( i i)  garan- 

t e  a  v i a b i l i d a d e  d ê s t e  problema. E a  condição (iii) i m p l i c a  

que a s  f unções  convexas a s s o c i a d a s  aos  ramos de H ,  sejam fun  - 
N 

çoes  convexas suaves .  

Uma r êde  r e s i s t i v a  que além de s a t i s f a z e r  ( 5 7 )  s a  - 
t i s f i z e r  também a  cond ição  de u n i c i d a d e  ( 4 9 ) ,  t e r á  g a r a n t i d a  

a  e x i s t ê n c i a  de p e l o  menos um pa r  (8 , l f )  ( t e n s ã o , f l u x o ) ,  com 

Único, s o l u ç ã o  do problema fundamenta l .  

O teorema devido a  1 ~ 1 ( 6 9 )  que enunciamos em se -  

gu ida ,  f o r n e c e  o u t r a s  cond ições  pa ra  g a r a n t i a  de e x i s t ê n c i a  

de s o l u ç ã o  de um ( P T A ) .  t s t e  teorema r e l a x a ,  sob c e r t o s  a s  - 
p e c t o s ,  a s  h i p ó t e s e s  do Teorema (49 )  e  r e s t r i n g e  s o b r e  o u t r o s  

5 9  Teorema: Consideremos o  ( P T A )  (38 )  co r r e sponde5  



t e  a o  g r a f o  a s s o c i a d o  'a r ê d e  G .  S u p o n h a m o s  q u e  a s  

p r o j e ç õ e s  v e r t i c a i s  e h o r i z o n t a i s  d a s  c u r v a s  carac- 

t e r í s t i c a s  d o s  r e s i s t o r e s  s e j a m  i n t e r v a l o s  f e c h a -  

d o s .  ~ n t ã o  e x i s t i r a  qtw s o l u ç ã o  d o  ( P T A )  s e  

e  s Ò m e n t e  s e :  

i )  E x i s t i r  um f l u x o  v i á v e l  p a r a  G .  

i i )  E x i s t i r  uma t e n s ã o  v i á v e l  p a r a  G ,  

~ e m o n s t r a ç ã o :  Ver 1 ~ 1 ( 6 9 )  p a g ,  1 0 0 .  

O T e o r e m a  ( 5 9 )  g a r a n t e  e x i s t ê n c i a  d e  s o l u ç ã o  d o  

( P T A )  sem n e c e s s i t a r  d a  h i p ó t e s e  d e  f u n ç ã o  c o n v e x a  q u a s e  s u a  

v e  u s a d a  no  T e o r e m a  ( 4 9 ) .  P o r  o u t r o  l a d o ,  i m p õ e  q u e  t o d a s  a s  

c u r v a s  c a r a c t e r l s t i c a s  t e n h a m  p r o  j eções  h o r i z o n t a i s  f e c h a d a s ,  

e l i m i n a n d o  a s s i m  a  p o s s i b i l i d a d e  d e  c u r v a s  c a r a c t e r í s t i c a s  / 

com a s s i n t o t a s  h o r i z o n t a i s ,  p e r m i t i d o  no  Teorerna  ( 4 9 ) ,  3 u n  - 
t o s ,  ê s s e s  d o i s  t e o r e m a s  a m p l i a m  a s  c o n d i ç õ e s  d e  e x i s t ê n c i a  

d e  ( P T ) ,  

Uma r ê d e  r e s i s t i v a  c o n s t i t u í d a  p o r  f o n t e s  d e  d .p ,  

e d i o d o s  i d e a i s ,  s a t i s f a z  a s  h i p ó t e s e s  d o  T e o r e m a  ( 5 9 )  e  p o r  - 
t a n t o  p o d e m o s  v e r i f i c a r  também a  e x i s t ê n c i a  d e  s o l u ç ã o  d o  p r o  - 
b l e m a  f u n d a m e n t a l  d ê s t e  t i p o  d e  r ê d e .  I s t o  n ã o  s e r i a  p e r m i  - 
t i d o ,  c a s o  n o s  l i m i t á s s e m o s  a p e n a s  à s  c o n d i ç õ e s  d o  T e o r e m a  

( 4 9 )  e x p r e s s a s  em ( 5 7 ) ,  p o i s  f o n t e s  d e  d .p .  e  d i o d o s  i d e -  

a i s  n ã o  s ã o  r e s i s t o r e s  s u a v e s ,  t o r n a n d o  i m p o s s i v e l  a  v e r i f i -  

c a ç ã o  d a  c o n d i ç ã o  ( 5 7 - ( i i i ) ) ,  



O e s t u d o  que f i z e m o s  n ê s t e  c a p i t u l o ,  t r a t a n d o  p r o  - 
b lemas  de r ê d e s  r e s i s t i v a s  como p r o b l e m a s  de t r a n s p o r t e ,  pe; 

m i t i u  e n c o n t r a r  c o n d i ç õ e s  que g a r a n t e m  e x i s t ê n c i a  de t e n s ã o  

e  f l u x o  (com u n i c i d a d e  de f l u x o )  s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  fundamen - 
t a l  de uma c l a s s e  de r ê d e s  r e s i s t i v a s .  Podemos g a r a n t i r  tam - 
bém a  u n i c i d a d e  da t e n s ã o ,  p o r  me io  de um t e o r e m a  a n á l o g o  ao 

( 4 7 )  a p r e s e n t a d o  também em B E R G E ( ~ ~ )  pag.169, b a s t a n d o  que: 

60 E x i s t a  uma á r v o r e  do g r a f o  a s s o c i a d o  a  r ê d e  onde 

t o d o s  os  r e s i s t o r e s  a s s o c i a d o s  a  ramos d e s t a  á r v a  - 
r e  s e j a m  r e s i s t o r e s  c o n t r o l a d o s  p o r  c o r r e n t e .  

J u n t a n d o  as c o n d i ç õ e s  de e x i s t ê n c i a  ( 5 7 )  com as c o n  - 
d içÕes  de u n i c i d a d e  de f l u x o  ( 4 8 )  e  t e n s ã o  ( 6 0 ) ,  d e t e r m i n a  - 

- - 
mos uma c l a s s e  de r ê d e  onde e x i s t e  sempre um Ú n i c o  p a r  ( e  ,y) 
s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  f u n d a m e n t a l .  

D i v e r s o s  a u t o r e s  vêm se  d e d i c a n d o  U l t i m a m e n t e  ao 

e s t u d o  de r ê d e s  r e s i s t i v a s  não l i n e a r e s .  O o b j e t i v o  dêsses  

e s t u d o s  6 em p a r t i c u l a r ,  a  p r o c u r a  de c o n d i ç õ e s  que g a r a n t a m  

e x i s t ê n c i a  e  u n i c i d a d e  de s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  f u n d a m e n t a l ,  e  

a l g o r i t i m o s  p a r a  e n c o n t r á - l a .  

No que d i z  r e s p e i t o  a r ê d e s  r e s i s t i v a s  

com c u r v a s  c a r a c t e r i s t i c a s  c r e s c e n t e s ,  o  que f o i  o b t i d o  a t é  

pouco tempo com r e l a ç ã o  a  e x i s t ê n c i a  e  u n i c i d a d e ,  pode s e r  / 

c o n s i d e r a d o  como uma g e n e r a l i z a ç ã o  dos  t r a b a l h o s  de DUFF IN  



( 4 7 )  s o b r e  o  a s s u n t o ,  SANDBERG E  W I L L S O N ( ~ ~ )  ap resen tam c o n  - 
d i ç õ e s  menos r e s t r i t i v a s ,  porém sem e n g l o b a r  t o t a l m e n t e  as já 

o b t i d a s  p o r  DESOER E K A T z E N E L S O N ( ~ ~ ) ,  As c o n d i ç õ e s  o b t i d a s  

a q u i  ( e x i s t ê n c i a  e  u n i c i d a d e  de s o l u ç ã o  do ( P F R ) ) ,  p e r m i t e m  

a  p r e s e n ç a  de r e s i s t o r e s  não c o n t r o l a d o s  a l ém de i n c l u i r  as  

c o n d i ç õ e s  dadas p o r  Desoer  e  K a t z e n e l s o n ,  e  de c e r t a  fo rma,  

as  de Sandberg  e  W i l l s o n  , 



Vimos no c a p i t u l o  a n t e r i o r  que os  problemas de 

"ponto de e q u i l i b r i o v  de uma c l a s s e  de r ê d e s  - R C  podiam s e r  

t r a t a d o s  como problemas de t r a n s p o r t e .  Desenvolveremos ago ra  

baseandodos  n e s t a  i d e n t i f i c a ç ã o ,  um e s tudo  s o b r e  e s t a  c l a s s e  

de r êdes  - R C .  

Na secção  2 ,  estudaremos c e r t o s  d e t a l h e s  des sa  

c l a s s e  de r ê d e s  -9 R C  que s e r ã o  fundamentais  pa ra  a  e l abo ra -  

ç ã o  do modêlo dinâmico (secção-3)  e  pa ra  o  es tudo  da e s t a b i -  

l i d a d e ,  a s sun to  do c a p ~ t u l o  s e g u i n t e .  

O modêlo dinâmico s e r á  c a r a c t e r i z a d o  por um siste 

ma de equações  d i f e r e n c i a i s ,  na forma normal, tendo como va- 

r i á v e i s  de e s t a d o ,  c a r g a s  de c a p a c i t o r e s ,  

Na ~ e c ç ã o  4 abordaremos a  q u e s t ã o  de e x i s t ê n c i a  e  

un ic idade  de s o l u ç ã o  dê s se  s i s t ema  de equações  d i f e r e n c i a i s .  



SECÇÃO.  2 - DUALIDADE, PROBLEMA DE TRANSPORTE E  R ~ D E S  R C .  

N e s t a  secção ,  es tuda remos  d o i s  p r o b l e m a s  de o t i m a  

N 

zaçao,  com f o r m a t o  de p r o b l e m a s  de t r a n s p o r t e ,  a s s o c i a d o s  a  

uma r ê d e  RC.   través dêsse  e s t u d o ,  o b t e r e m o s  uma s é r i e  de 

p r o p r i e d a d e s  de uma c l a s s e  de r ê d e s  R C ,  que p e r m i t i r ã o  nas 

secções  s e g u i n t e s ,  o b t e r m o s  o  modê lo  d i n â m i c o  da  r ê d e ,  e  c o n  - 
d içÕes  p a r a  a  e x i s t ê n c i a  de s o l u ç ã o  do s i s t e m a  d i n â m i c o  r e -  

s u l t a n t e .  

O p r i m e i r o  dêsses  p r o b l e m a s  e s t á  a s s o c i a d o  a  bus-  

c a  de f l u x o s  ( c o r r e n t e s )  de e q u i l i b r i o  da r ê d e ;  e n q u a n t o  o  

segundo f o r n e c e ,  como s o l u ç ã o ,  a  l 1 r e s p o s t a l 1  da r ê d e ,  em t ê r -  

mos de f l u x o ,  aos v a l o r e s  de c a r g a  dos  c a p a c i t o r e s .  Os d o i s  

p r o b l e m a s  s e r ã o  i n t e r r e l a c i o n a d o s  a t r a v é s  de r e s u l t a d o s  de 

d u a l i d a d e  G E O F F R I O N ( ~ ~ ) .  

Em t o d o  o  c a p i t u l o ,  c o n s i d e r a r e m o s  uma r ê d e  RC,  

mode lada  p o r  um g r a f o  G com - n  nós  e  m ramos. D e n o t a r e -  - 
mos p o r  Z o  c o n j u n t o  dos í n d i c e s  i dos ramos c a p a c i t i v o s  

w i  de G. E deno ta remos  p o r  E o  r e s p e c t i v o  c o n j u n t o  dos 

ramos r e s i s t i v o s .  Supomos h a v e r  llzll c a p a c i t o r e s  e  llell r a  - 
mos r e s i s t i v o s .  A h i p ó t e s e  a b a i x o  s e r á  s u p o s t a  v á l i d a  em t o  - 
do o  r e s t a n t e  do t r a b a l h o :  

1 ( ~ 1 )  Todos os  r e s i s t o r e s  da  r ê d e  possuem c u r v a s  c a r a c  - 
t e r i s t i c a s  c r e s c e n t e s  com p r o j e ç õ e s  v e r t i c a i s  f e  - 
chadas.  



U m  d o s  p r o b l e m a s  i m p o r t a n t e s  n a  a n á l i s e  d e  r ê d e s  

R C  é a  d e t e r m i n a ç ã o  d a s  c o r r e n t e s  e d i f e r e n ç a s  d e  p o t e n c i -  

a i s  d e  e q u i l í b r i o ,  p r o b l e m a  q u e  e n u n c i a m o s  em (111-10)  s o b  o  

nome ( P R C E ) .  Em ( 1 1 1 - 4 0 ) ,  v i m o s  q u e ,  s o b  a  ( ~ l ) ,  o  ( P R C E )  / 

p o d i a  s e r  t r a n s f o r m a d o  em um p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e ,  q u e  r e  - 
p r o d u z i m o s  a b a i x o  p a r a  f a c i l i t a r  a  c o n s u l t a :  

2 ( P T A - P R C E )  Min L f i ( y i )  
i<  E 

s u j e i t o  a 

o n d e  

3 

Lembramos  q u e  n ê s s e  p r o b l e m a  M r e p r e s e n t a  a  ma - 
t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  d e  G ,  I i  s ã o  as  p r o j e ç õ e s  v e r t i c a i s  d a s  

c u r v a s  c a r a c t e r : s t i c a s  d o s  r e s i s t o r e s ,  e f i  a s  f u n ç õ e s  c o n  - 
v e x a s  a s s o c i a d a s  a o s  r e s i s t o r e s  d a  r ê d e .  

- 
Todo  v e t o r  tRm, s o l u ç ã o  d e  ( P T A - P R C E )  s e r á  

um f l u x o  d e  e q u i l i b r i o  d a  r ê d e  - R C .  Como o  e s t u d o  d e  e s t a b i  - 
l i d a d e  d a  r ê d e  p e r d e  o  s e n t i d o  c a s o  ( 2 )  n ã o  t e n h a  s o l u ç ã o ,  

i r e m o s  l i m i t a r  n o s s o  e s t u d o  a r ê d e s  em q u e  a s  c o n d i ç õ e s  d e  

e x i s t ê n c i a  d o  T e o r e m a  (111-49)  s ã o  s a t i s f e i t a s .  A q u e l a s  c o n  - 



d i ç Õ e s , a p l i c a d a s  a o  ( P T A - P R C E ) ,  r e s u l t a m  n a s  c o n d i ç õ e s  a b a i  - 
x o  q u e  a d m i t i r e m o s  como h i p ó t e s e :  

4 ( ~ 2 )  O c o n j u n t o  X é n ã o  v a z i o  e e x i s t e  Y ~ x  com 

( ~ 3 )  E x i s t e  uma c o á r v o r e  d e  G c o n s t i t u i d a  e x c l u s i v a  - 
m e n t e  d e  r a m o s  a s s o c i a d o s  a  r e s i s t o r e s  s u a v e s  ou  

c a p a c i t o r e s .  

A e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  ( ~ 2 ) - ( ~ 3 )  e  a s  c o n d i ç õ e s  d o  

T e o r e m a  (111-49 )  f i c a  e v i d e n c i a d a  p o r :  a )  f o n t e s  i d e a i s  d e  

c o r r e n t e  s ã o  r e s i s t o r e s  s u a v e s  e b ) -  o  ( P R C E )  é e q u i v a l e n t e  

a o  p r o b l e m a  d e  b u s c a r  s o l u ç Õ e s  d a  r ê d e  n a  q u a l  c a p a c i t o r e s  / 

s ã o  s u b s t i t u i d o s  p o r  f o n t e s  d e  c o r r e n t e  ( d e  v a l o r  n u l o ) .  

U m  s e g u n d o  p r o b l e m a  d e  i n t e r ê s s e  é o  p r o b l e m a  d e  

d e t e r m i n a r  o  v a l o r  i n s t a n t â n e o  d a  c o r r e n t e  n a  r ê d e  R C ,  a  p a r  

t i r  d o s  v a l o r e s  i n s t a n t â n e o s  d a s  d i f e r e n ç a s  d e  p o t e n c i a l  p r e  - 
s e n t e s  n o s  c a p a c i t o r e s ,  Em o u t r o s  t ê r r n o s :  d a d o s  o s  v a l o r e s  

d a s  d i f e r e n ç a s  d e  p o t e n c i a l  n o s  c a p a c i t o r e s  e n c o n t r a r  as  c o r  - 
r e n t e s  n a  r ê d e .  Mas ê s t e  p r o b l e m a  e q u i v a l e  a  b u s c a r  a s  s o l 1  

çÕes d e  uma r ê d e  r e s i s t i v a :  a r ê d e  o b t i d a  p e l a  s u b s t i t u i ç ã o  

d o s  c a p a c i t o r e s  p o r  f o n t e s  d e  t e n s ã o  com o s  v a l o r e s  d a  d.p.  

d o s  c a p a c i t o r e s .  C o n s t r u a m o s  o  p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e  a s s o c p  

a d o  a e s t a  Última r ê d e  r e s i s t i v a .  

S e j a  e i  o  v a l o r  d a  d i f .  d e  p o t .  no  r a m o  c a p a c i -  

t i v o  R i  d e  G .  ~ n t ã o ,  a f u n ç ã o  c o n v e x a  a s s o c i a d a  a  ê s s e  r i  



mo s e r á  f i (  y i )  = ' B i x  \4.  (i C z ) .  Nos r a m o s  r e s i s t i v o s  as  
1 

f u n ç õ e s  c o n v e x a s  s ã o  f i ,  i E ~ n t ã o ,  o  p r o b l e m a  d e  t r a n s  - 
p o r t e  a s s o c i a d o  f i c a :  

s u j e i t o  a v x 

P o r t a n t o ,  s e  0 t qz é o  v a l Ô r  d a  d i f .  d e  p o t .  
- 

n o s  c a p a c i t o r e s ,  e é uma s o l u ç ã o  d e  (PTA-P B Z )  e n t ã o T  

é o  v a l o r  d o  f l u x o  n a  r ê d e  d e v i d o  a  ez 
P a r a  g a r a n t i r m o s  q u e  a r ê d e  p o s s u e  s o l u ç ã o  p a r a  

q u a l q u e r  v a l o r  d e  d.p.  n o s  c a p a c i t o r e s ,  a d m i t i r e m o s  q u e  a s  

c o n d i ç õ e s  d e  e x i s t ê n c i a  d o  T e o r e m a  (111-49)  s ã o  v e r i f i c a d a s  

p o r  ( P T A - p B Z )  p a r a  q u a i s q u e r  v a l o r e s  d e  eZ.  Ou s e j a ,  vamos  

s u p o r  q u e  a  r ê d e  s a t i s f a z  a s  h i p ó t e s e s  ( H l ) ,  ( ~ 2 )  e 

6 ( ~ 4 )  E x i s t e  uma c o á r v o r e  d e  G c o n s t i t u i d a  e x c l u s i v a  - 
m e n t e  d e  r a m o s  a s s o c i a d o s  a r e s i s t o r e s  s u a v e s .  

O b s e r v e - s e  q u e  p o r  ( ~ 4 )  a  c o á r v o r e  n ã o  p o d e  c o n t e r  

r a m o s  c a p a c i t i v o s .  I s t o  s e  d e v e  a o  f a t o  d e  q u e ,  em ( P T A - P Q ~ ) ,  

o s  r a m o s  c a p a c i t i v o s  e s t a r e m  a s s o c i a d o s  a  f o n t e s  d e  d , p ,  q u e  

n ã o  s ã o  r e s i s t o r e s  s u a v e s .  

O u t r a  o b s e r v a ç ã o :  a h i p ó t e s e  ( ~ 4 )  i m p e d e  q u e  t e -  

nhamos  n a  r ê d e  u m  c i c l o  c o n s t i t u i d o  e x c l u s i v a m e n t e  d e  c a p a c i  - 



t o r e s .  Se t a l  c i c l o  e x i s t i s s e  e n t ã o ,  e v i d e n t e m e n t e ,  as  compo - 
n e n t e s  de Q z  não  s e r i a m  i n d e p e n d e n t e s .  

Uma t e r c e i r a  o b s e r v a ç ã o :  a  h i p ó t e s e  ( ~ 4 )  i m p l i c a  

em (~3). P o r t a n t o ,  ( ~ 2 )  e  ( ~ 4 )  não s ó  i m p l i c a m  na  e x i s t ê n c i a  

de s o l u ç ã o  de ( P T A - p e Z )  como de (PTA-PRCE).  P o r t a n t o  a  h i  - 
p ó t e s e  ( ~ 3 )  pode  s e r  abandonada e  a d o t a r e m o s  sòmente  a  ( ~ 4 ) .  

A c o n d i ç ã o  a b a i x o  e x p r i m e  uma f o r m a  a l t e r n a t i v a  de 

e n u n c i a r m o s  ( ~ 4 ) :  

7 (H4a)  E x i s t e  uma á r v o r e  de G c o n t e n d o  t o d o s  os  ramos 

c a p a c i t i v o s  e  t o d o s  os  ramos  a s s o c i a d o s  a  r e s i s -  

t o r e s  não suaves .  

Embora, sob  as  h i p ó t e s e s  e x p o s t a s ,  o  (PTA-P  9 ) 

t e n h a  s o l u ç ã o ,  nada  pode  s e r  d i t o  da u n i c i d a d e  d e s s a  s o l u ç ã c ~  

P o r t a n t o ,  as  d.p. nos  c a p a c i t o r e s  não  n e c e s s à r i a m e n t e  d e t e r  - 
minam a  c o r r e n t e  na  r ê d e .  

O Teorema (111-47)  nos  f o r n e c e  m e i o s  de g a r a n t i r  

a  u n i c i d a d e  de s o l u ç ã o  de ( P T A - ~ 0 ~ ) .  P a r a  t a n t o ,  b a s t a  que a  

r ê d e  s a t i s f a ç a  a: 

8 ( ~ 5 )  E x i s t e  uma c o á r v o r e  de G c o n s t i t u í d a  L n i c a m e n t e  

de ramos a s s o c i a d o s  a  r e s i s t o r e s  c o n t r o l a d o s  p o r  

t e n s ã o .  

G a r a n t i d a  a  e x i s t ê n c i a  e  u n i c i d a d e  de s o l u ç ã o  de 

(PTA-peZ )  p a r a  cada  e podemos d e f i n i r  a  f unção  z 



- 
$ :R'+---+ q u e  a s s o c i a  a c a d a  e Zt  o  v e t o r  
- 
yZ = $ ( Bz) q u e  6 a  p a r t e  c o r r e s p o n d e n t e  a o s  r a m o s  c a p a c i  - 

- 
t i v o s  d a  s o l u ç ã o  d e  ( P T A - P e Z )  com eZ = B z *  A f u n ç ã o  

r e p r e s e n t a  a " r e s p o s t a "  d a  p a r t e  r e s i s t i v a  d a  r ê d e  R C  à s  v a  - - 
r i a ç õ e s  d e  d.p. n o s  capacitares. A t r a v é s  d e s s a  f u n ç ã o  de-  

d u z i r e m o s  n a  s e c ç ã o  s e g u i n t e  a  e q u a ç ã o  d e  e s t a d o  d a  r ê d e .  

A g o r a ,  u s a r e m o s  a l g u n s  r e s u l t a d o s  d e  d u a l i d a d e  

( v e r  a p ê n d i c e  A ) com o  q u e  o b t e r e m o s  r e l a ç õ e s  e n t r e  o s  

p r o b l e m a s  ( P T A - P R C E ) , ( P T A - P e Z )  e a f u n ç ã o  P 
Retomemos  o  ( P T A - P R C E )  q u e  s e r á  c o n s i d e r a d o  p r g  

b l e m a  p r i m a l .  D u a l i z e m o s  ê s t e  p r o b l e m a  em r e l a ç ã o  a r e s t r i -  

ç ã o  lpZ = 0 .  O d u a l  s e r á ,  p o r t a n t o ,  

9 ( D T A - P R C E )  Max W (  9 , )  

o n d e  w :q&~ é d a d a  p o r :  

10 w ( e Z )  = I n f  f i ( ' f i )  + 7 BiIpi  1 IQ 6 X }  
it Z 

O b s e r v e - s e  q u e  o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  W em e C R 
é e x a t a m e n t e  o  v a l o r  d o  p r o b l e m a  ( P T A - ~ 0 ~ ) .  Como p e l a s  h i p i  

t e s e s  s u p o s t a s ,  ê s t e  p r o b l e m a  p o s s u e  s o l u ç ã o ,  e n t ã o  o  i n f i m o  

p o d e  s e r  s u b s t i t u í d o  p o r  mín imo  em ( 1 0 ) .  O l e m a  q u e  s e  s e g u e  

c a r a c t e r i z a  W como uma f u n ç ã o  d i f e r e n c i á v e l  e $ como s u a  

d i f e r e n c i a l .  



Lema - Suponha que a  r ê d e  - R C  s a t i s f a z  a s  h ipÓ-  

t e s e s  ( ~ 1 ) , ( ~ 2 ) , ( ~ 4 )  e  ( ~ 5 ) .  ~ n t ã o :  

a )  W é d i f e r e n c i á v e l  

A c o n d i ç ã o  c )  é c o n s e q u ê n c i a  i m e d i a t a  de  a )  e  b )  

p o i s  W é c ô n c a v a  ( v e r  A-14) .  Como a s  h i p ó t e s e s  ( H l ) ,  (H2),  

( ~ 4 )  e  ( ~ 5 )  i m p l i c a m  n a  e x i s t ê n c i a  e  u n i c i d a d e  de  s o l u ç ã o  

do m í n i m o  em ( 1 0 ) ,  e n t ã o ,  p e l o  Teorema ( A - 3 0 )  d e c o r r e  a  d i  - 
f e r e n c i a b i l i d a d e  de W. A i n d a  p o r  ê s s e  t e o r e m a  c o n c l u i - s e  

- 
que s e  If 6 s o l u ç ã o  de ( P T A - p e Z )  e n t ã o  

o  que, p e l a  d e f i n i ç ã o  de  , i m p l i c a  em b ) .  (c.Q.D) Q 
Os r e s u l t a d o s  do Lema (11) f a c i l i t a r ã o  a  o b t e n ç ã o  

de d i v e r s o s  r e s u l t a d o s  n a  e l a b o r a ç ã o  e  a n á l i s e  do m o d ê l o  d i -  

n â m i c o  da  r ê d e  e  no  e s t u d o  de s u a  e s t a b i l i d a d e .  Uma a p l i c a -  

ção  do Lema (11) é f e i t a  na  d e m o n s t r a ç ã o  do t e o r e m a  a b a i x o .  

1 2  Teorema: Suponha que a  r ê d e  s a t i s f a z  a s  h i p Ó t e  

s e s  (~l), (H2),  ( ~ 4 )  e  ( ~ 5 ) .  Se é RZ é s o l u ç ã o  
- 

de ( D T A - P R C E )  e n t ã o  a  s o l u ç ã o  (f de (PTA-PeZ)  com 



8, = 8, 6 s o l u ç ã o  de ( P T A - P R C E )  ou  s e j a ,  é um 

f l u x o  de e q u i l í b r i o .  

Demons t ração :  

- 
S e j a  éZ s ~ l u ç ã o  do d u a l  e  ? a Ú n i c a  s o l u ç ã o  de 

- - 
(PTA-peZ)  com eZ - - 0 ~ .  E n t ã o , Y  C X e  p e l o  Lema (11) 

- 
13 

- yz = O 

Logo, é v i á v e l  p a r a  ( P T A - P R C E ) .  

Como r e s o l v e  ( P T A - P e Z )  : v C x 

e  em p a r t i c u l a r  p a r a  lf) C X, com IQZ = O ( o u  s e j a , y  v i á v e l  p a  - 
r a  ( P T A - P R C E ) )  

de ( 1 3 )  e  ( 1 4 )  r e s u l t a :  

p r o v a n d o  a  o t i m a l i d a d e  de (c.Q.D). 

O Teorema ( 1 2 )  embora c a r a c t e r i z e  as  s o l u ç Õ e s  do 

d u a l  ( D T A - P R C E )  não g a r a n t e  que ê s t e  Ú l t i m o  p r o b l e m a  possue  

s o l u ç ã o .  O t e o r e m a  s e g u i n t e  a s s e g u r a  e s s a  e x i s t ê n c i a  sem h i -  

p ó t e s e s  a d i c i o n a i s .  

1 5  Teorema: Suponha que as h i p ó t e s e s  do T e o r e m a ( l 2 )  

são  v e r i f i c a d a s .  ~ n t ã o ,  o  ( D T A - P R C E )  possue  s o l u ç ~ ~  



P o r  c o n s t r u ç ã o ,  as  f u n ç õ e s  fi, i C E são s u b d i -  

f e r e n c i á v e i s .  Como X é um p o l i t o p o  e  a  r e s t r i ç ã o  Y z =  O 

6 l i n e a r ,  p e l o  Teorema (A-21)  o  ( P T A - P R C E )  é um p r o b l e m a  es  - 
t á v e l .  Logo, p e l o  Teorema de d u a l i d a d e  (A-19)  o  d u a l  possue  

s o l u ç ã o  ( c . 4 . ~ ) .  

Os r e s u l t a d o s  que o b t i v e m o s  n e s t a  secção  t i v e r a m  

como o b j e t i v o  a p r o v e i t a r  c e r t a s  " f e r r a m e n t a s "  da  o t i m i z a ç ã o  

p a r a  a n a l i s a r  r ê d e s  RC. O que f i z e m o s  f o i ,  de c e r t a  fo rma,  

uma a n á l i s e  do compor tamen to  e s t á t i c o :  demos c o n d i ç õ e s  p a r a  

se  d e t e r m i n a r  f l u x o s  a  p a r t i r  do c o n h e c i m e n t o  das t e n s õ e s  nos  

ramos c a p a c i t i v o s .  porém nada  f o i  f e i t o  no s e n t i d o  de d e t e r  - 
m i n a r  como e s t a s  t e n s õ e s  v a r i a m  no tempo. 

O esquema que ap resen tamos  a b a i x o ,  dá  uma i d é i a  do 

compor tamen to  g e r a l  de uma r ê d e  - R C  que s a t i s f a z  as  h i p Ó t e -  

s e s  menc ionadas  n e s t a  secção ,  e  s u g e r e  como d e t e r m i n a r  o  com - 
p o r t a m e n t o  de e Z  ao l o n g o  do tempo.  ost ta riamos de r e s s a l  - 
t a r  que o  e s t u d o  d e t a l h a d o  d ê s t e  a s s u n t o  s e r á  o b j e t o  da  sec-  

1 INTEGRADORES I 

ç ã o  s e g u i n t e .  
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E s t e  esquema pode rá  s e r  usado i n c l u s i v e  como pon- 

t o  de p a r t i d a  p a r a  uma s imulação  a n a l ó g i c a  ou d i g i t a l  de uma 

r ê d e  - R C  s a t i s f a z e n d o  a s  h i p ó t e s e s  ( H l ) ,  ( H Z ) ,  ( ~ 4 a ) e  ( ~ 5 ) .  

Nesta s e c ç ã o ,  r ep r e sen t a r emos  o  comportamento d i -  

nâmico das  r ê d e s  - R C  por um s i s t e m a  de equações d i f e r e n c i a i s  
N 

na forma normal. As h i p ó t e s e s  ( H l ) ,  ( ~ 2 ) ,  (H4a) e  ( H S )  s e r a o  

a d m i t i d a s  a q u i  e  c a r a c t e r i z a m  a  c l a s s e  das  r ê d e s  R C  - c u j o  

modêlo dinâmico desenvolveremos.  Para  e s t a  c l a s s e ,  a  modela - 
gem s e g u i r á  um procedimento Único. O modêlo o b t i d o  s e  p res -  

t a r á  de i m e d i a t o ,  pa r a  que a lguns  c o n c e i t o s  de d u a l i d a d e  se-  

jam Ú t e i s  na de te rminação  de c e r t a s  c a r a c t e r í s t i c a s  da r ê d q  

fundamenta i s  p a r a  o  e s tudo  da e s t a b i l i d a d e .  

No que concerne  a  i n t e r p r e t a ç ã o  f í s i c a  das  r ê d e s  

R C  o  t r a b a l h o  de C H U A ( ~ ~ )  nos f o r n e c e  a lguns  r e s u l t a d o s  e  -9 

d e f i n i ç õ e s .  

U m  s i s t e m a  de equações  d i f e r e n c i a i s  e s t á  na forma 

normal quando é d e s c r i t o  por equações  d o  t i p o :  

dx, 



ou s e j a  

i) No l a d o  e s q u e r d o  das equações  s ó  aparecem de- 

r i v a d a s  de p r i m e i r a  ordem das v a r i á v e i s  de es - 
t a d o  xl,x2,...,x n  ' com r e s p e i t o  ao tempo. 

ii) Nenhum t ê r m o  de d e r i v a d a s  com r e s p e i t o  ao tem - 
po a p a r e c e  no l a d o  d i r e i t o  das equações.  

iii) As v a r i á v e i s  dependen tes  c o i n c i d e m  com a s  v a r i  - 
á v e i s  de e s t a d o  que aparecem do l a d o  esquerdo .  

E sob  e s t a  f o r m a  que es tamos  i n t e r e s s a d o s  em r e p r e  - 
s e n t a r  o  compor tamen to  d i n â m i c o  da  r ê d e  - R C .  As f o n t e s  de d.p 

e  c o r r e n t e  p r e s e n t e s  na  n o s s a  c l a s s e  de r ê d e s ,  são  f o n t e s  i- 

d e a i s  e  o s  componentes possuem c a r a c t e r í s t i c a s  i n v a r i a n t e s  

no tempo. I s t o  f a z  com que o  compor tamen to  d i n â m i c o  da r ê d e  

R C  p o s s a  s e r  r e p r e s e n t a d o  p o r  um s i s t e m a  de equações  d i f e  - - 
r e n c i a i s  do t i p o  ( 1 7 ) ,  também n a  f o r m a  n o r m a l  onde a  v a r i á  - 
v e l  i n d e p e n d e n t e  i, não a p a r e ç a  e x p l i c i t a m e n t e  no membro d i -  

r e i t o  das  equações.  

O s i s t e m a  ( 1 7 )  é d i t o  s i s t e m a  autônomo e  a  r ê d e  

R C  c o r r e s p o n d e n t e  é uma r ê d e  autônoma. - 



A ordem de complexidade de uma r êde  e l é t r i c a  d i -  

nâmica é d e f i n i d a  como sendo o  número máximo de condições  i- 

n i c i a i s  independentes  que podem s e r  e s p e c i f i c a d a s  em têrmos 

das  v a r i á v e i s  e l é t r i c a s  da rêde .  Pe l a  ordem de complexidadg 

sabemos o  número de v a r i á v e i s  de e s t a d o  n e c e s s á r i o  pa ra  a  r e  - 
N 

p r e s e n t a ç ã o  da dinâmica da rêde  por um s i s t ema  de equaçoes 

d i f e r e n c i a i s  na forma normal. 

Numa r êde  - R C  9 a  ordem de complexidade é de te rmi  - 
nada inspecionando-se  o número máximo de condições  i n i c i a i s  

que podem s e r  a r b i t r a d a s  independentemente,  pa ra  a s  d . p .  o u  

pa ra  a s  c a r g a s ,  d o s  c a p a c i t o r e s  e x i s t e n t e s  na rêde .  A inde- 

pendênc ia  e n t r e  a s  condições  i n i c i a i s  e s t á  r e l a c i o n a d a ,  no 

caso ,  com a  p resença  ou ausênc i a  de c i c l o s  de c a p a c i t o r e s  ou 

c a p a c i t o r e s  e  f o n t e s  de t ensão  na rêde .  

E m  f a c e  da h i p ó t e s e  ( ~ 4 a )  e s t a r  sendo admi t ida  ga - 
ran t imos  que a  c l a s s e  de r êde  abordada não pos su i  c i c l o s  de 

c a p a c i t o r e s  ou c a p a c i t o r e s  e  f o n t e s  de t ensão .  P o r t a n t o ,  o  

número máximo de condições  i n i c i a i s  independentes  s e r á  de i- 

mediato,  i g u a l  ao número de c a p a c i t o r e s  e x i s t e n t e s  na rêde.  

Logo, a  ordem de complexidade da rêde  s e r á  dada pe lo  número 

de c a p a c i t o r e s  na mesma. 

0s  r e s u l t a d o s  acima podem s e r  encont rados  em C H U A  

( 6 9 )  cap.  XII I .  

Vamos c o n s i d e r a r  r ê d e s  - R C  com - z c a p a c i t o r e s  e 

um g r a f o  a s soc i ado  G com - m ramos dos q u a i s  são  capa- 



c i t i v o s  e - e r e s i s t i v o s .  U t i l i z a r e m o s  como v a r i á v e i s  d e  e s  - 
t a d o  o s  v a l o r e s  q i ,  i~ Z ,  c o r r e s p o n d e n t e s  a s  c a r g a s  e l é t r i  

tas d o s  c a p a c i t o r e s ,  

P r o c u r a r  um m o d ê l o  d i n â m i c o  p a r a  a  r ê d e  p o r  m e i o  

d e  um s i s t ema  d e  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  n a  f o r m a  n o r m a l ,  e q u i  - 
v a l e  a  p r o c u r a r  uma f u n ç ã o  ~ : $ j - ' t - s ~ '  t a l  q u e :  

N Ó S  s a b e m o s  q u e  o s  f l u x o s  ( c o r r e n t e s )  n o s  r a m o s  

c a p a c i t i v o s  e s t ã o  r e l a c i o n a d o s  com a s  c a r g a s  d o s  c a p a c i t o r e s  

em um i n s t a n t e  d e  t e m p o  - t p e l a  e x p r e s s ã o  d q i ( t )  
=yict>,ics 

d t  

o u  s e j a :  

1 9  

V i m 0 3  n a  ~ e c ç ã o  2 ,  q u e  e x i s t e  uma f u n ç ã o  @ :v-@ 
q u e  a s s o c i a  IQZ a  c a d a  v a l o r  d e  e z ~ n t ã o  p o r  ( 1 9 )  p o d e m o s  

e s c r e v e r :  

A e x i s t ê n c i a  d a  f u n ç ã o  @ n o s  p e r m i t e  g a r a n t i r  a  

e x i s t ê n c i a  d a  f u n ç ã o  H .  P o i s ,  como a s  d .p .  e  c a r g a s  d o s  c a -  



p a c i t o r e s  e s t ã o  r e l a c i o n a d a s  por f unções  c a r a c t e r í s t i c a s  do 

t i p o  @ i  = gi (q i )  , i t Z ,  podemos d e f i n i r  uma função g:V+Rz 
t a l  que: 

e  s u b s t i t u i - l a  em ( 2 0 )  de modo a  o b t e r :  

Comparando (22 )  com (18 )  obteremos:  

F e i t a s  e s t a s  observaçÕes f i c a  ev idenc i ada  a  impor - 
t â n c i a  da h i p ó t e s e  ( ~ 5 )  que g a r a n t e  a  e x i s t ê n c i a  da função$. 

As h i p ó t e s e s  que estamos admi t indo  a q u i  nos permi - 
tem u s a r  o  Lema (11) da s ecção  a n t e r i o r .  P e l a  cond ição  ( 6 )  dês 

t e  lema e  lembrando que e Z  = g ( q )  podemos e x p r e s s a r  ( 2 3 ) ~ o r :  

Com (24 )  a  d inâmica  da r ê d e  f i c a  r e p r e s e n t a d a  p e l o  

s e g u i n t e  s i s t e m a  de equações d i f e r e n c i a i s :  



NÓS vamos e s t u d a r  n a  s e c ç ã o  s e g u i n t e  q u a i s  as  c o n  - 
d i ç õ e s  que g a r a n t e m  e x i s t ê n c i a  e  u n i c i d a d e  de  s o l u ç ã o  de ( 2 5 )  

em p e l o  menos um i n t e r v a l o  de tempo f i n i t o ,  p a r a  q u a l q u e r  c o n  - 
O 

d i p ã o  i n i c i a l  q  c n Z .  De q u a l q u e r  f o r m a ,  j á  podemos v i s -  

l u m b r a r  a q u i ,  a  e x i s t ê n c i a  de s o l u ç ã o  de  ( 2 5 ) ,  p o r  m e i o  do 

l e m a  que  a p r e s e n t a m o s  em s e g u i d a .  

26 - Lema: A f u n ç ã o  H : R ~ - ~ ~  onde  H ( ~ )  = v W ( g ( q ) )  

é c o n t í n u a  em Rz. 

~ e m o n s t r a ç ã o :  

A f u n ç ã o  H 6 a  c o m p o s t a  de duas  f u n ç õ e s  V W e  9. 

P o r  d e f i n i ç ã o  g é c o n t i n u a ,  l o g o ,  b a s t a  m o s t r a r  que V W é 

c o n t i n u a  p a r a  c o n c l u i r  s o b r e  a  c o n t i n u i d a d e  d a  H. 

J; v i m o s  que W é uma f u n ç ã o  c ô n c a v a  e  d i f e r e n c i  - 
á v e l  em qZ, l o g o  p o s s u e  d e r i v a d a s  p r i m e i r a s  continuas e  p o r  

c o n s e g u i n t e  V W é c o n t í n u a  em mZ. (c.Q.D) 

Com o Lema ( 2 6 )  g a r a n t i m o s  a  c o n t i n u i d a d e  em 'iii 
da f u n ç ã o  H. E  podemos d i z e r  queern q u a l q u e r  c o m p a c t o  d e m z  

a  f u n ç ã o  H é c o n t í n u a .  E s t a  o b s e r v a ç ã o  j u n t o  ao t e o r e m a  

de e x i s t ê n c i a  de s o l u ç ã o ( v e r  ' NEMYTÇKII(60) pag.  3) n o s  p e r -  

m i t e  c o n c l u i r  que em q u a l q u e r  p o n t o  do Rz  p a s s a r á ,  em um i n s  - 
t a n t e  to  , uma s o l u ç ã o  de ( 2 5 ) .  

f s t e  r e s u l t a d o ,  a p e s a r  de  c o n c l u i r  s o b r e  a  e x i s  - 
t ê n c i a  de  s o l u ç ã o  de ( 2 5 )  n a d a  i n f o r m a  s Ô b r e  a  u n i c i d a d e  de 



s o l u ç ã o ,  ~ l é m  da e x i s t ê n c i a ,  a  u n i c i d a d e  de so lução  s e  t o r -  

na i m p o r t a n t e  p a r a  n ó s ,  uma vez que es tamos i n t e r e s s a d o s  em 

d a r  cond i ções  de modo a  g a r a n t i r  a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t á t i c a  

g l o b a l  de r ê d e s  - R C  c u j o  comportamento dinâmico é d e s c r i t o  

por ( 2 5 ) .  

A s e cção  s e g u i n t e  abo rda rá  ê s t e  a s s u n t o ,  f o rnecen  - 
do cond ições  n e c e s s á r i a s  p a r a  un i c idade  de so lução .  

O 
N Ó S  r ep r e sen t a r emos  por q ( * ;  q ; t o )  uma so lução  

de (25 )  que pa s se  por q o  no i n s t a n t e  t o  e  c u j a  e x i s t ê n c i a  

e s t á  g a r a n t i d a  no i n t e r v a l o  de tempo 

S E C Ç Ã O  4 - C O N D I Ç Õ E S  PARA E X I S T ~ N C I A  E UNICIDADE D E  S O L U Ç Ã O  

Existem v á r i a s  maneiras  p a r a  s e  e s t u d a r  a  e x i s t ê n  - 
c i a  e  u n i c i d a d e  de so lução  de um s i s t e m a  de equações  d i f e r e n  - 
c i a i s .  Nem sempre é f á c i l  c o n c l u i r - s e  a  ê s s e  r e s p e i t o  O U  

d a r  cond i ções  de modo a  g a r a n t i r  e x i s t ê n c i a  e  u n i c i d a d e ,  E m  

nosso ca so  t r a t a m o s  com s i s t e m a s  autônomos o  que f a c i l i t a  bas  - 
t a n t e  e s s a  t a r e f a .  

O procedimento que vamos desenvo lver  a q u i ,  c o n s t a  

em dar  algumas cond ições  s o b r e  c e r t o s  e lementos  da r êde  de mo - 
do a  g a r a n t i r  que o  membro d i r e i t o  de ( 2 5 )  s a t i s f a ç a  a s  con - 
d i ç õ e s  de L i p s c h i t z  em t o d o R Z .  ~ ê s t e  r e s u l t a d o  conc lu i remos  

s o b r e  a  u n i c i d a d e  de s o l u ç ã o  usando um teorema de NEMYTSKII 

( 60 ) .  



Como já  vimos, o membro d i r e i t o  de (25)  é uma fun  - 
ção H composta de o u t r a s  duas VW e  g .  Caso V W  e  g  s e  - 
jam L i p s c h i t z i a n a s ,  a  composta H s e r á  também. ~ 6 s  vamos / 

l a n ç a r  mão d ê s t e  f a t o  de modo a  g a r a n t i r  que H é L i p s c h i t z i -  

ana. Pa ra  i s t o  vamos supor  que a  função  g s e j a  L i p s c h i t z i  - 
ana e  encon t ra remos  uma cond ição  que, s e  v e r i f i c a d a  p e l a  r;- 

de R C ,  g a r a n t i r á  que a  * s a t i s f a z  L i p s c h i t z .  

A cond ição  é a  s e g u i n t e :  

2 7  ( ~ 6 )  E x i s t e  uma coá rvo re  de G onde aos  ramos e s t ã o  

a s s o c i a d a s  cu rva s  c a r a c t e r í s t i c a s  de r e s i s t o r e s  

s a t i s f a z e n d o  a :  

Os d i v e r s o s  C i  r ep resen tam cu rvas  c a r a c t e r í s t i c a s  

de r e s i s t o r e s  e  T o  c o n j u n t o  de í n d i c e s  que c a r a c t e r i z a m  o s  

ramos da coá rvo re .  

A h i p ó t e s e  ( ~ 6 )  é uma maneira  de d i z e r  que a s  c u r  - 
vas  c a r a c t e r í s t i c a s  a s s o c i a d a s  aos  ramos da c o á r v o r e  cons ide  - 
r a d a ,  possuem em t o d a  s u a  ex t ensão  i n ~ 1 i n a ~ Õ e . s  maiores  que ze  - 

O teorema s e g u i n t e  comprova que sob ( ~ 6 ) ,  a  $ 6 
L i p s c h i t z i a n a .  



A 

Teorema: S e j a  uma r e d e  R C  e  G o  g r a f o  asso -  - 
c i a d o  com - m r a m o s  s e n d o  z c a p a c i t i v o s  e  e  r e  - - 
s i s t i v o s .  Vamos a d m i t i r  q u e  a s  h i p ó t e s e s  (~1)-( i) ,  

( ~ 2 ) - ( 4 ) ,  ( ~ 4 a ) - ( 7 ) ,  ( ~ 5 ) - ( 8 )  e  ( ~ 6 )  s ã o  s a t i s f e i  - 
t a s .  ~ ê s t e  c a s o  a  f u n ç ã o  @ :EZeRZ, 

$(e , )  = V w ( ~ , ) T @  , c q  ',é L i p s c h i t z i a n a  emR: 

Ou s e j a ,  e x i s t e  K >  O t a l  que :  

~ e m o n s t r a ç ã o :  

S e j a  i3 o  c o n j u n t o  de r a m o s  d a  c o á r v o r e  de G que  

s a t i s f a z  ( ~ 6 )  e: 

Lembremos que Z e E são  o s  c o n j u n t o s  de i n d i c e s  

que  c a r a c t e r i z a m  r e s p e c t i v a m e n t e  o s  r a m o s  c a p a c i t i v o s  e  o s  r a  - 
mos r e s i s t i v o s  d e  G. Observe -se  que  p o r  ( ~ 6 )  Z C U  e  T C E .  

A n t e s  de t u d o  o b s e r v e m o s  que  e x i s t e  uma c o n s t a n t e  

p o s i t i v a  L  t a l  que:  

p a r a  t o d o  f l u x o  ycNm de G e  onde  yT r e p r e s e n t a  o  v e t o r  

d e  f l u x o s  n a  c o á r v o r e  c a r a c t e r i z a d a  p e l o s  r a m o s  E. De f a t q  



s e  é um f l u x o  de G e n t ã o  de (11 -23 )  podemos c o n c l u i r :  

I 
onde  S  é uma m a t r i z  f u n d a m e n t a l  (11 -24 )  d e  G. ~ n t ã o  v a l e  

a  e x p r e s s ã o  ( 3 0 )  tomando-se 

Provemos  a g o r a  que  $ é L i p s c h i t z i a n a .  Se jam 

n a d a  há a  p r o v a r  uma v e z  que  t e r í a m o s :  

q u a l q u e r  K )  O, Suponhamos que y; +y:* 
Em (11 -29 )  v i m o s  que  t Ô d a  t e n s ã o  8 e  t o d o  f l u x o y  

de G s a t i s f a z e m  a  ( 0  , ip) = O e  p o r t a n t o  

,., 
o n d e  e  yi sao ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  a t e n s ã o  e  f l u x o  no g r a  - 
f o  quando  o s  c a p a c i t a r e s  t ê m  d i f e r e n ç a s  de p o t e n c i a l  0 i z ' 
P o r t a n t o ,  

N 

Como a s  c u r v a s  c a r a c t e r í s t i c a s  de r e s i s t o r e s  s a o  

c r e s c e n t e s  temos :  



~ n t ã o ,  temos:  

. , 

S c h w a r t z  ) 

o  que, d e v i d o  a \ i  O ,  i m p l i c a  em: 

p r o v a n d o  que 9 é ~ i ~ s c h i t z i a n a . ( ~ . ~ . ~ )  

Com a  d e m o n s t r a ç ã o  do Teorema ( 2 8 )  f i c a  e v i d e n c i a  - 



do que sob  as  c o n d i ç õ e s  da h i p ó t e s e  ( ~ 6 )  a  f u n ç ã o  P W é 

L i p s c h i t z i a n a  em Como j á  hav lamos  comentado,  nos l i m i t a  - 
remos à r ê d e s  - R C  c u j a s  f u n ç õ e s  c a r a c t e r í s t i c a s  dos c a p a c i -  

t o r e s  são  f u n ç õ e s  L i p s c h i t z i a n a s .  ~ ê s t e s  tê r rnos  f i c a  g a r a n t i  - 
da que o  membro d i r e i t o  

do s i s t e m a  de equações  d i f e r e n c i a i s  ( 2 5 )  é L i p s c h i t z i a n a  em 

qZ. D ê s t e  f a t o  e  p e l o  t e o r e m a  a p r e s e n t a d o  em N E M Y T S K I I ( ~ O )  

pag. 13,  c o n c l u ~ m o s  f i n a l m e n t e  que o  s i s t e m a  de equações d i  - 
O 

f e r e n c i a i s  ( 2 5 )  possue  s o l u ç ã o  Ú n i c a  q ( * ;  q  , to)  ern[tO , T] 
O 

p a r a  q u a l q u e r  c o n d i ç ã o  i n i c i a l  q  cRz .  

Com o  l ema  a b a i x o ,  veremos que a  H i p ó t e s e  ( ~ 6 )  en  - 
g l o b a  as  ~ i p ó t e s e s  (H4a) e  ( ~ 5 ) .  

33 - Lema: Um r e s i s t o r  com c u r v a  c a r a c t e r í s t i c a  c r e s c e n  - 
t e  C, com p r o j e ç ã o  v e r t i c a l  f echada ,  que s a t i s f a z  

a: I Q1 - e 2 \  i/ k p1 -yd, k70,.ù '  ( Q ~ , $ ) ~ ) , ( Q ~ , Q ~ ) ~ c  

é um r e s i s t o r  suave  c o n t r o l a d o  p o r  t e n s ã o .  

Demons t ração :  

Mos t remos  i n i c i a l m e n t e  que o  r e s i s t o r  6 c o n t r o l a d o  

p o r  t e n s ã o .  

Sejam ( e  e ( s  ,,? 2 )  4 C .  Da h i p ó t e s e  temos 



M u l t i p l i q u e m o s  ambos  o s  l a d o s  d e  ( 3 4 )  p o r  \ y1 - 1921 

Como a C é c r e s c e n t e  p o d e m o s  e s c r e v e r  

Como k é p o s i t i v o  vem: 

o u  s e j a  a  C é e s t r i t a m e n t e  c r e s c e n t e .  L o g o ,  r e p r e s e n t a  um 

r e s i s t o r  c o n t r o l a d o  p o r  t e n s ã o .  

F i x e m o s  a g o r a  um p a r  ( e  ,? ) C C .  P e l a  h i p ó t e s e  

d o  l e m a  p o d e m o s  e s c r e v e r :  

F a z e n d o  uma m u d a n ç a  d e  c o o r d e n a d a s  com r e l a ç ã o  a o  

p o n t o  ( 8  ,q ) C C ,  a e x p r e s s ã o  ( 3 7 )  p a s s a  a s e r  e s c r i t a  como : 

1 

o n d e  C é a  r e p r e s e n t a ç ã o  d e  C no  n o v o  s i s t e m a  d e  c o o r d e  - 
n a d a s .  

? 
A c u r v a  C é c r e s c e n t e  l o g o :  



t 
E como C p a s s a  p e l a  or igem e n t ã o  

40 ( e < o ) - (  ~ $ 0 )  9 ( w y  ) t  c ' .  

Por ( 4 0 ) ,  podemos r e e s c r e v e r  ( 3 9 )  como: 

Iel+\lpl =I.(\ 

De ( 3 8 )  e  ( 4 1 )  

ou s e j a  

Resumindo t e r e m o s :  

k  onde 1131 = -131 
k + l  

Vê-se f à c i l m e n t e  po r  ( 4 2 )  que a  p r o j e ç ã o  hor i zon-  

t a l  de C 6 a  r e t a  r e a l .  Por h i p ó t e s e ,  a  p r o j e ç ã o  v e r t i c a l  

de  C é f e c h a d a .  Logo, C r e p r e s e n t a  um r e s i s t o r  suave .  

(c.Q.D). 

Com a  demons t ração  d ê s t e  lema,  podemos v e r i f i c a r  

f à c i l m e n t e  que a  ~ i ~ ó t e s e  (H6) ,  u sada  p a r a  g a r a n t i r  L i p s c h i t q  

i m p l i c a  em (H4a) e  ( ~ 5 ) .  

O e s t u d o  que acabamos de d e s e n v o l v e r ,  d e l i m i t o u  uma 



c l a s s e  de r ê d e s  - R C  que possue  s o l u ç ã o  Única,  em pe lo  menos 

um i n t e r v a l o  de tempo f i n i t o ,  sob q u a i s q u e r  v a l o r e s  de c a r g a s  

nos c a p a c i t o r e s .  

Essa c l a s s e  f i c o u  c a r a c t e r i z a d a  por um con jun to  de 

h i p ó t e s e s  que apresen ta remos  ago ra  numa forma resumida.  

S e j a  uma rêde  - R C  onde o  g r a f o  a s s o c i a d o  G=(N,A ,K )  

possue  ramos dos q u a i s  e s ã o  r e s i s t i v o s  e  - z  c a p a c i t i  - 
vos.  Lembremos que - E e  - Z s ã o  o s  c o n j u n t o s  de í n d i c e s  que 

c a r a c t e r i z a m ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  o s  ramos r e s i s t i v o s  e  o s  ramos 

c a p a c i t i v o s  de G .  E s t a  r ê d e  p e r t e n c e  a  r e f e r i d a  c l a s s e  s e :  

43  i )  t odos  os  r e s i s t o r e s  possui rem cu rvas  c a r a c t e -  

r í s t i c a s  c r e s c e n t e s  C i  , i E E ,  com p r o  j e ções  

v e r t i c a i s  I i  f echadas .  

i i )  a s  funções  c a r a c t e r í s t i c a s  dos c a p a c i t o r e s  g i ' 
i t  Z ,  forem funções  L i p s c h i t z i a n a s .  

i i i) o  con jun to  X dado po r :  

onde M é a  m a t r i z  de i n c i d ê n c i a  de G ,  f o r  
,.d 

nao vaz io .  

i v )  e x i s t i r  uma coá rvo re  ( c , B )  de G s a t i s f a z e n d o  



o n d e  T = ( ~ L M \ o ( ~ € B ]  . 

No c a p í t u l o  s e g u i n t e ,  o n d e  f a r e m o s  um e s t u d o  d a  

e s t a b i l i d a d e  d e s s a  c l a s s e  d e  r ê d e s ,  v e r e m o s  q u e  e x i s t e  ç o l u -  

ç ã o  6 n i c a  mesmo num i n t e r v a l o  i n f i n i t o  d e  t e m p o .  



C A P Í T U L O  V 

ESTABILIDADE 

E s t a b e l e c e m o s  no c a p i t u l o  a n t e r i o r  o  modê lo  d i n â -  

m i c o  p a r a  uma c l a s s e  de r ê d e s  - RC. O modê lo  f o i  a p r e s e n t a d o  

na  f o r m a  de um s i s t e m a  de equações  d i f e r e n c i a i s  t e n d o  como 

v a r i á v e i s  de e s t a d o  as  c a r g a s  dos  c a p a c i t o r e s .  

Faremos a g o r a  um e s t u d o  da  e s t a b i l i d a d e  das  s o l u -  

ç õ e s  d ê s s e  s i s t e m a  de equações  d i f e r e n c i a i s  com r e s p e i t o  aos  

e s t a d o s  de e q u i l i b r i o .  E a d m i t i n d o  que as  h i p ó t e s e s  (IV-43) 

são  v e r i f i c a d a s ,  c o n c l u i r e m o s  que o  s i s t e m a  é a s s i n t ò t i c a m e n  - 
t e  e s t á v e l  g l o b a l m e n t e ,  no s e n t i d o  que passamos a  e x p o r .  

1 

onde 

nua. 

Cons ide remos  o  s i s t e m a  

x  é um v e t o r  do R n  e  f:qn--+Rn uma f u n ç ã o  c o n t i  - 
Admitamos que f s a t i s f a z  a lguma c o n d i ç ã o  que g a r a n t a  



u n i c i d a d e  d e  s o l u ç ã o  d e  ( 1 ) .  O s i s t e m a  ( 1 )  é d i t o  a s s i n -  

o 
t ò t i c a m e n t e  e s t á v e l  q l o b a l m e n t e  s e  p a r a  q u a l q u e r  x  t xn a 

o s o l u ç ã o  x ( .  ; x , t o )  : [ to ,  )-v é l i m i t a d a  e sa- 

t i s f a z  

o n d e  

S E C Ç ~ O  2 - ESTADOS D E  E Q U I L ~ B R I O  D O  SISTEMA. 

Como v i m o s  em ( I V - 2 5 )  o  rnodê lo  d i n â m i c o  d a  c l a s  - 
s e  e s t u d a d a  d e  r ê d e s  - R C  é d a d o  p e l o  s e g u i n t e  s i s t e m a  d e  e- 

q u a ç Õ e s  d i f e r e n c i a i s :  

2 

o n d e  

d e  q  

3 

4 

q  6 Rz é o  v e t o r  d e  c a r g a  d o s  c a p a c i t o r e s .  

U 

0 s  e s t a d o s  d e  e q u i l i b r i o  d e  ( 2 )  s a o  o s  v a l o r e s  

s o l u ç ã o  

Ao c o n j u n t o  d e  s o l u ç Õ e s  d e  ( 3 )  d a d o  p o r  

f i  = q  r -Rz ""d.)) = o} 

chamamos  d e  c o n j u n t o  d e  e q u i l í b r i o .  



O c o n j u n t o  a s s u m e  a q u i  uma f o r m a  p a r t i c u l a r  . 
O l e m a  q u e  a p r e s e n t a m o s  em s e g u i d a  e s c l a r e c e  m e l h o r .  Na s u a  

f o r m u l a ç ã o  u s a m o s  o  c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  d o  d u a l  ( D T A - P R C E )  

( IV-9 )  . 
S e j a  o c o n j u n t o  

q u e  é o  c o n j u n t o  d e  s o l u ç Õ e s  d o  d u a l .  

6 - Lema: S e j a  uma r ê d e  - R C  s a t i s f a z e n d o  a s  h i p Ó t e  - 
s e s  d a d a s  em ( I V - 4 3 ) .  O c o n j u n t o  d e  e q u i l í b r i o  

A é n ã o  v a z i o  e  e s t á  r e l a c i o n a d o  a o  c o n j u n t o  d e  

s o l u ç Õ e s  d o  d u a l  b p o r :  = g - l ( ~ ) .  

~ e m o n s t r a ~ ã o :  

P e l o  Lema ( I V - 1 1 )  podemos  e s c r e v e r :  

Da d e f i n i ç ã o  d e  A ( 4 )  e d e  ( 7 )  vem: 

d o n d e  s e  c o n c l u i  f i  = g - ' ( ~ )  . 
- 

Como g  é uma f u n ç ã o  b i j e t ô r a  e L!, e n a o  v a z i o  

p e l o  t e o r e m a  ( I V - 1 5 ) ,  l o g o  4.- é n ã o  v a z i o ,  (C.4.D).  

Com a  d e m o n s t r a ç ã o  d o  lema a c i m a  g a r a n t i m o s  a  e x i s  - 



t ê n c i a  de e s t a d o s  de e q u i l i b r i o  de ( 2 )  e  v i s u a l i z a m o s  uma 

n o v a  m a n e i r a  de e n c a r a r  o  c o n j u n t o  de e q u i l i b r i o .  Observe-se 

que o  c o n j u n t o  -R não é n e c e s s à r i a m e n t e  um c o n j u n t o  enumerá- 

v e l .  

O c o n j u n t o  de s o l u ç Õ e s  do d u a l  a é um c o n j u n t o  

convexo  p o i s  seus  e l e m e n t o s  são p o n t o s  de máximo de uma f u n -  

N A 

ç a o  concava .  Logo A s e r á  um c o n j u n t o  e n u m e r á v e l  s e  e  só  s e  

o  d u a l  p o s s u i r  s o l u ç ã o  Gn ica .  Como nada  e s t á  g a r a n t i d o  s o b r e  

,., 
a  u n i c i d a d e  de s o l u ç ã o  do d u a l , n  pode  s e r  um c o n j u n t o  nao 

enumeráve l .  

P e l o  Lema ( 6 ) ,  o  c o n j u n t o  de e q u i l í b r i o  fi pode 

s e r  d e t e r m i n a d o  p e l a  imagem i n v e r s a  de a t r a v é s  da  g. Cada 

componen te  gi de g  é uma f u n ç ã o  d e R  em b i j e t o r a  e  es  - 
t r i t a m e n t e  c r e s c e n t e .  ~ o g o  s e  A é não  e n u m e r á v e l  =g-'(fl) 

é também não enumeráve l .  

Uma vez  que c a r a c t e r i z a m o s  os  e s t a d o s  de e q u i l í  - 
b r i o  de ( 2 ) ,  podemos i n i c i a r  o  e s t u d o  da  e s t a b i l i d a d e .  

S E C Ç Ã O  3 - ESTABILIDADE ASSINTÓTICA GLOBAL 

C o n c l u i r e m o s  s o b r e  a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  g l o  - 
b a l  de ( 2 ) ,  usando  as  i d é i a s  d e s e n v o l v i d a s  em L A S A L L E ( ~ ~ )  

onde é a p r e s e n t a d o  um t e o r e m a  de " e s t a b i l i d a d e " ,  que é uma 

e x t e n s ã o  do t e o r e m a  de L i a p u n o v .  

I n i c i a r e m o s  c o n s t r u i n d o  uma f u n ç ã o  de L i a p u n o v  se  - 
gundo L a s a l l e  ( v e r  8-6) ,  m o s t r a n d o  em s e g u i d a  que as  s o l u -  



çÕes de ((2 são  l i m i t a d a s  e  p r o l o n g á v e i s  p a r a  t o d o  t 3 to. 

P o r  i l t i m o  m o s t r a r e m o s  que ( 2 )  é a s s i n t ò t i c a m e n t e  e s t á v e l  

g l o b a l m e n t e .  

 unção de L i a p u n o v  segundo L a s a l l e  

Cons t ruamos  uma f u n ç ã o  de L i a p u n o v  p a r a  o  s i s t e m a  

S e j a  gi , i Z, a  f u n ç ã o  c a r a c t e r i s t i c a  do ca-  

p a c i t o r  c o r r e s p o n d e n t e  ao ramo c a p a c i t i v o  o< ( Z  r e p r e s e n t a  o  i 

c o n j u n t o  de i n d i c e s  dos ramos c a p a c i t i v o s ) .  

S e j a  ~ . : q - R a  f u n ç ã o  d e f i n i d a  como 
1 

Note -se  que a  f u n ç ã o  Gi, a c i m a  d e f i n i d a ,  é e s t r i  - 
t a m e n t e  c o n v e x a  ; e  d i f e r e n c i á v e l :  

9  i 6 c o n t i n u a ,  p o r  h i  - 

S e j a  G:%'-R a  f u n ç ã o  d e f i n i d a  p o r  

A G a s s i m  d e f i n i d a  é uma f u n ç ã o  e s t r i t a m e n t e  c o n  - 
v e x a  e  d i f e r e n c i á v e l  e m x z  com V ~ ( q )  = g ( q ) .  

De p o s s e  de ( 1 0 )  d e f i n a m o s  uma nova  f u n ç ã o .  S e j a  



- 
q t n  um e s t a d o  de e q u i l i b r i o  q u a l q u e r  d e  ( 2 )  e  s e j a  

~ ~ : f l ~ - ~  a  f u n ç ã o  

O que  vamos m o s t r a r  é que V -  é uma f u n ç ã o  de 
9  

L i a p u n o v  s e g u n d o  L a s a l l e  em Rz p a r a  ( 2 ) .  

P r i m e i r a m e n t e  o b s e r v e m o s  q u e  V- é uma f u n ç ã o  e s  
9  

t r i t a m e n t e  c o n v e x a  e  d i f e r e n c i á v e l :  é d e f i n i d a  como uma soma 

de uma f u n ç ã o  e s t r i t a m e n t e  c o n v e x a  e  d i f e r e n c i á v e l  e  d e  uma 

f u n ç ã o  l i n e a r .  Logo  V-  é c o n t i n u a m e n t e  d i f  e r e n c i á v e l .  Com 
9  

e s t a  c o n c l u s ã o  f i c a  s a t i s f e i t a  a  p r i m e i r a  c o n d i ç ã o  de f u n ç ã o  

de L i a p u n o v  s e g u n d o  L a s a l l e .  Com o  t e o r e m a  s e g u i n t e  v e r e  - 
mos q u e  a  s e g u n d a  c o n d i ç ã o  é também s a t i s f e i t a .  

D e f i n a m o s  a  f u n ç ã o  - onde :  
q  

- 
Teorema:  P a r a  t o d o  q 6 xZ e q  fi 

o c o r r e n d o  a  i g u a l d a d e  s e  e  s ó  s e  q <  

~ e m o n s t r a ~ ã o :  

Como W é uma f u n ç ã o  c ô n c a v a  e  d i f e r e n c i á v e l  , 



v ~ ( g ( ~ ) )  é o  Ú n i c o  s u p e r g r a d i e n t e  ( A - 5 )  n o  p o n t o  g ( q )  . 
E podemos e s c r e v e r :  

Como t fi e n t ã o  g ( q )  t A  p o r  ( 8 ) .  L o g o  g ( q )  

é p o n t o  d e  máximo d a  W e  v a l e :  

De ( 1 4 )  e  ( 1 5 )  vem 

Se q  t 4  e n t ã o  g ( q ) ~  A p o r  ( E ) ,  o  que i m p l i c a  

0 w ( g ( q ) )  = o. L o g o  

( 1 4 )  W ( g ( q ) )  )/ ~ ( g ( 4 ) ) .  Como g ( q )  é p o n t o  de máximo da 

W e n t ã o  g ( q )  também é p o n t o  de máximo. Ou s e j a :  g ( q )  ta 

o  que i m p l i c a ,  p o r  ( E ) ,  q  - R  c o n c l u i n d o - s e  a  d e m o n s t r a ç ã a  

(c.4.0). 



t s t e  t e o r e m a  a l é m  d e  c o n c l u i r  q u e  a V -  
# 

e uma 
9  

f u n ç ã o  d e  L i a p u n o v  s e g u n d o  L a s a l l e  em ?qZ p a r a  ( 2 )  v a i  

n o s  s e r  Ú t i l  n a  c o n c l u s ã o  s o b r e  a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  / 

g l o b a l .  

P a s s e m o s  a g o r a  a o  e s t u d o  d a  p r o l o n g a b i l i d a d e  d a s  

s o l u ç Õ e s  d e  ( 2 ) .  

P r o l o n q a b i l i d a d e  d a s  s o l u ç Õ e s  

M o s t r a r e m o s  em s e g u i d a  q u e  t o d a  s o l u ç ã o  d e  ( 2 )  é 

l i m i t a d a .  ~ ê s t e  f a t o  c o n c l u i r e m o s  q u e  a s  s o l u ç õ e s  d e  ( 2 )  p o  - 
dam se r  e s t e n d i d a s  a o  i n t e r v a l b  [to ; +a) . 

A n t e s  a p r e s e n t e m o s  um l e m a .  

- 
Lema: S e  q  GJ- é um e s t a d o  d e  e q u i l í b r i o  d e  - 
( 2 )  e V- a f u n ç ã o  d e f i n i d a  em ( 1 1 )  e n t ã o :  

9  

- 
e  q  6 o  Ú n i c o  p o n t o  d e  m i n i m o  d a  V -  . 

9  

~ e m o n s t r a ç ã o :  

O g r a d i e n t e  d a  V-  no  p o n t o  q  é d a d o  p o r :  
9  

P o r  ( 1 8 )  e p o r  g  s e r  b i j e t ô r a  vem 



1 9  
- o v q ( q )  = 0  e = D  9 ( q )  = 9 ( 3  - q  = q  

p r o v a n d o  a  p r i m e i r a  p a r t e .  

- t 
Da c o n v e x i d a d e  e s t r i t a  da  V-  e  de  ( 1 9 )  q e  

9  

o  Ú n i c o  p o n t o  de  m í n i m o  da  V-  . 
9  

O O * t  ), 
Teorerna: P a r a  t o d o  q  i qz a  s o l u ç ã o  q (  . ;q , o 

d e f i n i d a  em [ to  , T] , de ( 2 )  é l i m i t a d a .  

Dado q°C RZ s e j a  C. CRZ o  c o n j u n t o :  

O c o n j u n t o  C. é c o m p a c t o  p o i s  V-  é q u a s e  s u a v e  
9  

( v e r  Lema A-41) .  De f a t o  

O 
M o s t r e m o s  que a  s o l u g ã o  de ( 2 ) ,  q(.;q ;to):[tO, T P ~  

permanece  em C o .  

O 
P e l o  Teorema ( 1 3 )  iq(q(t ;  q  ; to ) )<  O, P t \ tO,~] . 

Ou s e j a  a  q"; t o ) )  é d e c r e s c e n t e  em 



E  como 
O C O  é compac to  e n t ã o  q(.; q ; to)  é l i m i t a d a .  

(c.a.o> 

Com a  demons t ração  do teorerna a c i m a  g a r a n t i m o s  que 

dada uma s o l u ç ã o  de ( 2 )  e x i s t e  um compac to  no q u a l  e l a  perma - 
nece. Conforme t e o r e m a  a p r e s e n t a d o  em N E M Y T S K I I ( ~ ~ )  p a g a  8 

i s t o  é s u f i c i e n t e  p a r a  g a r a n t i r  a  p r o l o n g a b i l i d a d e  das  s o l u -  

ções  de ( 2 )  em um i n t e r v a l o  i n f i n i t o  de tempo. Com i s s o  

podemos d i z e r  que: 

O 
dado q C , e x i s t e  uma Ú n i c a  s o l u G ã o  q(.; qo; to) de ( 2 )  

d e f i n i d a  p a r a  t o d o  t c \to; +a) . 
E s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  q l o b a l  

De a c o r d o  com a  ~ e f i n i ~ ã o  (l), p a r a  c o n c l u i r m o s  

s o b r e  a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  g l o b a l  de ( 2 )  b a s t a  demons - 
O O 

t r a r  que:  q  c qz, q ( * ;  q ; to)  s a t i s f a z  

Demonstremos i s s o .  S e j a  o  c o n j u n t o  

P e l o  Teorema ( 1 3 )  E = L .  Como fi é um c o n j u n t o  i n v a r i a n t e  



do s i s t e m a  ( 2 )  ( v e r  8-5),  a p l i c a n d o  o  t e o r e m a  de  L a s a l l e  

( v e r  B-e ) ,  c o n c l u i m o s  que t o d a  s o l u ç ã o  de  ( 2 )  s e  a p r o x i m a  

O 
de n . Ou s e j a :  dada  uma s o l u ç ã o  q (  ; q  ; to) de (2 ) , ,  

e x i s t e  uma s e q u ê n c i a  ( t  em% t e n d e n d o  a  i n f i n i t o  t a l  que:  
k )<rpi 

C o n s i d e r e m o s  a  f u n ç ã o  V m e  mos t remos  que  
9  

S e j a  & O e  M)  V q *  (q" )  com C, C Bt ( q X )  

( v e r  t e o r e m a  A-52 ) .  Da c o n t i n u i d a d e  d a  V m podemos d i z e r  
=l 

que:  

De ( 2 5 )  e da  d e f i n i ç ã o  de 0( podemos d i z e r  que:  

( 3  N ) O )  t a l  que 

U 
Como a  V q m ( q ( . ;  q  , to)  é d e c r e s c e n t e  vem: 



i s t o  6 O 
q ( t ;  q  ; t o ) <  C w C  Bt  ( q f )  Ou s e j a ,  d a d o t > O ,  

e x i s t e  tN, to t a l  que 

o  que p r o v a  que o  s i s t e m a  ( 2 )  é a s s i n t ó t i c a m e n t e  e s t á v e l  

g l o b a l m e n t e .  

S E C Ç Ã O  4  - ESTABILIDADE A S Ç I N T ~ T I C A  EM CORRENTE E T E N S Ã O  . 
Na secção  a n t e r i o r  f i c o u  p r o v a d o  que t o d a  r ê d e  R C  - 

que s a t i s f a z  as  h i p ó t e s e s  (IV-43) é a s s i n t ó t i c a m e n t e  e s t á v e l  

g l o b a l m e n t e .  Con tudo ,  nada  f i c o u  e s t a b e l e c i d o  a  r e s p e i t o  da 

e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  em c o r r e n t e  e  t e n s ã o  ( v e r  111-11) . 
O 

Ou s e j a ,  s e  q  i qZ é um e s t a d o  i n i c i a l  da  r ê d e  e  ( e ,~ ,q )  
6 uma s o l u ç ã o  da mesma com e s s a  c a r g a  i n i c i a l  e n t ã o :  

mas a i n d a  não  podemos a f i r m a r  que 

onde ( e  ,? ) é um p o n t o  de e q u i l $ b r i o  da r ê d e  (111-10). 

Veremos em s e g u i d a  que, mesmo sem h i p ó t e s e s  a d i c i  - 
o n a i s ,  podemos g a r a n t i r  que 

- 
i i m  ( t )  = y 

t-, cO - 
onde Lf) é um f l u x o  de e q u i l : b r i o  da r ê d e .  Na d e m o n s t r a ç ã o  



8 
d ê s s e  r e s u l t a d o  f a r e m o s  u s o  d a  f u n ç ã o  J V : / ~ / Q  q u e  a s s o c i a  

a c a d a  12% a  Ú n i c a  s o l u ç ã o  p= v(ez i  d o  p r o b l e m a  

( P T A  - P  0 ) ( I V - 5 ) .  E s t a  f u n ç ã o  f i c a  bem d e f i n i d a ,  p o i s  z 

s o b  a s  h i p ó t e s e s  ( I U - 4 3 ) ,  ê s t e  p r o b l e m a  p o s s u i  s o l u ç ã o  Ú n i c a .  

27  T e o r e m a :  S u p o n h a  q u e  sejam v e r i f  i c a d a s  a s  h i p Ó t e -  

s e s  ( I U - 4 3 )  p e l a  r ê d e  R C .  S e j a  q o  e Kz um e s t a -  

O um i n s t a n t e  i n i c i -  d o  i n i c i a l  q u a l q u e r  e  t C 

a l .  S e  ( 0 ,  v ,  , )  é uma s o l u ç ã o  d a  r ê d e  R C  em 

( t O , + m )  com e s s a s  c o n d i ç õ e s  i n i c i a i s ,  e n t ã o  

- 
i i m  jO ( t )  = JP 
t - w  - 

o n d e  é o  f l u x o  d e  e q u i l ; b r i o  d a  r ê d e .  

~ e m o n s t r a ç ã o :  P e l a  u n i c i d a d e  d e  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e  - 
ma ( P T A - P  0 ) e p e l o  t e o r e r n a  ( A - 3 0 )  a f u n ç ã o ~ , a c i m a  d e f i -  

Z 

n i d a ,  é c o n t í n u a  em t o d o  IR' . 
S e  (&v, q )  é uma s o l u ç ã o  d a  r ê d e ,  t e m o s :  

e como 

e n t ã o :  

2 9  

* # 

o q u e  p r o v a  a u n i c i d a d e  d e  v ,  p o i s  q  e u n i c o .  

P e l a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  d a  r ê d e  t e m o s :  

* 
l i m  q ( t )  = q 
t-h Go 



e p e l o  Lema ( 6 )  c o n c l u i - s e  q u e  g ( q *  ) é s o l u ç ã o  d o  d u a l .  

~ n t ã o ,  p e l o  t e o r e m a  ( I U - 1 2 )  

- 
o n d e  é o  f l u x o  d e  e q u i l í b r i o  d a  r ê d e .  

P o r t a n t o ,  p e l a  c o n t i n u i d a d e  d e  v ,  g  e  d e  ( 2 9 ) -  

( 3 1 )  r e s u l t a  

i i m  y ( t )  = l i m  Y / ( g ( q ( t ) ) )  = 
t t+- 

p r o v a n d o  o  r e s u l t a d o .  ( c . Q . D . )  

A g a r a n t i a  d e  c o n v e r g ê n c i a  d a  c a r g a  e  d o  f l u x o  n a  

r ê d e  n ã o  é s u f i c i e n t e  p a r a  p r o v a r  q u e  a t e n s ã o  n a  r ê d e  c o n v e r  - 
9 e .  No e n t a n t o ,  s e  a t e n s ã o  c o n v e r g i r ,  p o d e - s e  d e m o n s t r a r  q u e  

o  l i m i t e  é uma t e n s ã o  d e  e q u i l í b r i o .  

3 2  c o r o l á r i o :  S u p o n h a m o s  q u e  a r ê d e  R C  s a t i s f a z  a s  

h i p ó t e s e s  ( I V - 4 3 ) .  

S e j a  ( 0  ,v ,  q )  uma s o l u ç ã o  q u a l q u e r  d a  r ê d e  n o  

i n t e r v a l o  [to, + m )  , com c a r g a  i n i c i a l  q 0  E '. 
s e  B E ~ R ' ~  e  0 s a t i s f a z e m  a 

t-- 

e n t ã o  é uma t e n s ã o  d e  e q u i l í b r i o  d a  r ê d e .  

- 
~ e m o n s t r a ~ ã o :  S e  ( 6, , )  e  0~ R m  s a t i s -  

f a z e m  a s  h i p ó t e s e s  d o  c o r o l á r i o ,  e n t ã o ,  p a r a  c a d a  t > t o  , 
t e m o s :  



p o i s  ( 0 ,  p, q )  é s o l u ç ã o  da r êde  R C .  

Como 'i é fechado ,  pa ra  i € E ,  r e s u l t a :  

enquanto  ( 3 3 )  i m p l i c a  em 

- 
Mas, p e l o  teorema (27 )  (P é um f l u x o  de e q u i l i b r i o  e n t ã o  ( 3 4 )  

e  ( 35 )  implicam em que é uma t e n s ã o  de e q u i l i b r i o .  ( c . Q . D . )  

As h i p ó t e s e s  ( IV-43)  s ão  i n s u f i c i e n t e s  p a r a  o b t e r -  

mos u n i c i d a d e  e  conve rgênc i a  das  soluçÕes  da rêde .  A i n c l u s ã o  

de uma nova h i p ó t e s e  r e s u l t a r á ,  a t r a v é s  do teorema s e g u i n t e ,  

na e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  em t e n s ã o  e  c o r r e n t e  da r ê d e  ( v e r  

I I 1-11). 

36 Teorema: Suponhamos que a  r ê d e  R C  s a t i s f a z  a s  h i p ó  - 
t e s e s  ( IV-43)  e  a  h i p ó t e s e  a d i c i o n a l :  

e x i s t e  uma á r v o r e  do g r a f o  a s s o c i a d o  c o n s t i t u í -  

da exc lus ivamente  de ramos a s s o c i a d o s  a  r e s i s t o  - 
r e s  c o n t r o l a d o s  por c o r r e n t e  ou a  capacitares. 

~ n t ã o ,  a  r ê d e  R C  é a s s i n t ò t i c a m e n t e  e s t i v e 1  em c o r  - 
r e n t e  e  t en são .  

Demonstração: Pe lo  c o r o l á r i o  ( 32 )  e  teorema ( 2 7 ) ,  

b a s t a  mostrarmos que a  s o l u ç ã o  é Única e  @ é convergen te .  



M o s t r a r e m o s ,  s o b  a  h i p ó t e s e  a d i c i o n a l ,  q u e  e x i s t e  uma f u n ç ã o  

c o n t í n u a  T : R Z - - p ~ m  t a l  q u e  

p a r a  q u a l q u e r  s o l u ç ã o  ( 0 ,  (P, q )  d a  r ê d e  em [ t O , + a ) .  Com 

i s s o  f i c a  p r o v a d a  a u n i c i d a d e  d e  s o l u ç ã o  d a  r ê d e  p o i s ,  p e l o  

t e o r e m a  ( z o ) ,  q  é Ú n i c o  e p e l o  t e o r e m a  ( 2 7 ) ,  v é Ú n i c o .  R g  

s u l t a  t a m b é m  a c o n v e r g ê n c i a  d e  e p o i s  q  é c o n v e r g e n t e  e  T 

c o n t í n u a .  

S e j a  ( N , B )  uma á r v o r e  o n d e  v a l e  a h i p ó t e s e  ( 3 8 )  e  

d e f i n a m o s  o s  c o n j u n t o s  

S e j a  ( ,  )  uma s o l u ç ã o  d a  r ê d e  em um i n t e r -  

o 
v a l e  [ t O , + a )  com c a r g a  i n i c i a l  q C 12'. 

,.d 

Como o s  r e s i s t o r e s  a s s o c i a d o s  a O(i ,  i 6 E B  s a o ,  p o r  

h i p ó t e s e ,  c o n t r o l a d o s  p o r  c o r r e n t e ,  e x i s t e m  f u n ç õ e s  c o n t í n u a s  

I , i E t a i s  q u e :  

De ( 2 9 )  t e m o s  q u e  

P ( t )  = V ( g ( q ( t ) ) )  

o n d e  Y ( g ( . ) )  é c o n t i n u a .  L o g o ,  

3 8  O i ( t )  = h i (  V i ( 9 ( q ( t ) ) ) )  



sendo hi.)Ui.g uma função continua. 

Por outro lado, nos ramos capacitivos da árvore v 2  

le: 

Mas, devido a (11-32) existe uma matriz D , mxn-1, tal que 

onde A = z B U E B  . Logo, de (38), (39) e (40) concluimos a 

existência da função contínua T. (c.Q.D*) 

A hipótese adicional (37) que nos permitiu garantir 
.., 

a estabilidade assintótica em tensão e corrente da rêde, nao 

implica necessàriamente na existência de um Único estado de 

equilíbrio, nem mesmo na compacidade do conjunto de equil;brio 

n. O exemplo abaixo esclarece êste fato. 
Seja (G; C1,C2; 64 uma rêde RC onde: 

A figura (I), que representa o grafo G com os re- 

sistores C1 e C e o capacitar associados a seus ramos, 2 

ilustra a respectiva rêde RC. 



F i g u r a  1 

E s t a  r ê d e  R C  pode  s e r v i r  d e  rnodêlo p a r a  o  c i r c u i t o  

e l é t r i c o  r e p r e s e n t a d o  na f i g u r a  ( 2 ) .  

F i q u r a  2 



O b s e r v e m o s  q u e  a r ê d e  s a t i s f a z  a s  h i p ó t e s e s  ( I U - 4 3 ) :  

a h i p ó t e s e  s o b r e  c o á r v o r e  é v e r i f i c a d a  n a  c o á r v o r e  ( u , V )  o n d e  

u = { a , c }  e  V = { ( c , a ) j  

P o r  o u t r o  l a d o ,  a á r v o r e  ( N , w )  o n d e  

W = { ( c , a ) ,  ( c , b ) \  s a t i s f a z  a h i p ó t e s e  a d i c i o n a l  ( 3 7 ) .  L o g o ,  a 

r e s p e c t i v a  r ê d e  R C  é a s ç i n t ò t i c a m e n t e  e s t á v e l  em t e n s ã o  e c o r  - 
r e n t e .  

N o t e - s e  q u e  o  c o n j u n t o  d e  e s t a d o s  d e  e q u i l í b r i o  é 

d a d o  p o r :  

o  c o n j u n t o  d e  t e n s õ e s  d e  e q u i l í b r i o  p o r  

e o  c o n j u n t o  d e  f l u x o s  d e  e q u i l í b r i o  p o r  

h 

- = { o )  
Y 

N o t e - s e  t a m b é m  q u e  a p e s a r  d e  fi e  fi serem c o n j u n -  

t o s  n ã o  l i m i t a d o s ,  q(.)  e  @(.)  c o n v e r g e m  p a r a  O q u a n d o  as- 

c o n d i G Õ e s  i n i c i a i s  s ã o  t o m a d a s e m  (-a, O]. 



Podemos resumir  o  e s t udo  r e a l i z a d o  nos capitulas 

a n t e r i o r e s  no s e g u i n t e  teorema: 

Teorema: Suponha que a  r ê d e  R C  s a t i s f a ç a  a s  s e g u i n  - 
t e s  h i p ó t e s e s :  

a )  t odos  o s  r e s i s t o r e s  possuem cu rvas  c a r a c t e r i s -  

t i c a s  c r e s c e n t e s  C i  , i 6  E ,  com p r o j e ç õ e s  v e r t i  - 
c a i s  I .  f e chadas .  

1 

b )  a s  funções  c a r a c t e r i s t i c a s  dos c a p a c i t o r e s  g i ' 
i t Z ,  s ão  funções  L i p s c h i t z i a n a s ,  e  e s t r i t a m e n t e  

c r e s c e n t e s .  

rv 

onde M é a  m a t r i z  de i n c i d ê n c i a ,  e nao vaz io .  

d )  e x i s t e  uma coá rvo re  ( c , B )  de G s a t i s f a z e n d o :  



~ n t ã o ,  p a r a  q u a l q u e r  v a l o r  d e  c a r g a  i n i c i a l  

q o  E R Z  e  i n s t a n t e  i n i c i a l  t o  e x i s t e m  q : ~ - ~ ~ m  

e  p : x -  Km , 8 = [ t O , + a i ) ,  ú n i c a s  e e x i s t e  

0.z 41xm t a l  q u e  ( a , ~ ,  q )  é S O ~ U Ç ~ O  d a  r ê d e  

R C .  ~ l é m  d i s s o ,  

i i m  q ( t )  = q 
t -a 

e  

- 
o n d e  q e ) õ  s ã o ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  um e s t a d o  e  um 

f l u x o  d e  e q u i l i f b r i o .  

S e ,  em a d i ç ã o ,  e x i s t i r  uma á r v o r e  d o  g r a f o  a s -  

s o c i a d o  c o n s t i t u i d a  e x c l u s i v a m e n t e  d e  r a m o s  a s s o -  

c i a d o s  a r e s i s t o r e s  c o n t r o l a d o s  p o r  c o r r e n t e  o u  a 

c a p a c i t o r e s ,  e n t ã o  a  r ê d e  é a s s i n t b t i c a m e n t e  e s t á  - 
v e l  em c o r r e n t e  e  t e n s ã o .  

A p e s a r  d e  t e r m o s  l i m i t a d o  o  n o s s o  t r a b a l h o  a o  es- 

t u d o  d e  r ê d e s  R C ,  r e s u l t a d o s  a n á l o g o s  p o d e r i a m  s e r  o b t i d o s  

p a r a  r ê d e s  RL. I s t o  p o d e r i a  s e r  c o n s e g u i d o ,  p o r  um d e s e n v o l -  

v i m e n t o  s i m i l a r ,  p a r t i n d o - s e  d o  p r o b l e m a  d e  p o t e n c i a l  a s s o c i a  - 
d o  em l u g a r  d o  p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e .  

o b s e r v a m o s  q u e  s e r i a  d e  i n t e r ê s s e  uma i n t e r p r e t a -  

ç ã o  " f i f s i c a "  d o  s i g n i f i c a d o  d a s  f u n ç õ e s  f i  ( a s s o c i a d a s  a o s  

r e s i s t o r e s )  e d a  f u n ç ã o  W , f u n ç ã o  o b j e t i v a  d o  d u a l ,  p a r a  o  

c a s o  d e  c i r c u i t o s  e l é t r i c o s .  

O u t r a  f u n ç ã o  q u e  m e r e c e  i n t e r p r e t a ç ã o  é a  f u n ç ã o  



de L i a p u n o v  V-  . Chamamos a  a t e n ç ã o  p a r a  o  f a t o  das duas p r i  
9  - 

m e i r a s  f u n ç õ e s  t e r e m  d imensão  de e n q u a n t o  a  Ú l t i -  

ma tem d imensão  d e " e n e r g i a n .  

Algumas p o s s i v e i s  sugerem p r o p o s t a s  

p a r a  p e s q u i s a s  f u t u r a s .  D e n t r e  e l a s  c i t a m o s  a  a n á l i s e  da e s t a  - 
b i l i d a d e  de r ê d e s  R L C ,  r e l a x a m e n t o  da  h i p ó t e s e  de que as  c u r -  

v a s  c a r a c t e r í s t i c a s  dos  r e s i s t o r e s  s e j a m  c r e s c e n t e s  e  o  e s t u -  

do de r ê d e s  com l i e lementos  m ~ l t i p o l a r e s ~ ~ .  



FUNÇÕES CONVEXAS, DUALIDADE E F U N Ç Õ E S  CONVEXAS QUASE SUAVES 

N ê s t e  a p ê n d i c e  ap resen tamos  os  p r i n c i p a i s  r e s u l t a  - 
dos de f u n ç õ e s  convexas  e  de d u a l i d a d e  em p r o b l e m a s  convexos  

de o t i m i z a ç ã o  usados  em nosso  e s t u d o .  

Os r e s u l t a d o s  s o b r e  s u b g r a d i e n t e s  e  s u b d i f e r e n c i -  

a i s  podem s e r  e n c o n t r a d o s  em R O C K A F E L L A R ( ~ O )  e  uma p a r c e l a  

dos r e s u l t a d o s  de d u a l i d a d e  em G E O F F R I O N ( ~ ~ ) .  Os r e s u l t a d o s  

s o b r e  a  d i f e r e n c i a b i l i d a d e  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o  do d u a l  e  os 

r e s u l t a d o s  de f u n ç ã o  convexa  quase suave  são  d e v i d o s  a  PERSI - 
 ANO(^^). 

Funções convexas  

Se jam x c  Rn  um c o n j u n t o  convexo  e  f :  x-R . 
A f u n ç ã o  6 convexa  em X 

x 2 c  X )  ( V  A ç [ o ,  I ] )  (+ x  , 
f(( i  - A )  x1 + x 2 )  6 (i - h ) f (xl) + h f ( x 2 )  



D e f i n i ç ã o :  A f u n ç ã o  f é e s t r i t a m e n t e  convexa  

3 A f u n ç ã o  f é c ô n c a v a  ( e s t r i t a m e n t e  c ô n c a v a )  s e  

-f é c o n v e x a  ( e s t r i t a m e n t e  convexa ) .  

S u b q r a d i e n t e s  e  S u b d i f e r e n c i a i s .  

Se jam X C Rn um c o n j u n t o  c o n v e x o  e  f :  x -r%% uma 

f u n ç ã o  convexa .  

D e f i n i ç ã o :  Um v e t o r  t R n  é s u b g r a d i e n t e  de 

f em x"€ X se  e  só  s e  

Se g é uma f u n ç ã o  c ô n c a v a  em X d e f i n e - s e :  

~ e f i n i ~ ã o :  Um v e t o r  8 t é s u p e r q r a d i e n t e  

- 
de g em x  f X se  e  s ó  s e  

O c o n c e i t o  de s u b g r a d i e n t e  de uma f u n ç ã o  c o n v e x a  

( s u p e r g r a d i e n t e  de uma f u n ç ã o  c ô n c a v a )  é uma e x t e n s ã o  do c o n  - 



c e i t o  de g r a d i e n t e .  Se f é d i f e r e n c i á v e l  em x X €  X ( g  d' 

f e r e n c i á v e l  em X f X )  e n t ã o  o  g r a d i e n t e  v f ( x X )  ( g r a d i e n  - 
t e  g g ( X ) )  é o  Ú n i c o  s u b g r a d i e n t e  de f em xX ( Ú n i c o  s u p e r  - 
g r a d i e n t e  de g  em X). 

O c o n j u n t o  de s u b g r a d i e n t e s  em um p o n t o  de uma f u n  - 
ção  c o n v e x a  f :  I ,  I C R  um i n t e r v a l o ,  toma uma f o y  

ma p a r t i c u l a r .  Se f possue  d e r i v a d a  à d i r e i t a  f + ( x )  e  de - 
r i v a d a  à e s q u e r d a  f - ( x )  em x c I e n t ã o  o  c o n j u n t o  de sub- 

g r a d i e n t e s  de f em X é dado p o r :  

Se f não possue  d e r i v a d a  à d i r e i t a  nem e s q u e r  - 
da em x  c I, e n t ã o  f não tem s u b g r a d i e n t e s  em x  e  af (x)=$.  

7 ~ e f i n i ç ã o :  Sejam X cnn  um c o n j u n t o  convexo  

e  f :  X-R uma f u n ç ã o  convexa.  A s u b d i f e r e n c i a l  

de  f ,  d e n o t a d a  2) f ,  é a  a p l i c a ç ã o  de  X em 

p ( R n )  que a  cada  x  C X a s s o c i a  o c o n j u n t o  de 

s u b g r a d i e n t e s  de f em x. 

A s u b d i f e r e n c i a l  de f em X*E X é o  c o n j u n t o  

A f u n ç ã o  f é d i t a  s u b d i f e r e n c i á v e l  em x  6 X s e  

W ( x )  # 4 



9 u m  mapeamento p o n t o  c o n j u n t o  S: x'p(íRn), xcXt" 
9 

é c r e s c e n t e  se :  

1 0  Pode-se d e m o n s t r a r  que  a  s u b d i f e r e n c i a l  de  uma 

f u n ç ã o  c o n v e x a  é um mapeamento p o n t o  c o n j u n t o  c r e s c e n t e .  

Os r e s u l t a d o s  r e l a t i v o s  a  s u b g r a d i e n t e s  e  s u b d i f e  - 
r e n c i a i s  podem s e r  e n c o n t r a d o s  em R O C K A F E L L A R ( ~ O ) .  

D u a l i d a d e  em p r o q r a m a C ã o  não  l i n e a r .  

A f o r m a  c a n ô n i c a  do p r o b l e m a  p r i m a 1  é: 

11 ( P )  M i n  f ( x )  

x  € X 

S u j e i t o  a: g ( x ) &  O 

1 
~3rij.1, i=1,2..,m, o n d e  g ( x )  (g1(x)9  q 2 ( x ) , - - - ,  g m ( x ) )  9 gi- 

f :  X-R e  X Cw. Em ( P ) ,  X é c o n v e x o  e  n ã o  v a z i o  e  

t o d a s  a s  f u n ç õ e s  e n v o l v i d a s  s ã o  c o n v e x a s  em X, 

O d u a l  de  ( P )  com r e s p e i t o  ao v í n c u l o  g  é :  

onde  w:Rrn-3R é uma f u n ç ã o  d e f i n i d a  como: 



W(u) = i n f  ( f ( x )  + ( u ,  g ( x ) ) ) .  

x c x  

1 4  Con fo rme G E O F F R I O N ( ~ ~ )  pag.2 a  W é uma f u n ç ã o  

ih 

concava.  

O v e t o r  u  E é a  v a r i á v e l  d u a l  de ( P ) .  

O e f i n i ç ã o :  O v a l o r  Ó t imo  de ( P )  é o  í n f i m o  

d o c o n j u n t o  ( f ( x ) )  X C X ,  g ( x ) d  0  . O v a l o r  

Ó t imo  de ( D )  é: 
1 

Convenc ionamos que: I n f  4 = +ã> e  Sup = -a. 

Dessa f o rma ,  ( P )  e  ( 0 )  admi tem,  sempre,  v a l o r e s  Ó t imos .  

1 6  ~ e f i n i ~ ã o :  A f u n ç ã o  p e r t u b a ç ã o  a s s o c i a d a  a  ( P )  

é a  f u n ç ã o  v:Rm_aR d e f i n i d a  p o r :  

O v e t o r  y <Rm é chamado v e t o r  p e r t u b a ~ ã o .  

Observe-se que v (  O )  é o  v a l o r  Ó t i m o  de ( P ) .  

1 7  0 e f  i n i ç ã o :  O p r o b l e m a  ( P )  é e s t á v e l  s e  e  só  

se  v ( 0 )  for f i n i t o  e  e x i s t i r  L , L 7  O t a l  

que:  



A c o n d i ç ã o  ( 1 8 )  é e q u i v a l e n t e  a  e x i s t ê n c i a  de sub  - 
g r a d i e n t e  de v  em y = 0. 

Em s e g u i d a  a p r e s e n t a m o s  uma c o n d i ç ã o  do t e o r e m a  

de  d u a l i d a d e  de GEOFFRION(~~),  que u t i l i z a m o s  n a  s e c ç ã o  2  

do c a p í t u l o  IU. 

1 9  Teorema: Se o  p r o b l e m a  p r i m a 1  ( P )  é e s t á v e l  

e n t ã o  o  d u a l  ( D )  a d m i t e  s o l u ç ã o .  

Vamos a p r e s e n t a r  a g o r a  um t e o r e m a  de  e s t a b i l i d a d g  

p a r a  uma c l a s s e  de p r o b l e m a s  de o t i m i z a ç ã o ,  que n o s  p e r m i t i -  

r á  c o n c l u i r  s o b r e  a  e s t a b i l i d a d e  do p r o b l e m a  de  t r a n s p o r t e .  

C o n s i d e r e m o s  o  p r o b l e m a :  

M i n  f ( x )  

x e x  

s u j e i t o  a  g ( x )  = Mx - a  4 O 

onde  X cÚin é um c o n j u n t o  c o n v e x o  p o l i é d r i c o ,  f :  x+R 
uma f u n ç ã o  convexa ,  í~ uma m a t r i z  m x  n  e  - a  c Rm. 

2 1  Teorema: Se f é s u b d i f e r e n c i á v e l  em X e  o  

p r o b l e m a  ( 2 0 )  a d m i t e  s o l u ç ã o ,  e n t ã o  ( 2 0 )  é es- 

t á v e l .  

D e m o n s t r a ç ã o :  

Ver  P E R S I A N O ( ~ ~ )  pag. 120.  



Note-se que o  p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  d e f i n i d o  em 

(111-13) é um p r o b l e m a  de o t i r n i z a ç ã o  do t i p o  ( 20 ) .  

Em s e g u i d a  f a r e m o s  um e s t u d o  s o b r e  a  d i f e r e n c i a b i  - 
l i d a d e  da f u n ç ã o  W, d e f i n i d a  em ( 1 3 ) .  

~ i f e r e n c i a b i l i d a d e  da f u n ç ã o  W 

Lema: Se x E X é t a l  que 

~ ( ü )  = r(;) + ( Ü  , g ( x ) )  e n t ã o  g ( x ) t ; 3 ~ ( G ) .  

Ou s e j a :  g ( x )  é um s u p e r g r a d i e n t e  da W no p o n  - 

Demons t ração :  

Da d e f i n i ç ã o  da W ( 1 3 )  tem-se: 

Da h i p ó t e s e  do l e m a  vem: 

w(ü) = f ( X )  + (ü, g ( x ) )  
- 

Como x c X e  de ( 2 3 )  vem 

S u b t r a i n d o  ( 2 4 )  de ( 2 5 )  f i c a :  

~ ( u )  - w ( Ü )  & @ ( X ) ,  u - Ü )  O U  s e j a  



- 
O que p r o v a  que g ( x )  é s u p e r g r a d i e n t e  da W em u  = u m  

Com o  l ema  e  t e o r e m a  s e g u i n t e s ,  d e v i d o  a  PERSIANO 

( 7 3 ) ,  t e r e m o s  c o n d i ç õ e s  que ga ran tem a  d i f e r e n c i a b i l i d a d e  da 

f unção  W. P a r a  d e m o n s t r á - l o s  usou-se o  c o n c e i t o  de mapea - 
mento p o n t o  c o n j u n t o  d e c r e s c e n t e .  

Um rnapeamento p o n t o  c o n j u n t o  Ç :  x+P(TFC) ,  X CR!, 

é d e c r e s c e n t e  quando -5 é c r e s c e n t e  ( v e r  ( 9 ) ) .  

2 7  Lema: - Suponha que Ç:  x--TP(%-") é um mapaame: 

t o  d e c r e s c e n t e  e  f :  x+Üfn s a t i s f a z  a  

f ( x )  f s ( x )  

U 

Se f é c o n t i n u a  em X e n t ã o  s(;) é um c o n  - 
j u n t o  u n i t á r i o .  

P o r  absu rdo ,  suponha que r t  ~ ( x )  masfi# f ( x )  . 
Sem p e r d a  de g e n e r a l i d a d e  suponhamos 

S e j a  

"L 
onde e' é o  p r i m e i r o  v e t o r  da base  c a n Ô n i c a & ~ .  

k - 
~ n t ã o ,  x c o n v e r g e  a  x  e  p o r  c o n t i n u i d a d e  de 



- 
f em x  temos :  

l i m  f ( x k )  = f ( x )  
k c M  

Como S é d e c r e s c e n t e ,  t e m o s  k < 

o  que d e v i d o  a  ( 2 9 )  i m p l i c a  em 

o  que c o n t r a d i z  ( 2 8 )  p r o v a n d o  o  lema.  ( c . 4 . ~ )  

30  Teorema: Suponha que, no  p r o b l e m a  ( P ) ,  a s  f u n -  

.., r 
~ o e s  f e  g  são  c o n v e x a s  e  continuas em X C %?-: 

c o n j u n t o  c o n v e x o  e  f e c h a d o .  Suponha que p a r a  c a d a  

u 3 O e x i s t a  x X t a l  que  

e  s e j a  = 9T-R" uma f u n G ã o  que a s s o c i a  a  

c a d a  u  3 0  uma s o l u ç ã o  ( u )  de ( 3 1 ) .  Se p a r a  

- - 
a l g u m  u  ) O  e x i s t e  um Ú n i c o  x  X s a t i s f a z e n d o  

( 3 1 ) ,  e n t ã o  W é d i f e r e n c i á v e l  em Ü, v a l e :  

D e m o n s t r a ç ã o :  Do Lema ( 2 2 )  temos  que 



Como W é c ô n c a v a  b a s t a  m o s t r a r m o s  que >w(:) é 

u n i t á r i o .  

S e j a  uma f u n ç ã o  que a s s o c i a  a  c a d a  

u 3  O uma s o l u G ã o  y ( u )  de ( 3 1 ) .  Como g  é c o n t i n u a  em / 

= (Ü) ebw é d e c r e s c e n t e ,  p e l o  l e m a  a n t e r i o r ,  t emos  que 

- 
b W(Ü) 6 u n i t á r i o  s e  f Ô r  c o n t l n u a  em u. Provemos i s t o .  

k  
S e j a  u  uma s e q u ê n c i a  de v e t o r e s  p o s i t i v o s  

- - 
c o n v e r g e n t e s  a  u. Como W é c ô n c a v a  e  u > O  e n t ã o  W é 

- 
c o n t í n u a  em u  e  

i i m  w ( u k )  = ~ ( ü )  
k tM 

k 
S e j a  xk = ( u k ) .  p rovemos  que x  c o n v e r g e  a  

- 
x. Tomando uma s u b s e q u ê n c i a  s e  n e c e s s á r i o ,  suponhamos, p o r  

a b s u r d o ,  que e x i s t e  E 7 0  t a l  que 

t a l  que 

34 

k - 
S e j a  y e X uma c o m b i n a ç ã o  c o n v e x a  de x  e  x  

k 

~ n t ã o ,  temos  

)Ik = x + (1 - kk )  x  
k  

com hk t (0,1) e  

r., 

como f e g  sao  c o n v e x a s :  



k 
Mas p o r  d e f i n i ç ã o  d e  e  ( x  ) temos  que 

S u b s t i t u i n d o  e s t a  d e s i g u a l d a d e  em ( 3 5 )  r e s u l t a :  

Mas como ( y k )  e s t á  em um c o m p a c t o  d e  ( 3 4 )  t o m a n  - 
- 

do uma s u b s e q u ê n c i a ,  s e  n e c e s s á r i o ,  t e m o s  que  e x i s t e  y f X 

com 

38 
k - 

l i m  y = y  

~ n t ã o ,  tomando  o  l i m i t e  d e  ( 3 6 ) ,  p o r  c o n t i n u i d a d e  

de f e  g, r e s u l t a  

- 
o  que d e v i d o  a  ( 3 7 )  c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e  de x  s e r  Ú n i c o .  

k - 
Logo  x  c o n v e r g e  a  x  e  é c o n t i n u a .  (c.Q.D). 

Vamos i n t r o d u z i r  a g o r a  o  c o n c e i t o  d e  f u n ç ã o  c o n v e  - 
x a  q u a s e  suave .  

~ u n ~ ã o  c o n v e x a  q u a s e  s u a v e .  

Vamos u t i l i z a r  o c o n c e i t o  de f u n ç ã o  c o n v e x a  q u a s e  



s u a v e  p a r a  d e m o n s t r a r ,  numa f o r m a  m a i s  compac ta ,  o  t e o r e m a  de 

e x i s t ê n c i a  de s o l u ç ã o  de ( P T )  (111-49). 

39 D e f i n i ç ã o :  Uma f u n ç ã o  c o n v e x a  quase  s u a v e  é uma 

f u n ç ã o  f :  X-+R c o n v e x a  e  s u b d i f e r e n c i á v e l  em 

X c an convexo ,  que s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o :  

Em p a r t i c u l a r ,  s e  f é d e f i n i d a  em um i n t e r v a l o  

I da  r e t a ,  a  c o n d i ç ã o  ( 4 0 )  i m p l i c a  que  

é uma c u r v a  c r e s c e n t e  com p r o j e ç ã o  h o r i z o n t a l  i g u a l  a  R . 

4 1  - Lema: Se f :  X - * q  é q u a s e  s u a v e  em X c R 
convexo ,  f e c h a d o ,  e n t ã o :  

f p o s s u e  m í n i m o  em X 

é c o m p a c t o  p a r a  c a d a  c< (R. 

D e m o n s t r a ç ã o :  

f p o s s u e  m í n i m o  em X p o i s  p e l a  d e f i n i ç ã o  de 

f u n ç ã o  c o n v e x a  s u a v e  ( 3 9 )  tem-se: 



3 x t x  t a l  que O < zb f  ( x )  

o  que s i g n i f i c a  que a  f a d m i t e  um h i p e r p l a n o  s u p o r t e  h o r i -  

- 
z o n t a l  em x  ou  s e j a ,  que a  f p o s s u e  m in imo  em X.  

Observemos a g o r a  que o  c o n j u n t o  C, é f e c h a d o  

p o i s  a  f é c o n t i n u a  ( s u b d i f e r e n c i á v e l )  e  X é f echado .  f 

também convexo  p o i s  C, é um c o n j u n t o  de n í v e l  de uma f u n -  

," 
çao  convexa .  

Suponhamos que p a r a  a lgum W c R C* s e j a  não li - 
- 

m i t a d o .  ~ n t ã o  como C, é convexo ,  e x i s t e m  x c X e y c R n  
t a l  q u e  

Corno f é quase suave  e n t ã o  e x i s t i r á  um x X  t a l  

que 7 6 b f ( x X ) ,  i s t o  é: 

P o r  ( 4 2 )  podemos d i z e r  que h 7 O 



o  que é um a b s u r d o  uma vez  que o  membro d i r e i t o  da  i n e q u a ç ã o  

( 4 6 )  pode  s e  t o r n a r  t ã o  g r a n d e  q u a n t o  dese jamos ,  b a s t a n d o  

p a r a  i s t o  aumenta r  A . Logo C* é l i m i t a d o .  Como C q é 

f e c h a d o  e n t ã o  C, é compacto.  (c .Q.D) .  

Teorema: Se jam Y C X cv convexos ,  f echados ,  

f :  x-R quase suavte em X, e  g: Y - ~ R  convexa  e  

s u b d i f e r e n c i á v e l  em Y. En tão ,  f + g  é quase  

suave  em Y. 

~ e m o n s t r a ç ã o :  

P a r a  mos t ra rmos  que f + g  é quase suave  b a s t a  

,v 

m o s t r a r m o s  que dado y c e x i s t e  x  e Y t a l  que 

Mos t ra remos  que f ( . )  + g(. )  - < y, .) é m i n i  - 
mizada  em Y f i c a n d o  demons t rada  a  t e s e ,  p o i s  d a i :  

H 

onde x  é p o n t o  de min imo da f ( . )  + g( . )  - < y, .') em Y, 

o  que s i g n i f i c a  c o n f o r m e  d e f i n i ç ã o  de s u b g r a d i e n t e  ( 4 )  que) '  

.., é s u b g r a d i e n t e  da  f + g  em x  i s t o  é: y~ b(f + g )  ( z ) .  

S e j a  x X t Y  e  6 ( > g ( x X ) .  E n t ã o  



De ( 4 8 )  podemos d i z e r  que:  

S e j a  h:  x-R a f u n ç ã o  d e f i n i d a  p o r  

A f u n ç ã o  h  d e f i n i d a  a c i m a  r e p r e s e n t a  o membro 

d i r e i t o  da i n e q u a ç ã o  (49 ) .  E l a  é s u b d i f e r e n c i á v e l  com sub- 

d i f e r e n c i a l  

Corno f é quase  s u a v e  em X e n t ã o  p o r  ( 5 1 )  h  é 

quase s u a v e  em X. 

Cons ide remos  a g o r a  o  c o n j u n t o :  

c = (  x  c y 1 f ( x )  + d x )  -<h x ) i e ; )  

D e v i d o  a  ( 4 9 )  ê s t e  c o n j u n t o  e s t a r á  c o n t i d o  em: 

que p e l o  Lema ( 5 1 )  é compacto .  

O c o n j u n t o  C é f e c h a d o  p o i s  Y é f e c h a d o  e  

f ( . )  + g ( . )  - < y, . é c o n t i n u a  e  e s t á  c o n t i d o  num compac - 
t o ,  l o g o ,  é compacto .  

Como C é compac to  e  a  f u n ç ã o  f ( . )  + g(. )  - < y , >  

é c o n t í n u a  e n t ã o  e s t a  f u n ç ã o  a d m i t e  um p o n t o  de m ín imo  e m y  , 
p r o v a n d o  o  teorerna.  (c.Q.D). 



Um Teorema p a r a  f u n ç õ e s  e s t r i t a m e n t e  c o n v e x a s  . 
52 Teorema: S e j a  V :  uma f unGão e s t r i t a m e n  - 

t e  c o n v e x a  t e n d o  6 %  " p o r  p o n t o  de mín imo.  En - 
t ã o ,  dado & )  0, e x i s t e  M ) V(;) t a l  que 

onde  

~ e m o n s t r a ç ã o :  Se jam & O e  

4 - 
N = M i n  [ V ( X )  / / j x  - x / /  = L }  

Como V é c o n t í n u a  e  o  c o n j u n t o  

..# é compac to ,  o  m í n i m o  e x i s t e  em ( 5 3 )  o u  s e j a ,  e x i s t e  x c A 

t a l  que 

w = v ( X )  

- 
~ l é m  d i s s o ,  w7/ V(:) p o i s  x  é p o n t o  de m í n i m o  de V ;  como 

A r e s u l t a  x # ? e  d a  c o n v e x i d a d e  e s t r i t a  de  V ,  c o n  - 
c l u i - s e :  

* 
M o s t r e m o s  que C, C B (x) . De f a t o ,  s e  x e C, 

mas (1 T - > & n o  e x i s t e  ht ( O ,  i) t a l  que  



o u  s e j a  y = + (1 -X ) # c A .  C o n t u d o ,  d a  c o n v e x i d a d e  
- A 

e s t r i t a  d e  V e d e  x, x Coe r e s u l t a :  

o q u e  c o n t r a d i z  ( 5 3 ) .  Logo ,  # B E  ( )  p r o v a n d o  o  t e o r e  - 
ma. 



UM TEOREMA DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS A U T ~ N O M O S  . 

O t e o r e m a ,  d e v i d o  a  L A S A L L E ( ~ ~ ) ,  que  a p r e s e n t a m o s  

a q u i ,  p e r m i t e  o b t e r  i n f o r m a ç õ e s  s o b r e  a  e s t a b i l i d a d e  de s i s t e  - 
mas a u t ô n o m o s ,  com um c o n j u n t o  não  n e c e s s à r i a m e n t e  e n u r n e r á v e l  

d e  p o n t o s  d e  e q u i l í b r i o .  

C o n s i d e r e m o s  o  s i s t e m a  au tônomo 

onde  x ( t )  6 R", V t i, 0, e  f:Rn--3V é uma f u n G ã o  

c o n t T n u a  s a t i s f a z e n d o  a l g u m a  c o n d i ç ã o  que  g a r a n t a  u n i c i d a d e  

d e  s o l u ç ã o  d e  (1). 

P a r a  c a d a  x  <R" e  p a r a  c a d a  c o n j u n t o  f e c h a d o  

ECR"  a  d i s t â n c i a  de x  a  E  é d e f i n i d a  como 

Se x ( t )  é uma s o l u ç ã o  d e  (1) d i z - s e  que  x ( t )  s e  

a p r o x i m a  de E  ( x ( t ) ~ ~ )  quando  t t e n d e  a  i n f i n i t o  s e :  



d ( x ( t ) ,  E ) -  O quando t++a 

A c o n d i ç ã o  ( 3 )  é e q u i v a l e n t e  a  d i z e r  que e x i s t e  

uma s e q u ê n c i a  tk tendendo  a  i n f i n i t o  com k  t a l  que: - 

5 Um c o n j u n t o  M é d i t o  c o n j u n t o  i n v a r i a n t e  do s i s  

tema ( L ) ,  se  t o d a  s o l u ç ã o  de (1) p a r t i n d o  em M permanece 

em M p a r a  t o d o  t, 

6 Uma f u n ç ã o  v:Rnc-+~ , c o n t i n u a m e n t e  d i f e r e n c i á -  

v e l  ( c l a s s e  C ) é uma f u n ç ã o  de L i a p u n o v  p a r a  o  s i s t e m a  

,., 
(1) em c cRn  s e  a  f unção  C . )  = < VV( . )  , f ( . ) )  nao 

muda de s i n a l  em G, 

De f i namos  o  c o n j u n t o  

- 
onde G é a  a d e r ê n c i a  de G. S e j a  M o  m a i o r  c o n j u n t o  i n  - 
v a r i a n t e  c o n t i d o  em E. O t e o r e m a  f u n d a m e n t a l  p a r a  s i s t e m a s  

autônomos é o  s e g u i n t e :  

8 Teorema: Se V é uma f u n ç ã o  de L i a p u n o v  e m G  

p a r a  (l), e n t ã o  t o d a  s o l u ç ã o  x ( t )  que permanece 

em G p a r a  t o d o  t > O ou  s e  a p r o x i m a  de M ou 

d i v e r g e  quando t-&. 
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