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RESUMO

Procura-se verificar neste trabalho a aplicabilida-
de de técnicas de Controle Otimo a modelos dindamicos de siste-
mas de producdo. Faz-se uso do priﬁcipio do maximo de Pontry-
agin. Sao apresentadas algumas interpretacdes do pricipio do
maximé e sao feitas aplicagdes a modelos de Dinamica Indus-
trial. Verifica-se a complexidade das computacdes necessarias
para encontrar o controle 6timo de sistemas de producdo. Pa-
ra os casos lineares é apresentado um método que transforma
o problema de controle num problema de programacado matemati-
ca. 0 método & baseado na Programacdo Linear Generalizada.
Consegue-se entdo um algoritmo hierarquizado de dois niveis
que torna mais facil a soluclo de problemas de controle oti-

mo de sistemas lineares.
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ABSTRACT

It is intended in this work to verify the applica-
bility of optimal control techniques to dynamic models of
production systems. Pontryagin's maximum principle is used.
Some interpretatios are given and some applications of the
maximum principle to Industrial Dynamics models are made.

It is verified the great amount of difficulties one has in
applying optimal control techniques to production systems.

For linear models a method is presented that transforms a
aontrol problem into a mathematical programming problem. This
method is based on Generalized Linear Programming. A two level
vels hierarchized algorithm is obtaiﬁed that makes easier the

application of optimal control to linear systems.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

Secao 1 - Introducio.

Sistemas de produgdo geralmente possuem um grande
numero de variiveis e um nimero grande de relacdes entre elas.
0 controle de um sistema real deste tipo, na pratica quase sem-
pre tem levado a sua decomposigao em sub-sistemas, cada um com
menor numero de varidveis e relagoes. Geralmente essa decompo-
sigdo se faz de forma a resultar uma estrutura hierarquizada,
que permite melhor aproveitamento dos recursos disponiveis. 0s
sub-sistemas resultantes da decomposicdo possuem um nimero bem
menor de variaveis e relagdes, de forma que se torna viavel a
aplicagdo de métodos matematicos para melhorar suas performan-
ces. O problema dai por diante reside na coordenacido das per-
formances dos varios sub-sistemas de maneira que seja melhora-
da a performance global. A resolugao deste problema geralmente
~implica num nimero grande de cdlculos, pois muitas vezes o pro-
cesso de coordenagdo & iterative. Mas o nimero de calculos po-
de ndo constituir problema quando é possivel a utilizacdo de
computador digital. Essas mesmas caracteristicas que acabamos
de dizer que possuem os sistemas de producdo, tambem as possuem
os chamados sistemas de grande porte. Neste trabalho vamos tra-
tar sistemas de produgao como sistemas de grande porte.

Se um sistema possui um nimero muito grande de varia-
veis, e é tal que ndo permite uma decomposicdo de forma a re-
sultar uma estrutura hierarquizada, muitas vezes ndo e viavel
a utilizagao de computador porque surgem problemas de escassez
de meméria. A decomposicdo do sistema em diversos sub-sistemas
menores pode muitas vezes resolver este problema. Por isso,
quando nos referirmos a um sistema como sendo de grande porte

queremos tambem dizer que ele & tal que permite a sua decom-



posicao numa estrutura hierarquizada.

Apos o desenvolvimento dos computadores digitais a si-
mulacao foi a técnica mais utilizada para tratamento de siste-
mas de grande porte. Nos Ultimos anos muito esforgo tem sido
feito em pesquisa de métodos de programagdo matematica para a-
plicacao neste tipo de problema.

Nesta tese vamos procurar verificar a aplicabilidade
de métodos matematicos para otimizagdo de sistemas dindmicos.
@omo vimos, nossos sistemas de grande porte tem uma estrutura
hierarquizada. E como um problema tipico de sub-sistemas dessas
estruturas é:"executar uma determinada tarefa, durante um de-
terminado tempo, otimizando uma performance"; atacaremos o

problema utilizando métodos de controle 6timo. Em particular,

a condigdo de maximo de Pontryagin. Os modelos que vamos usar
gsdo de Dinamica Industrial, que & um método de simulagdo de
sistemas dinamicos. Faremos um estudo da aplicacdo da condi-
gao de Pontryagin a modelos de Dinamica Industrial. Este es-
tudo, embora de alguma extensidade, de maneira alguma preten-
de ser completo.

Neste primeiro capitulo falaremos brevemente a res-
peito da aplicacdo de principios de controle a sistemas de
producdo, da Dinamica Industrial e de modelos. No capitulo II
trataremos da aplicacgao da condigao de Pontryagin a modelos
de Dinamica Industrial. No capitulo III trataremos da apli-
cacao da programacao linear generalizada a problemas deste
tipo.

Secdo 2 - Aplicacdo de principios de controle a sistemas de

produgao.

Os conceitos de controle que em primeiro lugar apare-
cem na aplicacao a sistemas de grande porte sdao os de servome-
canismos. Vimos que um sistema de grande porte geralmente e

decomposto



decomposto em sub-sistemas que tem um numero menor de varia-
veis e relagdes, e aos quais ndo e dificil aplicar metodos ma-
tematicos para melhor controla-los. No entanto, ndo deixa de
haver interagoes entre esses sub-sistemas. E, em sistemas de
grande porte o controle dessas interagoes pode ser mais impor-
tante que o controle de cada sub-sistema isoladamente. Nessas
interacoes estdo envolvidos conceitosnde servomecanismos, pois
um sub-sistema atua sobre outro, que devolve informacgao ao pri-
meiro, que usa esta informagao para decidir novas atuagoes so-
bre o segundo, e assim por diante. Isto &, existe uma malha
fechada de realimentagao de informagdes. O primeiro sistema
decide a atuagao sobre o segundo baseado nas informagdes que
tem no presente momento a respeito de todo o passado das in-

teragoes.

acao

19 sub~sistema "1 29 sub-sistema

informagao

Em sistemas socio- economicos qualquer atividade, fa-
bricagao, transporte, comunicacadao, etc., exige um certo tempo
para ser realizada. Por sxemplo, a comunicacdao entre dois seto-
res de uma organizagao pode ser feito por meio de cartas, que
gasta bastante tempo. Decisdo também toma tempo e a execugao
da agdo decidida também leva tempo. Existe pois, uma seqiiencia
no tempo, das agbGes dentro de um sistemas.Esta seqliencia de
acoes no tempo pode ser relacionada com os atrasos de tempo de
um servo mecanismo.

Quando as vendas de um produto aumentam a diregdo da
companhia toma a decisao de aumentar a produgdo. Se as vendas

aumentaram de 1000 unidades semanais na ultima semana, a pro-



ducdo também devera ser aumentada de 1000 unidades semanais?
Nio seria melhor aumentar inicialmente sé de 500 unidades se-
manais? Ou seria melhor aumentar logo de 2000 unidades sema-
nais prevéndo novos aumentos de vendas? A decisdo de aumentar
a producao vem acompanhada de uma amplificagao que define
gquantitativamente esse aumento. As amplificagoes e os atrasos
de tempo podem causar oscilagoes e instabilidades tanto em sis-

temas soOcio~economicos como em sServomecanismos.

Secdo 3 - A Dinamica Industrial

A noticia mais antiga que temos sobre aplicagio de
principios de controle a sistemas sGcio-econdmicos data de
1952 [12] , e um trabalho de Herbert A. Simon:"Sobre a Aplica-
cao da Teoria dos Servomecanismos ao Estudo do Controle da
Producdo"”. A partir dessa época apareceram varios trabalhos e
artigos em revistas, mas o assunto nunca chegou a receber mui-
ta importancia. Em 1961 Jay Forrester publicou um livro sobre
a dinamica de sistemas sdcio-economicos:"Industrial Dynamics".
Mais especificamente este livro trata do comportamento dinami-
co de organizagoes industriais. Forrester aliou a aplicacao da
teoria do Controle Automatico e estudos sobre processos de de-
cisdo ao desenvolvimento havido em simulacao por meio de com-
putadores digitais. E conseguiu desenvolver um método bastan-
te adequado ao tratamento de sistemas de grande porte. A inte-
racao dos diversos setores de uma organizagao industrial - marke-
ting, producao, distribuicao, compras, etc., em cujas ativida-
des existem atrasos de tempo, amplificagdes, realimentagoes e
outras caracteristicas proprias de controle - sdo estudadas
por meio de simulagao e aplicagao de conceitos de controle au-
tomatico. Forrester mostra que as oscilagoes que muitas vezes

ocorrem nos sistemas socio-economicos podem ser causadas por



fatores internos do sistema, como a estrutura ou os meios de
operacao, por atrasos de tempo e amplificacoes, da mesma forma

* - . - . -~ a2
como ocorre nos sistemas fisicos. O metodo da Dinamica Indus-

trial consiste essencialmente na construgao e simulacao de um
modelo onde sao evidenciados os fatores relacionados com as
interagoes entre os sub-sistemas. No modelo s3o muito bem re-
presentadas as malhas de realimentacao de informagdes, ou ma-
lhas causa-efeito ou ainda malhas de decisdao-acao-informacao-
decisao, que mostram como as decisces dependem das informagaes,
como os efeitos dependem da acao e como as informacgdes sobre

os efeitos da acao chegam outra vez ao ponto de decisdo. Forres-
ter desenvolveu uma rotina de simulacdo, para uso em computa-
do digital, que simula muito bem amplificacoes e atrasos de
tempo e transporte, de modo a obter uma representacao muito

boa do comportamento dinamico de um sistema.

Em 1968, Forrester, fazendo uma andlise de seu méto-
do, afirmou que antes de ser uma tecnica de simulagdo, a Dina-
mica Industrial & uma aplicacdo dos conceitos da teoria do
Controle Automatico. Pois o uso da Dinamica Industrial requer
por parte do usudrio um conhecimento adequado dessa teoria.
Confirmou também que o campo de pesquisa da Dinamica Industrial
consiste no estabelecimento de pontes de ligacao entre a teo-
ria do Controle e os sistemas industriais.

Essas sdo algumas ideias que fundamentaram nossa de-
cisdo de aplicar metddos de controle otimo a sistemas de pro-
ducao.

Neste trabalho sempre usaremos modelos continuos,
mesmo quando operacoes do sistema real forem ou parecerem ser
discretas. Vamos ver que nao e tao grande a diferenca ao se
tratar sistemas reais como continuos. Pois dentro de um sis-
tema socio-economico existe mais continuidade do que se costu-
ma supor. A assinatura de um contrato, por exemplo, pode pare-
cer um fenomeno discreto na atividade de uma empresa. Mas cer-

tamente essa assinatura foi precedida de negociacoes, acordos,



estudos, mudangas e preparagoes dentro da empresa para cumprir
com as novas obrigacdes. A assinatura também & seguida de ou-
tras agoes como ajustes e consolidacao de planos. Quando se
inaugura uma nova linha de montagem numa fabrica, ela ndo come-
¢a produzindo a plena capacidade, comega produzindo pouco e

vai aumentando gradativamente a produgao. Fatos como estes,

que ocorrem num sistema de grande porte, podem parecer dis-
cretos, mas na verdade sao precedidos e seguidos de um conjun-
to de agdes que lhe ddo caracteristicas de continuidade.

Muitas vezes se pretende modelar um sistema como dis-
creto justificando que as informagoes sao obtidas discretamen-
te. Geralmente informacoes sao entradas de um sistema. A in-
formagao sobre a quantidade de unidades vendidas no mes ante-
rior & usada pela diretoria da fabrica para decidir a produgao
do mes seguinte. & decisdo neste caso é um fenomeno discreto
que ocorre uma vez por mes, mas as variagoes de produgao den-
tro da linha de fabricacdo ja ndo se dio de forma t3o discre-
ta. por isso nao sera tdao grande a diferenga se supusermos a
decisdo como um fendomeno continuo. Ndo pretendemos dizer que
devemos ignorar que a troca de informagoes entre sub-sistemas
‘e discreta, queremos dizer que as agoes dentro dos sub-siste-
mas se ddo de forma bem mais continuas, embora as informagoes
cheguem a eles de forma discreta.

Mesmo quando ha fenomenos realmente discretoa, um
primeiro estudo sobre um modelo continuo do sistema & sempre
Util, pois concentra a atengdo sobre caracteristicas verda-
deiramente importantes da operacao do sistema, como os obje-
tivos, as inércias, os atrasos de tempo e as amplificacdes.
Desviar a atengao para o cardter discreto dos fendmenos ten-
de a obscurecer essas caracteristicas. A discretizacgdo das
variaveis pode ser feita aos poucos, tornando gradativamente

o modelo mais complicado e mais fiel ao sistema real.



Secao U4 - Modelos

Geralmente sistemas de grande porte s3ao caros e & an-
tieconomica a sua utilizagdo para fazer experiéncias. O uso de
modelos e mais barato. Segundo Eikoff [Z2] , "modelo & uma re-
presentagao dos aspectos essenciais de um sistema ou processo,
susceptivel de fornecer informagoes deste sistema ou processo
de uma forma utilizavel'. Noutras palavras, & uma maneira al-
ternativa de descrever o fenomeno real que permite, sob o pon-
to de vista do tempo, custo e conveniencia, entender a natureza
dos resultados a serem esperados do equipamento ou atividade
modelada. A construgcao do modelo tem por objetivo o conheci-
mento de um sistema sem necessidade de construi-lo ou opera-
lo. '

Neste estudo estaremos sempre interessados nos mode-
los matematicos dinamicos, adequados ao uso de simulagao (Di-
namica Industrial) e a aplicacdo de principios de contrdle.

Os modelos dinamicos sdo capazes de representar situacdes que
mudam com o tempo e permitir que se determine as decisoes que
se deve tomar no decorrer do tempo. Nosso objetivo na cons-
trugdo do modelo sera o de permitir essa determinagdo de atuar
sobre o sistema. Isto e, de controlar o sistema. E iremos um
pouco adiante, pois pretendemos controld-lo otimamente.

Os métodos matemdticos que se tem aplicado a siste-
mas socio-economicos visam quase que exclusivamente melhorar
a performance de operagao em regime permanente. A performance
de pequenos sistemas durante os transitorios pode n3ao ser um
problema importante, mas quando se trata de sistemas de gran-
de porte qualguer transitorio ou oscilacio merece ser analisa-
da. Por isso, os modelos matematicos que usaremos aqui serdo
sempre dinamicos, capazes de representar tanto os comportamen-
tos transitdrios como os de regime permanente.

0 primeiro objetivo de um modelo matematico de um sis-
tema é ajudar a entender este sistema. Também tem por objetivo

a descrigao da organizacdo, das causas e dos fatores que deter-



minam o desenvolvimento do sistema no decorrer do tempo. por-
tanto, deve’ haver muita correspondencia dotmedelo com a estru-
tura e com as caracteristicas operacionais do sistema. O mode-
lo tem menos proposito de fazer predicdes de determinados even-
tos em determinados instantes futuros do que de servir de fer-
ramenta basica na tomada de decisGes e na determinagdo da poli-
tica de controle. Por isso os modelos que usaremos sao os de
Dinamica Industrial, porem muito simplificados.

0s modelos serao simplificados poérque ndo podemos
pretender mais do que dar uma idéia da maneira de atuar sobre
o sistema para controla-lo otimamente. Quando se trata de sis-
temas fisicos & ficil supor que as condicdes do meio em que es
esta o sistema n3o variam enquanto o controlamos. Assim, uma
vez cafituddddooncontrole otimo para um determinado periodo,
podemos aplicd-lo durante todo esse periodo. M

Mas esta suposicao, que as condigoes do meio nao
mudam,se torna dificil quando se trata de sistemas sScio—ego—
nomicos. Por exemplo, uma empresa que tem uma quantidade limi-
tada de recursos estuda um plano para sua aplicacao durante
dois anos. E formulado um problema de controle Gtimo que leva
em conta aslimitacdo dos recursos. Se a aplicacgdo, otima, des-
ses recursos comeca a dar bons resultados,é bem possivel que
pessoas estranhas mostrem interesse em aplicar recursos nesta
empresa. Naturalmente essas aplicagoes vao ser aceitas e a
quantidade de recursos disponiveis aumenta. O caso contrario
pode ocorrer quando o investimento nao se revela bom. Entao,
em qualquer caso,é muito provavel que antes de terminado o
prazo de dois anos o programa de investimento tenha que ser
reformulado. O que se verificou foi uma influencia da empresa
sobre o meio. E essa mnflinencia provocou uma mudanga do meio
em relacdo acempresa e conseqgilentemente uma mudanca nas restri-
¢oes do problema.



Por razdes desse tipo que a aplicagdo de controle o-
timo a sistemas sbcio-economicos deve pretender ser nada mais

do que uma orientagdo do controle a ser aplicado.

Secao 5 - Notagao

A notagdo que usaremos procura seguir a notagdao comu-
mente encontrada em trabalhos das areas de Controle e de Oti-
mizacdo. Os simbolos de notacdo e as grandezas que eles repre-
sentam irdo sendo introduzidos durante o texto.

Os vetores serao sempre vetores colunas, a hao ser
quando transpostos.

Os problemas de otimizagdo de que trataremos serao em
quase todos os casos, problemas de minimizacdo. Este fato nao
tem importancia, porque encontrar x(t), tel0,T], tal qué
f(x(t)) seja maximizada & o mesmo problema que encontrar x(t)

que minimize -f(x(t)).



CAPITULO II

CONTROLE OTIMO

Secao 1 - Introducao

Un sistema dinamico pode ser descrito por um sis-

tema de equacgoes de estado:
ki(t) = fi(xl,...,xn;ul,...,ur;t) (1)
i=1,2,...,n

as variaveis de estado

02
an
o)

onde

e

dimensao do espago de estados

[ RY
jal]

e
o

os controles, J=1,2,...,r

e

dimensao do espaco de controles

[OX

o+ B oo B 0K
(0N
o

tempo.

Digamos que este sistema faz parte de um sistema
maior, do qual € ent3o um sub-sistema. Digamos ainda que o
sistema maior tem uma estrutura hierarquizada. Ent3o ndo e
estranho se esperar que o sub-sistema deque estamos tratando
receba "ordens" de outro, superior hierarquicamente, da se-
guinte maneira:'"realize uma dada tarefa, durante um tempo de-
terminado, otimizando uma performance'; ou entao,'realize
uma certa tarefa no menor prazo possivel, dstoiezotdmizando
o tempo requerido para executa-la'". Para cumprir uma tarefa
assim especificada o sub-sistema procura o conjunto de con-
troles (ul(t),...,ur(t)) que melhor se ajuste ao cumprimento
da tarefa. Durante todo este capitulo nosso objetivo sera
mostrar como se procura um conjunto de controles adequados a
realizagao de certas tarefas exigidas de um sub-sistema.

Um sistema serda sempre descrito em termos de espa-
¢co, variaveis e equagdes de estado. As entradas de um siste-

ma chamaremos de controles. Esses controles formam um espacgo
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cuja dimensao designaremos por r. Em forma vetorial os con-
troles podem ser expressos por

Uy

[«

r

Nos casos praticos as variaveis de controle s3o recursos, ma-
teriais, mdo de obra, etc., variaveis que em geral sdo limi-
tadas tanto inferior como superiormente. Nos problemas de que
trataremos também as consideraremos limitadas, ou seja, con-
sideraremos que pertencem a uma regiao fechada, convexa, e
limitada do espaco das variaveis de controle. Essas regides

U serao definidas por desigualdades:
¢j(ul""’ur) <0 3=1,2,...,m (2)

As variaveis de controle uj(t) devem ser funcoes do tempo,
continuas, ou pelo menos, continuas por partes. Isto e, ad-
mitem um numero finito de descontinuidades no intervalo de
tempo determinado para execugdo da tarefa, 0,T . Todo con-
trole que satisfizer estas duas condigoes, pertencer a U e
continuidade por partes, & chamado controle admissivel.
| Nos casos mais simpleslihgﬁ %éf critério podera

ser uma das variaveis de estadd@*%oreexemplo, num sistema
de producdo deseja-se minimizar o estoque, que & uma das va-
riaveis de estado do sistema. Uma combinacado linear das va-
ridveis de estado tambéem pode ser uma funcdo objetivo. Em
qualquer desses dois casos a funcdo objetivo podera ser re-
presentada por:

n

Z oy Xy (3)

i=1
ou, em forma vetorial:

S = ¢o'x

onde c

e um vetor constante.

11
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Poréem, pode ocorrer que a funcido criterio ndo seja uma das
variaveis de esiado ou uma combinacao delas. Neste caso mais

critério é representada por

T
Jr L(x,u,t)dt (4)
0

onde L, ¢ uma funcdo qualquer,

geral a funcdo

S

X:(Xl’"“"°xn)'

t & o tempo

Nos casos deste tipo acrescentamos ao sistema mais uma varia-

vel de estado

t
xn+l(t) =jg L{x,u,t)dt (5)

ou seja
X 41 T L(x,u,t)
De modo que a funcdo objetivo pode tomar outra vez a forma (3):
n+l

onde Ci=0 para i=1,2,...,n

Daqui para diante sempre apresentaremos a fungao
objetivo como uma combinagdo linear das n variaveis de esta-

do
n

S :;E:c.x. (6)

—"=i7]

i=1
porque no nimero n de varidveis esta incluida aquela defini-
da pela fungdo objetivo. Também daqui para diante so serao

. . - 0 1 ~
considerados controles admissiveis. As fungoes L e fi te-
~ . -« -
rao sempre derivadas continuas ate a segunda ordem.



Quando falamos do tipo de problema de um sub-sistema
dentro de uma estrutura hierarquizada deixamos transparecer
que nas tarefas o sub-sistema & transportado de um ponto a
outro de seu espaco de estados num periodo fixo de tempo, ou
num periodo minimo de tempo. Neste UGltimo caso, o prazo pa-
ra execugdo da tarefa n3o & fixo. Queremos falar aqui que e-
xiste mais uma situacdo em que este prazo ndo e fixo. E aque-
le em que o tempo gasto no percurso entre o ponto inicial e
o ponto final da trajetdria ndo tem a menor importincia; &
inteiramente livre.

Podem ocorrer casos em que o periodo de tempo é
fixo, mas o ponto final da trajetdria ndo e fixo. Tambem dois
casos podem ocorrer. 0 primeiro seria aquele em que o ponto
final e inteiramente livre, ndo tendo a menor importancia a
sua localizacao. O segundo caso seria aquele em que o ponto
final deve estar numa regido determinada, G, do espago de es-

tados. Esta regido estaria definida por uma relagdao do tipo:

F(xl,...,xn)<o

Ly

E finalmente pode acontecer o caso em que seja nese
cessario atingir um ponto qualquer da regiao, com tempo li-

vre. O que & uma combinagdo de dois dos casos acima.
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Muitas vezes a fungao objetivo representa um custo
ou uma quantidade de recursos a ser alocada que, como geral-
mente ocorpe na pratica, tem um limite superior. Em termos

de fung#@o’objetivo é:

T
S =Jf L(x,u,t)dt <K
0

onde K & uma constante

Como essa fungdo objetivo se transforma numa varidavel de es-

tado, temos ai um exemplo onde o pomto final da trajetdria de-

ve estar numa regido determinada do espaco de estados. Ou

seja, Xn+1(T) LK.

Agora apresentamos uma tabela dos tipos de proble--

mas que estudaremos neste capitulo. Os tipos de problemas sao
divididos quanto ao tempo requerido para execucao da tarefa,
fixo ou livre, e quanto as obndigoes finais do sistema no

final da tarefa, condigoes fixas ou livres.

Caso Secao Tempo Condigoes Finais
1 2 4 fixo livres
2 3 fixo 7 fixas
3 L livre fixas
4 5 minimo fixas ]

0 que apresentamos na tabela sao alguns tipos de
problemas gue podem surgir ao se tratar de um sub-sistema
dentro de uma estrutura hierarquizada. Nas segOes que seguem

apresentaremos métodos para sua solugao.

14



Secdao - 2 - Realizacao de uma tarefa com prazo fixo e sem

restricoes quanto ao valor final das variaveis do

sistema.

No caso que estudaremos agora o prazo para EXecugao
da tarefa e fixo e sua execucdo deve ser tal que uma funcgao
critério seja otimizada, mas ndo importam os valores finais
alcancados pelas variaveis do sistema. Noutras palavras, tra-
taremos de um problema de controle otimo com tempo fixo e con-
digoes finais livres.

Oestudo deste tipo de problema pode ser motivado pe-
la importancia que assume quando se pretende conhecer as pos-
sibilidades de um sistema. Por exemplo, conhecer a producao
de uma linha de montagem que opera de uma maneira otima duran-
te um intervalo [0,T]. O conhecimento dessas possibilidades
pode ser importante na determinacdo do padrao de performance
‘de um sistema.

Sendo nos sistemas reais as variaveis de estado limi-
tadas, e no presente caso ilimitadas, uma comparacgao dos va-
lores assumidos por essas variaveis nos dois casos & sempre
interessante no estudo de gargalos de producao ou no estudo
de investimentos em bens de produgao. Estes estudos s3o os de
sensibilidade.

0 problema a ser estudado & apresentado formalmente

da seguinte forma:

. L]
dado o sistema X, = fi(xl,...,xn;ul,...,up;t) (8)
1=1,2,...,0
com condigoes iniciais dadas xi(O)z i=1,2,...,n
onde X4 sdo as variaveis de estado

uj sao as variaveis de controle
t e o tempo

ul(t)

o™
encontrar o vetor controle u(t)=s u(t)el l/telp’l

2

ur(t)

15
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n_ .
tal que minimize a fungao S =§' oixi(T) (9)
i=1 - :
Na resolugdo deste problema de controle otimo lanca-
se mdo de um conjunto de variaveis auxiliares, funcgdes do tem-

po, que formam um vetor de dimensao n:

pl(t)
p(t) = |.
p, ()
e que ficam definidas por meio do sistema de equacoes diferen-
ciais:
n
bi(t) - _zg:ps afs(xl,...,xn;ul,...,urst) (10)
s=1 0 x,
i
i=z1,2,...4n
que tem como condigoes de contorno:
pi(T) = _kci i=1,2,...,0
onde k € uma constante (11)

c: sao os mesmos da equagao (9)

0 significado das variaveis Ps ficar3d claro a medida
que avangarmos neste estudo. Da mesma forma se esclarecerao
os motivos das condigoes de contorno pi(T), que tem interes-
sante interpretagdo geométrica.

Se os controles uj(t), j=1,...,r, fossem conhecidos,
o sistema (8) poderia ser resolvido e conheceriamos cada xi(t)_
Inserindo estas variaveis xi(t) no sistema (10), este seria
um sistema de equagdes diferenciais com coeficientes varia-
veis, e que poderia ser resolvido encontrando-se uma solugdo
Unica pi(t), i=1,2,...,n. Por outro lado, o comhecimento de
p(t) é necessario para a determinacdo do u(t) que procuramos.
Dessa maneira entramos num ciclo vicioso. Entao, vamos ver a-

gora como podemos sair dele.
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Seja o produto escalar dos vetores p(t) e x(t)
_n
2§:pi(t)xi(t) (12)
i=1 ,
onde x(t) pode ser encarado como uma velocidade e p(t) como
um impulso.

Agora apresentamos a expressao (12) como uma funcgdo

de 2n+r+l variaveis que é chamada hamiltoniana:

n n

\ . '

H(x,p,u,t) ;:E:éixi =§Z:pifi(x1,...,xn;ul,...,u%;t)
i=1 i=1

E agora as equagoes (8) e (10) podem ser reescritas

na forma:
. _ &H
com condigoes iniciais xi(O) 1=1,2,...,n
. _ dH
p. =- (1)
i éyxi

com as condig¢oes de contorno pi(T)=kci
i=1,2,...,n

Continuando, seja u(t) um controle viavel e sejam
xM(t) e pu(t) a posigao e o'"impulso" para o controle u(t).
Coloquemos os valores xg(t) e pg(t) na funcao H(x,p,u,t) de

modo a termos
K(u,t) = H(xM(t),p t),ult),t)

que e funcdo de apenas r variaveis para cada instante t. O

controle u(t) satisfaz a condicdo de maximo de Pontryagin se

K(u,t) alcanca um maximo para qualguer t€e[0,T e para os va-
lores das variaveis correspondentes aos valores do controle no
mesmo instante.

Esse e o principio do maximo de Pontryagin, e nos

diz que se o controle u(t) & tal que S=§cixi(T) é minimizada,
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entdo u(t) satisfaz a condigde ‘de maximo. Noutras palavras a
condicdo de maximo é uma condigdo necessaria para a minimiza-
cao dd fungdo criterio. Ou ainda, o controle u(t) deve ser es-
colhido de modo que a cada momento a hamiltoniana H(x,p,u,t)
seja maximizada.

A hamiltoniana H(x,p,u,t) & o produto escalar do ve-
tor p(t) com o vetor veloecidade X(t). Entao, a interpretagao
geométrica que pode ser dada a condigdo do maximo é que o con-
trole otimo tenta movimentar os pontosddefinidos pelas varia-
veis de estado com velocidade maxima numa direcdo determinada.
Ou seja, tenta movimentar otimamente os pontos em cada instan-
te. Particularmente no instante final, quando pi(T)=—kci
i=1,2,...,n, o vetor x(T) tem mesma diregdo que p(T), porém

com sentido oposto ao do vetor c.
. A%z

%(T)

x(0)

_
V%,

Agora apresentaremos um ef%mplo para ilustrar a apli-
cacao do principio do maximo. Trata-se de um sistema de produ4
ééo'costituido de dois sub-sistemas onde as variacoes de pro-
ducao dependemrapenas dos recursos fornecidos a cada um. A pro-

dugcdo do sistema gera um lucro que vamos procurar maximizar.



Q(t) representa a taxa de produgao

R(t) representa recurso fornecido por unidade de

tempo
Ql(t) = klRl(t) condigao inicial Ql(D)
Qz(t) = kgRg(t) condigao inicial Q2(O)
Ry (t) €[0,R,] R, & constante
R, (t) Eib,ﬁz] ﬁz é constante

portanto U & um retangulo:
l&Rz

7

0 lucro do sistema e dado pela equagao

L= mkgRy (1) + kR, ()

Aplicar recursos no sub-sistema 2 sempre gera lucro, mas apli-
car recursos no sub-sistema 1 gera prejuizo.

Deseja-se maximizar o lucro no intervalo [O,ﬁ].

ou seja T
minimizar I =J£ [kgRl(t) - kuRZ(tﬂ dt
Resolucdo:
definimos Qg(t) = kgRl(t) - kuRQ(t)
3
) 2
S = i=lciQi(T)

que sera a nova funcao objetivo a ser minimizada, e onde

19
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1
02 =0
03 = 1

A hamiltoniana sera dada por

3
_E'_ 2
H(Q,p,R,t) =2 p:Q: = pykqRy(E) + Pl,RH(E) + pokgRy(T)+
i=1

+ PskuRZ(t)

Dai
by (t) = - %%%1: 0 p (T) = —c =0 p () = 0
Dy (t) = - §%§2= 0 D,(T) = =c,=0  p,(t) = 0
Pa(t) = - %%%3= 0 Po(T) = -cg==1  py(t) = -1

Voltando a hamiltoniana:
H(Q,p,R,t) = k,R, (£) = kR, (t)

Para maximizar esta hamiltoniana em cada té[O,ﬁ], Rl(t) tem
que assumir sempre o maximo valor, e R2(t) deve assumir o seu

valor minimo. Portanto

R (t) = Ry tef0,T]
R, (t) = B, tef0,T]

No inicio do problema haviamos dito que quaquer apli-

cacdo de recursos R, gerava lucros, e qualquer aplicagdo de

1
recursos R, gerava prejuizos. Portanto ja era 6bvio se esperar
uma maximizacao de aplicacao dos recursos R,, e uma minimiza-

cdo da aplicagao de R,. Este exemplo foi muito elementar, mas

2
justificamos sua apresentagao porque o nosso intuito era ape-
nas de ilustrar a aplicagdo do principio do maximo de Pontry-

agin.
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A maximizacao da hamiltoniana H(x,p,u,t) nos permite

expressar u(t) como fungao de x(t) e p(t), ou seja:

uj(t) = Gj(xl,...,xnspl,...,pn;t) j=1,2,...,0
(15)

Substituindo as variaveis us pelas expressoes (15) em (13) e
(14), obtemos um sistema de 2n equacoes diferenciais com 2n
condigdes de contorno, cuja solugdo nos da a trajetéria oti-
ma e o "impulso" p(t) em cada instante. Entao, utilizando
x(t) e p(t) , conhecidos, na equagao (15) podemos determinar
u(t).

Estes controles encontrados satisfazem uma condicao
necessaria para o controle 6timo. Para garantir u(t) como
controle otimo seria necessario que satisfizesse uma comdigao
de suficiencia. Infelizmente, sO para poucos casos se conhe-
ce essa condicdo de suficiencia. Para o caso em que as res-
trigdes sdo lineares em melagdo as coordenadas de posigdo,

n

=£E%aik(t)xk + hi(ul”"’ur) i=1,2,...,n

onde h. sao fungoes quaisquer, com derivada de se-

gunda ordem continuas.

pode ser demons trado que a condigdo do maximo de Bontryagin
& necessiria e suficiente para u(t) ser controle &timo.[ 16%
Vale a pena notar que nos casos em gque a condicgao
de maximo ndao é suficiente, mesmo assim se pode encontrar o
controle 6timo na maioria dos casos praticos. Quando a exis-
téncia de um controle otimo é sabida de consideragdes fisi-
cas, e o controle que satisfaz a condicdo de maximo & Unicos

entdo este controle & otimo. vide ref.[16]

o caso linear

Conforme acabamos de ver, quando as equagoes que
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definem o sistema sao lineares em x(t), a condicdo de maximo

e suficiente para o controle ser otimo. Veremos agora como

se resolve o caso em que o sistema e definido por fungdes 1li-
neares em relacdo as varidveis de estado e também em relacdo

as variaveis de controle. A funcdo objetivo, da mesma forma,

e linear.

Seja o sistema linear definido por:

n-1 r

X, = Ekzlaik(t)xk(t) +_j_:_ibij(t)u§°('t) + h(t) (16)

i=1,2,...,0n-1

e deseja-se minimizar a funcdo critério:
T -n-1 r
T =f [Zs.(t)xi(t) + Zw.(t)u.(t)]dt (17)
0 Li=1* j=1 J J

Resolugao:
Introduzimps no sistema uma nova variavel definida a

partir de (17)

n—1 r
>’<n =4i;si(t)xi(t) +JZ=_,le(t)uj(t) xn(o)zo

de modo que nosso novo objetivo & minimizar Xn(T)' E o novo
sistema, agora com n variaveis, pode ser apresentado em for-

ma vetorial:

x(t) = A(B)x(t) + B(t)ult) + D(t)

onde A(t) : nxn
B(t) : nxr
x(t) : nxl
u(t) : rx1
D(t) : nx1

0 sistema de equacdes que define as variaveis auxi-

liares, poderia ser obtido pelo procedimento normal, a partir



da hamiltoniana. Porem este trabalho pode ser poupado pois o
novo sistema sera sempre dado pela transposta da matriz A(t).
Isto pode ser demonstrado sem dificuldade usando as equacgoes
(10). Assim,

p=-A'p p(T) = -c (18)

onde

Como a matriz A & conhecida, este sistema possui solucdo bem
determinada.

A expressdo vetorial da hamiltoniana & dada por:
H(x,p,u,t) =pp%k = p'Ax + p'Bu + p'D (19)
onde p' = Pys«++sPy

Um exame da equacdo (19) mostra que s06 o termo p'Bu
depende de u(t). Portanto, basta maximizar este termo para
maximizar toda a equagao.

Agora, seja a matiz lxr

q = (ql,...,qr) = p'B (20)

de modo que temos

T
p'Bu = qu =2 aq, (t)u, (t) (21)
j=1 J J
cuja maximizagdo, que implica na maximizagdo da hamiltoniana,
e obtida quando se escolhe cada uj(t), j=1,2,...,r, da seguin-
te maneira:
® maximo de u.(t) se q.(t)>0 uy € U '
uj(t) =Y minimo de uj(t) se qj(t)<0 ujé U (22)

® nao definido se qj(t)=0

23



Este procedimento leva a maximizacdo da hamiltoniana.
Como vimos, o sistema de equagoes (18) tem solugao bem deter-
minada quando A(t) for ndo singular, o que nos garante a uni-
cidade dos controles dados pelas equacoes (28), que sao en-
td0 os controles otimos.

Pode-se ver que os controles otimos podem ser obti-
dos conhecendo-se apenas as matrizes A(t) e B(t) e as condi-
¢oes de contorno das variaveis auxiliares. Quer dizer, ndo
é preciso expressar u em termod de X e p, substituir nas e-
quacdes de estado, resolve-las e tornar a determinar u em
fungdo de x e de p, cujos valores ja foram encontrados. Exis-
te aqui uma enorme simplificacdo computacional. Também se
pode ver da equagdao (22) que no caso de sistemas lineares o
controle estara sempre na fronteira da regido de controles
admissiveis, U. 0 que nos permite concluir que os controles
utilizados sao sempre do tipo "full-control" ou bang-bang.

E interessante notar aqui o paralelismo entre o con-
trole &timo na fronteira da regido de controles admissiveis
e, no caso estatico, o ponto de &6timo na fronteira da regido
vidvel em programacdo linear.

Quando ocorre o caso c) das expressoes (22), o con-
trole nao fica definido pela maximizacdo da hamiltoniana. Fe-
lizmente, no caso linear, o controle fica indefinido apenas

num ponto (na maioria dos casos). Quando essa indefinigdo nao

ocorre em apenas um ponto, ocontrole a ser encontrado chama-se

controle singular. Nao existe um procedimento formalizado
para se encontrar um controle singular, mas ndo & sempre im-
possivel fazé-1o.16]

Veremos agora um exemplo para ilustrar a aplicacgao
do que foi até aqui apresentado. Trata-se da aplicagao de
controle 6timo a um modelo de sistema produgao-ditribuigao
construido para estudo com utilizacdo dos métodos de Dina-

mica Industrial. Este estudo pode ser encontrado na referen-

24



cia[g] . 0 exemplo que apresentamos e uma pequena parte do

sistema, a parte da produgao.

0 sistema produgdo-distribuicdo de uma companhia &
constituido de uma fabrica com um depdsito anexo, um conjun-
to de distribuidores atacadistas e, finalmente, um conjunto

de retalhistas que vendem o produto ao consumidor.

Fa.bniccl. cLePésLtO

C(L.S{Ili L wi (10!«65

—

ne‘éQ Hu'sfa.s

Em nosso exemplo trataremos apenas da parte da fa-
brica com seu deposito, com modelo muito simplificado. A fa~
brica e seu deposito, na referencia acima citada tem um dia-
grama tipico de Dindmica Industrial para representd-lo. Este

diagrama esta na pagina seguinte:

25
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onde

AIF : constante de proporcionalidade para cdlculo do nivel
desejado de estoque (semanas).

ALF : constante que especifica o limite da taxa de produgao
(unidades/semana).

CPFT : ordens de produgao ja expedidas pelo escritorio, mas
ainda nao produzidas (unidades). _

DCF : constante de tempo do processamento dos pedidos no es-

critorio (semanas).

DFF : constante de tempo (variavel) para atendimento dos pedidos a fa-
brica (semanas).
DHF : constante de tempo minima para atendimento dos pedidos

a fabrica (semanas).

DIF : constante de tempo para computagao do nivel de estoque
(semanas) .

DPF : constante de tempo para execigdo de uma ordem de pro-
ducao (semanas).

DRF : constante de tempo para a computacdo da média de pedi-
dos (semanas).

DT : intervalo de tempo (semanas)

DUF : constante de tempo média para atendimento de pedidos
quando existe falta do produto no deposito (semanas).

IAF : nivel do estoque no deposito (unidades).

IBF : nivel desejado do estoque no deposito (unidades).

LAF : Hivel real de ordens de fabricagdo em transito (unidades)

LDF : nivel desejado de ordens de fabricagdo em transito (u-
nidades).

MDF : Taxa de produgdo decidida (unidades/semana).

MOF : fluxo de ordens de fabricagdo para o setor de produgao
(unidades/semana)

MWF : taxa de producdo desejada (unidades por semana).

NIF : limite da diferenca saida-entrada no depdsito (unida-

des/semana.



OPF
RRT

RSF
SRFE

SS5F
STF

UNF
UoF

ordens de producao sendo executadas (unidades).

fluxo de pedidos que a fabrica recebe (unidades por se

mana) .

meédia de pedidos semanais (unidades/semana).

fluxo de entrada de unidades fabricadas no deposito (u-
nidades/semana).

fluxo de atendimento dos pedidos (unidades/semana).
fluxo ideal de entrada dos produtos fabricados no depo-
sito (unidades/semana).

nivel normal de pedidos ndo atendidos (unidades).

nivel real de pedidos ndo atendidos (unidades).

Todos esses parametros e variaveis estdo relaciona-

dos entre si de uma forma dinamica. Otempo neste caso de Di-

namica Industrial & discretizado. Nas relagoes dadas a seguir,

J, K, L sao instantes de tempo e JK, KL sao intervalos de
tempo entre os instantes J e K, e K e L, respectivamente.
UOF(K) = UOF(J) + (DT)(RRF(JK)-SSF(JK))
IAF(K) = IAF(J) + (DT)(SRF(JK)~SSF(JK))
STF(K) = UOF (K)
A TAF (K
NIF(K) = "-T)-é—-)-
STF(K) se NIF(K) STF(K)
SSF(KL) =
NIF(K) se NIF(K) STF(K)
' IDF (K)
IDF(K) = (AIF)(RSF(K))
RSF(K) = RSE(J) + (DT) (5mp) (RRR(JK)-RSF(J))
MWF (K)- = RRE(JK) + (=3=) ((IDF(K)-IAF(K)) + (LDF(K)-LAF(K)) +

DIF
+ (UOF(K)-UNF(XK)))

28



MWE (K) se ALF MWF(K)

MDF(KL) =

LALF se ALF MWF(X)
LDF(X) = (RSF(X))(DCF+DPF)
LAF(K) # CPF(K) + OPF(K)
UNF(X) (RSF(K)) (DHF + DUF)
CPF (K) CPF(J) + (DT)(MDF(JK)-MOF(JK))
MOF(KL) = DELAY3(MDF(JK) ,DCF)
OPF(K) = OPF(J) + (DT)(MOF(JK)-SRF(JK))
SRF(KL) = DELAY3(MOF(JK) ,DPF)

1

Este & um modelo bem realista da parte da fabrica do
sistema produgdo distribuigdo. Usando este modelo o sistemace
simulado em computador digital. Um estudo muito interessante
dessas simulagdes pode ser visto na referencia ja citada.

Nosso objetivo e ilustrar a aplicacao de controle
otimo a sistemas de produgdo, para isso utilizaremos um mode~

lo muito simplificado obtido a partir desse de Dinamica In-

dustrial.
anidades
Pllo:Lu,zltlas
\AF
esto?ue

| | $ vor

¢ pedicdos nao
alendidos

§ RRF

2 Ped[da s

;
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As simplificacoes principais introduzidas sao:

- a eliminacdo de atrasos de tempo entre a decisao de variar
a producao, MDF, e a variacao do fluxo de entrada de produ*
tos no deposito; »

- a decisao de variar o fluxo de atendimento dos pedidos ago-

rara depende apenas do nivel de pedidos ndo atendidos, por-

que eliminamos todas as equagdes intermediarias.

No entanto, a alteragdo fundamental no modelo esta
na maneira de controlar o fluxo de produgao, MDF. No modelo
original, MDF dependia direta ou indiretamente de varios ni-
veis, fluxos e parametros do sistema. No modelo simplificado
MDF ndo depende de nada disso, podemos atribuir-lhe qualquer
valor ou comportamento, ou entdo liga-lo damaneira que qui-
sermos as variaveis que acharmos conveniente. Vamos aprovei-
tar a liberdade de podermos usar MDF a nossa vontade para
controlar a producao de tal maneira que seja minimizado o
custo de operacao do sistema.

0 custo de operacdo do sistema e dado pela seguinte

equacgao integral:

t t t
Z(t) = Cy | TAF(t)dt + C_| MDF(t)dt + C_[ [RRF(t)~-
Too P/o 5J0

~MDF ()] dt

Esta equagdo sera a funcdo critéerio do problema de
controle otimo. Um pouco acima dissemos que poderiamos ligar
MDF da maneira que qiséssemos as variaveis convenientes. Foi
o que fizemos, Atraves dessa Ultima equacdo ligamos as deci-
soes sobre a taxa de fabricagdo ao prego de manter estoque,
ao preco de produzir e ao prego de deixar de atender “deman-
da.

Em tempo, CI é o prego, ou custo, de manter uma uni-
dade produzida em estoque. C e o custo de producdo de uma
unidade. CS e o custo de ndo atender a demandd de uma unidade.

Antes de continuar vamos apresentar melhor o sistema
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simplificado.
0 nivel de estoque IAF(t) estd ligado ao fluxo de
entrada, MDF(t), e ao fluxo de saida, SSF(t), por meio da re-

lagao:
. ¢
TAF(t) = IAF(0) + | [MDF(t)~SSF(t)]dt
0

ou, em forma de equacao diferencial,

TAF(t) #® MDF(t) - SSF(t)

com a condigao inicial  TAF(0).

| 0 nivel de pedidos ndo atendidos UOF(t) esta ligado
ao fluxo de entrada de pedidos, BRF(t), e ao fluxo de atendi-

mento dos pedidos, SSF(t), por meio da relacgao:
t
UOF(t) = UOF(0) + | [RRF(£)-SSF(t)]at
0
ou, em forma de equagao diferencial:

UOF(t) = RRF(t) - SSE(t)
com a condigcao inicial  UOF(0).

Na simulacao do sistema original verificou-se um
comportamento de 88F(t) para uma variagao degrau de RRF(t)

como o mostrado nafigura:
A

RRF _

SSF




Como se pode ver, pode ser considerado que SSF(t)
comporta-se como um sistema de segunda ordem em relagao a
RRF(t). Como existe apenas um "overshoot" e ele e miiito pe-
queno, ndo chega ser irrazoavel que no modelo simplificado
se considere que SSF(t) comporte-se como um sistema de pri-
meira ordem em relacao a UOF(t). Suposto isso, a relagao que

liga essas duas variaveis sera:
t %
SSF(t) = SSF(0) + kl UOF(t-5)e 4dF
: 0

Usando transformada de Laplace obtemos a seguinte

expressao:

) k
SSF(s) = UOF(s) g

«sSSF(s) + SSF(s) = kUOF(s)

_ k Y 1
sSSF(s) = — UOF (%) ‘7Z~SSF(t)
e voltando ao dominio do tempo:
SSF(t) = —— UOF(t) - —— SSF(t)
- X [%
com condigao inicial SSF(0)

Agora ja podemos enunciar 0 nosso problema de contro-
le otimo:
Encontrar uma programagao da produgao MDF(t) , te[b,f], tal

que minimize

T . T T
720 = C /f TAF(£)dt + C /[-MDF(t)dt + c_ | [BRE()-
1/ PJg 5/0

-MDF(t{]dt

sujeito a:
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IAF(t) = MDF(t) ~ SSF(t)
SSF(t) = SUOF(t) - &SSF(t)
UOF(t) = RRF(t) - SSF(t)
com as condicoes iniciais SSF(0)
TAF(0)
UOF (0)

Para resolver este problema iniciamos por fazer

Z(t) = CIIAF(t) + CPMDF(t) + CSRRF(t) -~ MDF(t)

A MDF(t) & imposta uma restricdo, limites maximo e mini-
mo de produgao, MDF e MDF, respectivamente.

Na forma vetorial o problema toma a seguinte forma:

" TAF ] 0 -1 0o of[1AF] |1 0
. 1 k MDF

SSF| |0 & & SSF| | 0 0
UOF 0 -1 0 olluoF 0 1 || pry
| 7 cy 0 0 off{z | | -¢g g |

0 vetor da equacdo S=c'x a ser minimizada e dado neste

problema por

Cl 0
C2 0
c = c3~ 0
Cu_ 1

porque queremos minimizar apenas uma das variaveils de es-~
tado, 7.

As matrizes A e B sao:

0 -1 0 0O

1 k
A - 0 -§ s O
N 0 -1 0 0
LCI 0 0 O




o
O+ O o

(P s s

0 sistema auxiliar sera dado por:

0 0 O C i 1
1 1| |P1
= ~Alp <
pr AR "1& 0 0 P3
0 0 0 0f [p,
com a condigao de contorno p(T) = -c
~ - —
pq (T) 0]
pz(T) 0
p4(T) 0
T
@4( { -1}

A solugdo deste sistema p=-A'p serd uma combinaddo linear de
. t . Eo

termos do tipo eA Vi , 1=1,2,...,n , onde Véfe um autovetor

de A' e As € o respectivo autovalor.

Vamos agora encontrar os autovalores e autovetores de A

» 0 o0 ¢
1 I
1 =2 1 0
det [-A'- I] = detl %k =
0 -5 A 0
(0 0 0 -}
2
== A(olr-x%]f—x = AQ(AQ—lH -]5)=0A
o o o,
& f’-ﬁj = 13V 100k
- 2 = 20
1 o+ V 1- Ul
A5 R—
o
L= L= V 1-uet
2 - 20 ]

Supomos l<hka
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)3 =0
Ay 0
Os auto vetores V1 e V2 terao a forma
Xt
a.e
i ¢
ble
v, = A i=1,2,
1 Cs e™
i
)_('
dle

No caso dos autovalores repetidos ]3 e lu, os auto velores

correspondentes seraoc dados por

— ]
a3eoe a, (au+b,+’c)e)"t _ u+bu
baeof b, (cu+dut)elaé H+d4

Y3 Tlege | ey Ty e rE 0| Tl e,
ot hf
dge Ldg (g,+ '—Ft) J g’-l+h'-|-

As constantes aj» bi 30 dia i=1,213,4; e €so» fia gi 1=3,4

sdao obtidas por meio da equagao:

-4V, = 0 quando)# Ly (23)
ou - LIV, = V. _, quando lizli—l

Neste exemplo vamos supor que kf>%-, o que faz com que Xl e Xz

sejam complexos conjugados.

Toda vez que isto acontece calcula-

se o autovetor correspondente a um deles e ignora-se o outro.

0 autovetor complexo é desdobrado em dois, um constituido da

parte real e outro constituido da parte imaginaria.

Portanto, vamos escolher A

autovetores.

1+1VEE;;?

2

para gerar dois

Substituindo o V, na equacao (23) obtemos:
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[ - l
W - Cpdy [0]
( . al—(Ql"q)bl + ooy 0
~A"- x =
1DV ~&by = 04 0
- 0
- A4y AT
que nos leva ater dl=0
a, =0
=%
b1¥7% 141
b __ 1+ iVukm—llc
1" 2k 1
cl=~l
_1 + iVuha—l
1 2k
Desse modo é obtido V, de onde tiraremos V1 e V2

- _
0

. — 1+ iV -1'
V = 1+ 1zuka 1 e —I% t

1 + iVuk«—llt

€

(a+ib)t_

Neste ponto usamos a relagao e eat(cos bt + i sen bt),

e entdao V pode ser escrito na forma seguinte:

i : |

%ei/Zx (cosWt- Yukx-1 senWt)+ i(senWt + VEQ::T cosWt)
V o . .
—ei/zq(cosWt + 1 senWt)
N 0 )

2e



De V podemos tirar entao os dois autovetores Vl e V2

0
%ei/ZXCCOSWt - |het=17 senwt)
Vl ) —eX/z*cosWt
0 .
. ]
%ei/zx(senWt + VEE;:? cosWt)
V2 i ~ei/zxsenWt
0 )

Para 13=O o procedimento e normal, e usando (24) encontramos:

a3 1
v. = |3 -
3 03 “l
dj 0
e para Vu:
) ( T
)u(au+b”t = CI gu+hut) 1
(a +b £)~(A -1Y(c, +d £) + e, + £, 4|0
B Py TGRS TR T 4 B =
K = Vg
-a(cu+dut)—)u(eu+fut) -31
—)u(gmhqt) } L0
1 1
gythyt=-g .. g7 g- e hy=0
T T
c, +d =K ol -
Ly k C, TR e du—O
l+a4+b”t = ~(eu+fut) .. au=—eu~l e bu=--f,4

fazendo au=l e bu=l, vamos obter:
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m ~2+t

L
A matriz fundamgﬁ al para a resolucao do sistema au-

xiliar (18) p=A'p é dada por

§= (Vy5V,5V55V,)

e a solucdo de (18) &

o

onde K é um vetor constante que fica determinado a partir das

condigoes de contorno do sistema (18).

“1
Y
k3
Lku_
entao : —
e - r
P k3 + (l_t)kL}
Py %et/QK(cosWt ~Vik —1lsenWt)kl+%et/2%(senWt +
p=%K= =" +Vuk«—llcosWt)k2+ku%
/X L /o _ _
Psy e klcosWt e kzsenWt k3+kqt 2kur
1
P ==k
L Pu] I C u y

Das condigoes de contorno de (18):

p,(T)=-1zz7k, .. k,==C; .. p,(t)=-1

pl(T)=0=k3+(1—T)ku=k3~-(l—T)CI . k3=(l-T)CI

p(t)=(t-T)C;
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Como veremos daqui a pouco, no presente caso s6 te-
mos necessidade de conhecer pl(t) e pq(t). Os valores de pz(t)
e pg(t), ou melhor, suas expressées, se necessario, podem ser
determinadas sem maiores dificuldades.

Agora vamos voltar nossa atengdo para a hamiltonia-

na.
n
H(x,p,u,t) =z piici
: i=1
que neste exemplo toma a forma:
H(IAF,SSF,UOF,7;p;MDF3t) = plIAF + D,SST + pSUéF + pué

Bssa hamiltoniana deve ser maximizada em relagao a MDF. Por-
tanto sO nos interessam os termos que contem MDF, e que no

~ » s » » -
caso sao plIAF e PMZ' Noutras palavras, precilsamos maximizar

H% = p TAF + pZ

Neste ponto ja estd claro o motivo que nos levou a

calcular somente pl(t) e pu(t) em (25).

Continuando
H% = p (£) MDF(£)-SSF(t)] +p, (£) [CLTAF (£)+(C~@ IMDF (£)+
| +C_RRE (1) ]
H% = Cp(t=T)[MDF(£)-SSF(t)] - [C;TAF (£)4C_RRF (£)+
- (CP—CS)MDF(t)]
H% = [CI(t—T)+CS~CP]MDF(t)-(t:T)@ISSF(t)—CIIAF(t)—

—@SRRF(t)

Facamos G(t) CI(t—T)+C ~C
C s "p

e Jt)

entao,

(t—T)CISSF(t)+CIIAF(t)+CSRRF(t)
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H* = G(t)MDF(t) - J(t)

Esta expressao sera maximizada quando:

MDF se G(t)> O

MDF(t) ={ MDF se G(t)XKO0 (26)
indefinido se G(t)=0

Como G(t) & linear, pode-se perceber que s6 assumira
- . ~ . -
o valor zero num unico ponto, e portanto, nao existe ai a
possibilidade de um controle singular.

Vamos examinar com mais cuidadoaa expressao:
H¥**= G(t)MDF(t)

H** deve ser maximizada em cada instante te[b,Tﬂ.

G(t)

CI(t—T)+CS—C
G(t) e uma fungdo linear do tempo e tem derivada

Pode-se perceber entdao que G(t) tem uma das for-
mas da figura abaixo.

positiva

0]
A X 6

A
a) by

&
L'

I

)



E conseqllentemente, conforme (26), MDF(t) tera uma

das formas seguintes:

MDECE) AMDECH AmpEed

b) c)

i
{
|
e e i e B
t

-

A ocorrencia dos casos a, b, ou ¢ depende dos valo-
res dos parametros CI’ CS, CP e T. A inclinacao da reta de-
pende do custo de estoque. Ndo e dificil interpretar a incli-
nacao positiva da curva G(t), que no caso b, por exemplo, faz
comque haja uma troca da taxa de produgao de MDF para MDF .

A producao desejada para o intervalo [O,T] esti entre os valo-
res MDF.T e MDF.T. Entdo € necessario que durante certo tempo
se produza a uma taxa MDF e no restante do tempo a uma taxa
MDF. Se no periodo inicial produzissemos MDF, boa parte dessa
producao iria para o estoque, o que implicaria em custos de
armazenamento. No caso contrario, quando no periodo inicial
se produz a taxa MDF, nao existe tanta produgao para ser es=-
tocada, e conseqllentemente diminue o custo de estoque.F pre-
ciso ficar bem claro que estamos falando do estoque de pro-
dutos acabados e nao de estoque de material necessario a pro-
ducdo. Nesye ltimo caso o resultado ja seria um pouco dife-
rente, pois as despesas com armazenamento de material neces-
sario a produgdo levaria a uma maior taxa de pfodugéo no pe-
riodo inicial.

Quando o custo de producgao, CP, é muito grande em



relacdo aos demais & de se esperar que ocorra O caso a), isto
&, que se produza o minimo possivel.

Quando o custo de ndoc atender a demanda e relativa-
mente grande, é de se esperar que a producao seja grande pa-
ra diminuir o risc0 de nao atendimento de pedidos. Assim, po-

dera ocorrer O caso C).

Segao 3 - Realizacao de uma tarefa com prazo fixo e com res-

tricdes quanto ao valor final das variaveis do sistema.

Em sistemas hierarquizados os periodos de realizacao
de tarefas e os periodos necessarios a tomadas de decisdes
sdo menores nos niveis inferiores. A realizacdo de uma tarefa
por parte de um sub-sistema de um nivel superior implica na
realizacdo de varias tarefas por parte de um sub-sistema de
um nivel inferior. Cada uma dessas tarefas que um sub-siste-
ma de um nivel inferior tem que realizar em geral é do tipo:
alcancar um objetivo durante um tempo bem determinado, sem-
pre otimizando uma performance. E desses problemas que tra-
taremos agora. Em termos de controle, trataremos de proble-
mas de controle otimo com tempo fixo e com condigoes finais
fixas.

Seja G um conjunto fechado e convexo de pontos do
espaco de estados de um sistema, tal que o interior desse
conjunto, G, seja nao vazio. Ex&mplos de conjuntos com in-
terior vazio sdao um ponto ou uma linha no espago de duas di-
mensdes. Um plano & um conjunto com interior vazio no espago
de tres dimensoces.

Nosso problema agora e transferir o sistema do esta-
do XO para o estado xl, xleG. No problema com condicoes fi-
nais livres o conjunto G era todo o espaco. Agora egse con-
junto esta mais restrito. Essa & a diferenca entre o proble-
ma anterior e o atual. Dessas cosideracgoes j4 se pode perce-

ber que e condiigfio do maximo de Pontryagin deve continuar

4?2

“a
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sendo necessaria para o controle ser otimo. O conjunto dos

L 03 . » » - s . .
possiveils pontos finais da trajetoria das variaveis no espa-
co de estados & que esta mails restrito. E isto, por sua vez,
restringe ainda mais o conjunto de controles capazes de serem

Stimos fornecidos pela condigdo do maximo.

4=

Vimos também no problema anterior, com condigoes fi-
nais livres, que o sistema
o H

I.)i’:"g—}*c—; i=1,2,...,n

ficava definido por meio das condigoes finais

p.(T) = 0 i=1,2,...,n~1

Neste ponto adiantamos que a condigao qile restringe
ainda mais o conjunto de controles capazes de serem otimos,
restricdo devida as condigoes finais do problema de controle,
sera dada pelas condigdes de contorno desse sistema auxiliar.
Portanto, devemos procurar a relagdo entre as condigoes de co

contorno e as condigoes finais do problema de controle.

43



Antes de estabelecer essa relacgao vamos esclarecer
mais alguns pontos.

Consideremos a funcional a ser minimizada:

n
S =2 cixi(T)
i=1
definida no conjunto G, isto &, x=(x,,...,x_)eG. Seja G* o
1 n
_sub—conjunto dos pontos, x*=(x§,...,xg), de G onde S atinge

- . —~
o valor minimo. Entao

n n
S* =§Z:;.x$é‘ C.X.
i=1 t ti=n b7
onde x% & um ponto qualquer de G*
X e um ponto qualquer de G
X4

X

Um controle capaz de levar o sistema a um estado

x*eG*, dentro do intervalo [0,T], & &timo porque minimiza a
funcional S. Mas neste caso o problema é degenerado. Se o in-
tervalo [0,T] & tal que o sistema passa de uma maneira &tima
a um estado x€G, e se ainda e possivel, dentro deste mesmo
intervalo, passar a um estado x%€G%, entao o problema se cha-
ma degenerado. Nos problemas degenerados pode-se trocar a re-
gido @ pela regiao G* sem afetar o resultado final do proble-
ma. Noutras palavras, existe tempo suficiente para x atingir
G e ainda sobra tempo para minimizar S dentro de G. Na prati-

ca para verificar se um



45

ca, para verificar se um problema & degenerado ou ndao, compa-
ra-se o tempo T com o tempo minimo necessario para transferir
o sistema do ponto inicial a um ponto x%€G*. Se este tempo
minimo & maior do que T, certamente o problema ndo & degene-
rado.

Pode-se garantir[l6] que num problema ndo degenera-
do, se um controle u(t) & 5timq com respeito a S=dx(T), entao
existe uma fungao vetorial pu(t) tal que u(t) satisfaz a con-
dicdo de maximo com respeito a pU(t).

pg(t) & o valor que assume a variavel auxiliar pi(t)
no instante t, gquando se aplica o controle u(t).

No caso anterior, condigoes finais livres,o vetor
pu(t) estava sujeito a condigdo de contorno pu(T)=-c. Pre-
cisamos formular agora uma condicdo analoga para pu(T) no
caso do problema com condigoes finais fixas. E o que vamos

fazer agora.

1
1o
otima. A parte de G para a qual

Seja xT=(x .,Xi) o ponto final de uma trajetdria

denotaremos por G ; e a parte de G para a qual

n n
E EE 1
:1cixf>' CiXy

i i=1

+

+ - ~ ~
denotaremos por § . G e G sao entao convexos e fechados. E

existe um hiperplano b definido por
n
1y _
;E:Ji(xi—xi) = 0
i=1

- . - +
- que e fronteira comum de G e G . 0 ponto xl que tanto per-

+ — - .
tence a G como a G , pertence tambem a este hiperplano.



D
Xy

Se um conyrole u(t) & otimo, ndo existe controle
admissivel capaz de levar o sistema a um ponto interior de
G no tempo T. Pois em qualquer ponto interior de G~ a fun-
cional S assume um valor menor do que o obtido na otimiza-
cdo. A partir disso e da interpretagdo geomeétrica da condi-"
cdo do maximo pode-se concluig%aue o vetor p(T), no instante
T, & ortogonal a um hiperplano ¢¢ que e suporte do conjunto
G no ponto xl, e deve estar orientado no sentido de G . Hi-
perplano suporte de um conjunto & um hiperplano que contém
pelo menos um ponto do conjunto, e & tal que o conjunto fique
todo de um s6 lado do hiperplano.

Neste ponto e importante recordar que no caso ante-

rior, condigdes finais livres, p(T) tinha a mesma diregao que

%(T) e tinha sentido oposto ao do vetorcc. No presente caso,

a condicdo do maximo no ponto final da trajetoria pode ter

a seguinte interpretacao: para S ser minimizada, no instante

final da trajetéria de x, %X deve ter a melhor direcdo possi-

vel, deve estar orientado na direcgao em que S mais decresce,

portanto, para o interior de G~ e com direcdo ortogonal a um

hiperplano suporte de G no ponto xl (lembre-se Que @~ & con-

vexo).
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Se o hiperplano suporte x for definido por uma equa-

cao do tipo
. n )
E;(x.(x.~x;) =0
Top 1 TiTd

onde os coeficientes()(i sao escolhidos de tal maneira que o

conjunto 6  fique do lado do hiperplano em que
n
E X, (x.-x2)< 0

entao pi(T) o —“i i=1,2,...,n

ou em forma vetorial,
p(T) = -oC
onde dl

o= |X2

On

0 ponto final 6timo pode estar no interior de G ou
na fronteira de G. Nos dois casos a determinacao dos coefi-
cientes di se faz de maneira diferente; embora, na verdade,
o0 primeiro caso seja caso particular do segundo.

No primeiro caso, em que x@eé, os hiperplanos X e J

se confundem, isto &, coincidem.
AX,

¥ X,




Disso se pode concluir que(¥i=bi e que portanto
Pi(T) = —b/i l=l,27,...,1‘1
ou, em forma vetorial,

p(T) = -

onde

1.1
In

J

No segundo caso, em que xl pertence a fronteira de
G, o hiperplano tangente a G  nao fica perfeitamente deter=-

. s 1 -. -
minado, pois x~ ficara situado numa aresta.

X2

Consideremos que passa pelo ponto x* um hiperplano
ﬁ}, suporte do conjunto G. Este hiperplano ficara definido pe-

la equacao:

n
i=1 =
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Pode-se notar que o hiperplano & que & suporte de ¢

deve ficar entre os hiperplanos y ep.

Como @ fica do lado do hiperplano X em que
n _

2 Og(xi—x%)s 0

i=1 +

obtemos a seguinte expressao para os valores dos coeficientes

X,

i

O(i =6/),i+elBi 1=21,2,...,00
onde 0,6 >0

@+é = 1

Seja, por exemplo, o conjunto G definido por

F(x .,xn) <0

1sXns .-
de modo que os pontos de fronteira sao dados por

F(x ..,xn) =0

1°%90-

Se E(xl,x ,xn) é diferenciavel, entdo os coeficientes g ;

EEEE

sao dados por
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sao dados por

ﬁ =9F(Xl,...,X)

3 3%, ST 1=1,2,...,n

Com procedimentos desse tipo podem ficar determina-

das as 2n condigoes de contorno para o sistema:

LA

i T 3 x; v

S 121,2,...,10 (27)
by =7 I

Portanto, resumindo as condigGes de contorno do sis-
tema (27):

n condigoes iniciais x; (0)
n condigbes finais p; (T)

pi(T) sao dadas por:
p;(T) = - Y Quando x(T) G

o5 =0y3+0P;

i

pi(T)

E desse ponto em diante o principio do maximo de
Pontryagin é aplicado da maneira usual, conforme vimos na se-
gao anterior.

Agora vamos apresentar alguns casos particulares de

determinagao das condigoes de contorno.

0 conjunto G geralmente & definido por uma desigual-’
dade do tipo

F(xl,...,xn)fso

Se alguma coordenada X nao participa desta desigualdade, en-

tao o coeficiente correspondenteﬁ;s do hiperplano suporte de



G tem valor zero. Neste caso o conjunto G sera gerado por uma
geratriz paralela ao eixo de coordenada Xg

Em muitos casos de importancia pratica o conjunto
G & contituido de uma linha ou superfigie do espago de esta-
do e conseqlientemente ndo possui pontos interiores. Em par-
ticular, este caso ocorre quando algumas coordenadas sao fi-

xadas para o instante t=T. Por exemplo, quando

xS(T) = x; 85142,...,9 3 q<n (28)
Casos deste tipo sdo resolvidos admitindo-se, na pratica,
uma pequena violacdo da condicdo de G possuir interior nao

vazio. Ou seja:
q L
E_lcxs-x < €° (29)
g=

onde £ >0 & suficientemente pequeno. Essa desigualdade define
um conjunto fechado e convexo que possul pontos interiores.
Satisfazendo-se entdo a condigd@o de G possuir interior nao
vazio. Mas, para £ suficientemente pequeno, o erro introdu-
zido ao utilizarmos a condigdo (29) em vez da condigdo (28)
sera desprezivel. Ja que fizemos uma concessdo que a prati-
ca admite, podemos ir um pouco adiante e usar as condigoes de
contorno (28) nas equagoes (27) para as q variaveis corres-
pondentes. Se a equagdo que determina G nao depende das n-q
variaveis restantes, entaoqu+l=...ﬁ6n=O. E neste caso teri-
amos o seguinte conjunto de condigdes de contorno para o sis-
tema (27): '

condicoes iniciais xi(O) - i=1,2,...,0
condigoes finais XS(T)=xi $21,2,...,9

pi(T)=O i=gq+l,...,n
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Um problema que tambem surge com freqiliencia & aque-

le em gque se quer determinar os controles que otimizam uma

T
S = L(x,u,t)dt
0

onde os valores das coordenadas sao fixos para os instantes
t=0 e t=T:

integral

xi(O) x

(30)

X i=1,2,...,n

Fo bt He ©

Xi(T)

A nova variavel que costumavamos definir usando a fungdo ob-

t
X1 i/z L(x,u,t)dt

nio entra agora na definigao do conjunto G ou do ponto final

jetivo

™ em (30). N3o entra tambem no conjunto de equagoes dife-

renciais que definem o sistema

ki = fi(x,u,t) i=1,2,...,0

e no caso do sistema auxiliar vamos ter o seguinte:

§n+1(t) =0
C17Co*~ =cn=0
Cn+1l T 0
mas pn+1(T) o -1
e portanto
(t) = -1

pn+l

Dai se conclue que o sistema de equagoes (27) toma
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a seguinte forma:

.= 28
Pi

et
(o3

Pn+l: -1

n
H = :E:pifi(x,u,t) - L(x,u,t)

i=1

pois pn+1(t) = -1

kn+1= L{x,u,t)

E as condigoes de contorno:

xi(0>

xi(T)

o= O

. 5N

(31)

Agora vamos apresentar um exemplo para ilustrar a

resolugdo de problemas de controle Otimo com condigdes finais

fixas. Trata-se de um problema de investimento em publicida-

de do mesmo sistema producao-distribuigao do exemplo anterioe.

Maiores detalhes sobre a construcdo do modelo e simulacao des-

te sistema podem ser encontrados na referencia [8]

Por meio de propaganda uma empresa pode exercer in-

fluencia sobre o nimero de pedidos de compras aos retalhis-

tas. Isto é que se pretendeu estudar quando, usando metodos

de Dinamica Industrial, se construiu um modelo do setor de

publicidade do sistema produgdowdistribuigao ja4 mencionado.

0 diagrama do modelo & apresentado na proxima pagina.
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Vamos dar breves explicagoes sobre o diagrama e as
variaveis que nele aparecem. Acompanhe pelo diagrama.
VDF e o fluxo de recursos que é decidido aplicar em publici-
dade. E medido em dinheiro/semana. A decisdo sobre a quantia
a ser investida em publicidade depende de duas constantes,
UPF e AVS, e de uma variavel MAF. UPF e o preco de cada u-

nidade fabricada (dinheiro por unidade). AVS & a constante

de proporcionalidade entre publicidade e vendas (adimensional).

MAF é o fluxo médio de produgdo da fabrica.(unidades/semana).
MAF e

MOF, e fazendo-se a média de cada periodo. A elaboragdo da

obtido computando-se o fluxo de ordens de produgao,

. media demora um certo tempo, que é caracterizado pela cons-

tante de tempo DMS. (semanas).

Uma vez feita a decisdo de investimento, a aplicacdo do di-
nheiro, VCF, & autorizada com um certo atraso de tempo, de
terceira ordem. VCF & medida em dinheiro/semana; e o atraso

é caracterizado pela constante de tempo DVF (semanas).

A aplicagao do dmnheiro gera um fluxo de propaganda apresen-
tada ao consumidor, VMC. VMC e medida em dinheiro por semana
e estd sempre atrasada da dinheiro aplicado por um atraso de

terceira ordem de constante de tempo DVA (semanas).

0 consumidor demora um certo tempo para tomar conhecimento da
propaganda apresetada. Essa demora & caracterizada pela cons-
tante de tempo DVC (semanas). A propaganda daqual o consumi-

dor toma conhecimento tambem e& medida em dinheiro/semana.

A tomada de conhecimento da propaganda vai influir, com um
certo atraso, no fluxo de pedados de compra aosretalhistas,
RRR (unidades/semana). O atraso de tempo € caracterizado pe-
la constante DPC (semanas). DPC depende de tres contantes,
ASL, DSV e DZV. ASL é o limite de saturacao da propaganda (di-
nheiro/semana). DSV é a contante de tempo de compra com satu-
racdo de propaganda, e DZV & a constante de tempo. para com-

pra na ausencia de propaganda.
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0 fluxo de pedidos de compra recebidos pelos retalhistas de-
pende da atencdo dada a propaganda, com o atraso ja menciona-
do, depende também do numero de compradores potenciais, PPC,
e depende dos pedidos de compra completamente indepehdentes
da influencia da propaganda, NPR. RRR e medido em unidades/
semana, PPC é medido em unidades, e NPR & medido em unidades/

semand.

A seguir damos as expressoes formais das relagoes
entre as variaveis do sistema que tentamos explicar acima.
Nas expressoes que seguem, J,K e L sao instantes de tempo,
JK é o intervalo de tempo entre os instantes JeK , e KL e o

intervalo de tempo entre os instantes K e L.

VDF (KL) = (MAF (K) ) (UPF) (AVS)

MAF (K)#MAF(J) + (DT/DMS)(MOF (JK)-MAF(J))
VCF (KL) =DELAY3 (VDF (JK) ,DVF)

VMC (KL) =DELAY 3 (VCF (JK) ,DVA)
VAC(K)=VAC(J) + (DT/DVC)(VMC(JK)-VAC(J))
DPC(K)=DSV + (DZV-DSV)e (- VAC(K)/ASL)
RRR(KL) = (PPC(K)/DPC(K)) (1+NPR(K))
PPC(K)=PPC(J) + (DT)(CMP-RRR(JK))

Em tempo, CMP & uma constante que indica o numero
médio de pessoas que durante um periodo passam a fazer parte

do mercado potencial.

0 que apresentamos fol um modelo bem realista da par-
te relacionada coma publicidade do sistema producao-distribui-
cdo. 0s resultados da simulagao deste modelo podem ser vistos
na referéncial8] . Para ilustrar a aplicacdo de controle -
timo, nosso exemplo sera uma aphplificagcao deste modelo. O
modelo simplificado que usaremos, em termos de Dinamica In-

dustrial, tem o diagrama da proxima pagina.
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Como se ve, a simplificag3o feita e grande. Foram
eliminadas as variaveis auxiliares e o processo intermedia-
rio VCF. Porém a alteracdo fundamental esta em VDF, a deci-
sdo sobre o investimento, que no momento ainda nd3o esta de-
pendendo de - nenhum ‘parametro ou variavel, fluxo ou nivel.
Justamente VDF sera nessa varlavel de controle, que podera s
ser escolhida arbitrariamente dentro de um conjuntomde con-
troles viaveis. Vamos aproveitar esta liberdade para escolher
VDF de tal maneira que seja otimizada uma fungdo critério.
Noutras palavras poderiamos dizer que vamos aproveitar o fato
de VDF ndo estar ligado a nenhum fluxo ou nivel para, nos
mesmosﬁ}igénlo de tal maneira que seja otimizada uma fungao
criterio.

Antes de continuar vamos apresentar melhor nosso sis-

tema.

A propaganda apresentada ao consumidor no instante
t, VMC(t), esta relacionada com o investimento que se decide
fazer, VDF(t), por meio de uma relacao que leva em conta um
atraso exponencial de constante de tempoX :

7

vMC (t) =}r k. VDF(t-%)e d¢ + VMC(0)
0

1

Convem comparar essa relacadao com aquela que liga estas mes-
mas varaveis no modelo original para se notar a extensdo da
simplificacao. 0 atraso 14 era de terceira ordem, enquanto
aqui foi simplificado para primeira ordem. O modelo aqui
& expresso de forma continua, enquanto 1la era de forma dis-
creta, para ser tratado em computador digital.

A relacao que acabamos de apresentar pode ser trans-
formada em equacdo diferencial. Usando transformada de La-

place:

: - k-
VMC(s) = VDF(s) T



























































































































































