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RESUMO

Foi estudado neste trabalho um método de reso-
lugao para programas mistos, que contem poucas varidveis in-
teiras em niveis pequenos, idealizado por Norman J. Driebeek.
As publicagoes referentes ao mé&todo séq poucas e procurou—sé
tornar o método mais compreensivel sob o ponto de vista dida-
tico. O trabalho estd dividido em trés partes contendo ainda
um apéndice que reune dois programas para os exemplos escolhidos. -
Na primeira parte & feito um estudo sbbre os méetodos em pro-
gramagao inteira-mista; a segunda compoe-se da construgao do
Método de Driebeek, que tem a particularidade de limitar o
espago solugao viavel a umvsimples ponto inteiro, sequido de
dois exemplos de aplicagao; a terceira trata de estudar o mé
todo de Driebeek segundo Stanley Zionts com uma comparagao

sobre o artigo original de Driebeek.
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" ABSTRACT

This work presents a.method due to Norman J.
Driebeek for solving mixed programming problems containing
few integer variables on small levels. References to this
method are scarce and We;tried to make the presentation from
a didactical viewpoint. This work is devided into three
'parts, plus an appendice containing two programs for.the given
examples. The first part contains a study about mixed and
integer-programming methods; the second part presents the
Driebeek method, which limits the set of possible solutions
to a single (integer) point, two examples are given; the
third part studies the Driebeek method according to Stanley

Ziohts making a comparison with the original paper of Driebeek.
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CAPITULO I

INTRODUCAQ

Os problemas envolvendo. variaveis do tipo 0-1 e
varidveis inteiras tém sido amplamente examinados por varios
métodos em programacao linear inteira; as idéias basicas de al
guns desses métodos serao descritas a seguir.

Os mé&todos de programagao inteira sao classifi-

cados em:
- Metodos de Corte

- Métodos de Enumeracgao Implicita

- Método de Branch and Bound

1.1.~- Metoedos de Corte

1.1.1. - Algoritmo fraciondrio para programacdo inteira

Bste algoritmo & baseado no artigo de Gomory,
|*| "An algorithm for integer solutions to linear Programming"
- Princeton - IBM - November 1958. O problema linear & resol-
vide seja pelo primal, pelo dual ou pelo primal-dual. Se o
problema tem.solugao finita, a coluna zero do quadro Otimo nos

fornece gio > 0. Se todos osEio forem inteiros, entao as so-



Vlugaes do problema linear e do problema linear inteiro coin-
cidem. Se ocorre que um certo Eio £ zt u{o0} (ZT € o conjun-
to dos inteiros positivos), uma restricdo & adicionada (Cor-
te de Gomory) provocando uma inviabilidade no primal do qua-
dro otimo. Esta enviabilidade & removida usando o método do
dual do simplex e este procedimento & repetido até que tenha
mos todos os gio > 0 inteiros. Cada restrigao adicional (cor
te) transforma o quadro primal vidvel em primal ndo viavel,
e significa que a solucao vigente representa um vértice do
poliedro de solugdes nao satisfazendo a restrigdo adicional
Se a restrigao nao suprime nenhuma solugdo inteira vidvel, &
de se esperar que apds. um certo nimero de cortes, se tenha
uma solugao inteira otima. A prova de convergéncia & feita
supondo-se um limite inferior para a,, 1O caso de maximiza-
gao. e que apds um certo niimero finito de iteracgdes, todos os
componentes da coluna zero do quadro, tornam-se inteiros nao

negatives, ou que nao hd solugdo viavel.

1.1.2.- Algoritmo (Dual) Totalmente Inteiro

°

Este algoritmo & baseado no artigo de Gomory,
|°| All - Integer Integer Programming Algorithm" - IBM -
Research Center Report - RC.- 189 - January 1960.

O método simplex dual lexicografico & usado e
a partir de qualquer linha primal inviavel & geradobum corte,

cuja restricao & adicionada no final do quadro. Apds adicio



nar esta restrigao, e mediante certos crit@rios de escolha,
teremos obtido um-piv6’igua1 a -1, e este se encontra na me-
nor coluna no sentidO'lexicogréfico. A escolha desse pivd
faz com que o quadro seja sempre dual viadvel e ao mesmo tem-
po da o maior decréscimo na coluna de Indice zero do quadro.
A prova da convergencia deste algoritmo & fei
ta por absurdo, partindo das hipdoteses de que a & limitado

(o]0

inferiormente e de que o algoritmo nao & finito.

1.1.3.- Algoritmo (Primal) Totalmente Inteiro

fste algoritmo & baseado no artigo de R. D.
\Young, |12] "A simplified Primal (All-Integer) Integer
Programming Algorithm" - J.ORSA, 16(4) (July - August 1968).
Sua caracteristica & em cada etapa obter uma solugdo ndo pior
que a anterior e tem uma grande vantagem sobre outros mé&todos
gue & a possibilidade de interromper os cdlculos ao final de
‘qualquef etapa, antes de atingir a sOlugao otima, conseguin-
do assim uma solugao. "boa" viavel para o problema, a qual se
ra tanto melhor quanto maior for o nimero de efapas, desde.
que ngo haja degenerescéncia.

A alteracao essenciai consiste na geragao de
um corte de Gomory a partir da linha natural do pifé, provo-
cando com isto um pivd efetivo cujo'valor € igual a 1 e que

garante a primal viabilidade apbs o pivoteamento.



Tendo em vista o fato de poder ocorrer degene
rescéncia, i.e, o fendmeno de ciclagem, a prova devconvergég
cia deste algoritmo & feita mediante certas modificacgOes ne-
cessarias, e estas fazem com que o fendmeno de ciclagem per-
sista por um certo nimero finito de iteracoes. Estas modifi

cagoes, propostas por GLOVER, podem ser encontradas em:

1. INTEGER PROGRAMMING AND NETWORK FLOWS
T.C.HU - PG.292/310
2. LINEAR AND INTEGER PROGRAMMING

S.ZIONTS - PG.353

1.2.- Métodos de Enumeracao Implicita

1.2.1.- Método de Enumeracao Implicita de Balés

O principio de enumeracgao implicita & o desen
volvimento em forma de arborescéncia. tal que para um PPL com
n variaveis do tipo 0-1 se garanta a enumeracao de todas as
2" solugoes do PPL de maneira implicita. A idéia do algorit
mo de Balas & partir de uma solugao 8o viavel, introduzindo
uma regra de parada e uma regra de retorno a enumerac¢ao, de-
senvolvendo descendentes de 60. Para cada solugao examinada

‘estarad associado um valor Zs da fungao objetivo associado

ol

a melhor solugdo vidvel encontrada anteriormente & solugdo

examinada. - Se até o momento de examinar uma certa solugao,



nao tiver aparecido uma solugao vidvel entdo Esol =+ ., ca

so de minimizagao. (se maximizagao ZSOl

=—oo)
Parada

Parar—-se-a em uma solugao.dp, i.e, nao serao

examinados seus descendentes se:

’

a) 6p € uma solugao viavel

b) N
) p

dices que ndo pertencem a Jp (conj. dos indi-

g , onde Np é a uniao do cohjuntotka;g

ces das variaveis xj=l) e J,

¢) Quando Np # @ , por@m, niao existe nenhuma
combinagao dos Xy j e.Np ; que dé uma so-

lucao descendente viavel.

O reterno a enumeragao & feite da .seguinte forma:

Atingida uﬁa.solugéo do problema, consideram-
se todas as solugoes que pertencem ao caminho, desde a solu-
cao de partida até i solugdo atingida, classificando-as em
ordem decrescente. Encontrada uma outra soiugao no caminho,
aplicam-se as regras da solugao descendente, que serd gerada
mediante certos critérios de geragao e as.regraé de parada
dadas anteriormente.

Quando todas as solugoes nao puderem mais ge-

rar descendentes, entdao o processo para. Se ZSol = + ®© en-

tao o problema ndo tem solugdo vidvel; se Esol for finito a



solugao associada a Z,,1 Serad a solugao Stima.

1.2.2.- Método de DRIEBEEK |?|

"Este método foi apresentado por Normam J. Drie
beek na revista Management Secience - Vol. 12 - NQ 7 - March
1966 e foi desenvolvido essencialmente para problemas de pro
gramacdao que continham um grande nimero de variaveis continuas
bem como algumas varidveis com valores discretos. Primeira-
mente & resolvido o problema linear n3o inteiro, subsequente
mente uma pesquisa para'a solugao &tima inteira & feita to-
mando por base mudangas no valor da fungao objetivo, pela ati
vagao de restrigoes inteiras do problema.

O método se baseia na penalizac3o das variave-
is que assumem valores discretos,; examinando-se uma possivel
solugao de acdrdo com o. exame de uma tabela de penalidades a
ser formada mediante certos critérios. Tanto o método sim-
plex, quanto o dual do simplex sdo usados e a esséncia esti
na medificagao da.coluna zero.do quadro otimo. pelo uso da ma-
triz inversa do simplex, fazendo com que o quadro otimo que &
primal viavel, passe & condigdo de primal nao vidvel. Esta
inviabilidade & removida pelo dual do simplex.

O algoritmo termina quando tpdas as solucoes
- provaveis tiverem sido examinadas e a selugéb inteira mista

&:a melhor solugao encontrada .antes da parada. Mais adiante



sera mostrado detalhadamente o mé&todo, que & o objetivo deste

trabalho.

1.3.- Método de "Branch-and-Bound"

O principio do "Branch-and-Bound" ganhou impul
éo em 1960 por A. H. LAND.e A. G. DOIG em seu artigo "An
Automatic Method of Solving Discrete. Programming Problems" -
Econometrica;, 28, pgs.497-520, 1960.

O método requer o uso do simplex e tanto pode
resolver um problema inteiro-misto.como um problema totalmen
te inteiro. Achada uma solugéoﬂxk nao inteira, um corte @&

realizado da seguinte forma:

X 2 C xkjl
k;[yk]"'l

(ol
24

Cada desigualdade acima da . origem a uma nova
resfrigéé e um novo . preblema pode ser resolvido tomando as
restrigoes do problema original e a restrigfo origindria do
corte realizado.. Este procedimento pode ser repetido até que
tenhamos a solugao inteira desejada. A lista de solugdes ob-
tidas pode ser esquematizada por meio de uma arvore binaria,
sendo a raiz da arvore a solucao ndo inteira, observe-se que

para cada corte realizado, dois novos problemas devem ser re



solvidos.
A fim de alcangar a solugao desejada, & possi
vel aplicar conhecimentos de programa¢ao heuristica a este

‘método.

1.4.- SITUACAO DO ALGORITMO DE DRIEBEEK

"Um algoritmo para a solugdo de problemas de

programacao inteira-mista".

Na construgao de modelos de programacao line-
ar, aparece frequentemente a necessidade de se restringir al
gumas varidveis a valores inteiros.

Tais restrigoes podem ser motivadas pela natu
reza do problema: por exemplo, o'ﬁﬁmero de avides voando en-
tre dois aeroportos ou a construgao de uma estrutura com um
nimero discreto de lajes. Por outro lado, as restrigoes in-
teiras sao valiosas quando usadas em combinagOes com um gru-
po de aproximagoes lineares para descrever curvas nao conve-
xas. Este Qiltimo éspecto foi o movimento inicial para pes-
guisa em direcao aos mé@todos para resolucao de problemas de
programacao inteira-mista.

G. B. Dantzig,|']| em seu artigo "On the
Significance of Solving Linear Programming Problems with some

Integer Variables" - Econometrica, 28, N° 1, January 1960,



pp.30-40, descreveu a necessidade de resolver problemas de
pfogramagéo linear.com algumasvvariéveis inteiras. Dantzig
aponta que histOricamente, problemas nao lineares nao conve-
x0s tem sido dificies de serem resolvidos. Quando variaveis
inteiras assumem valores elevados em.uma solugdo Stima conti-
nua viadvel, o estudo da vizinhanga dessas variaveis nos permi
te aproximar os resultados, algumas .vézes de maneira aceita-
vel, embora nada garanta a obtengao de uma solucao 6tima in-
teira neste local.

Quando as variaveis inteiras tem limites supe-
riores pequenos (digamos;5.ou-mehos); estudar a vizinhanca da
solucdo para o mais prdximo valor inteiro nao produzira, co--
mumente uma solugao viivel aceitdvel. A determinagdo de uma
solugao otima global inteira-mista & dificil e esta dificul-
dade aumenta com o nimero de variéveis inteiras contidas no
prleema, tanto mais se sdo requeridas muitas variaveis intei
ras.

0 algoritmo’' de Normam J. Driebeek & formulado
especificamente para resolver grandes problemas de progfama—
¢ao linear gue contenham poucas varidveis inteiras em niveis
baixos. |

As principais virtudes deste algoritmo sao:

a) Convergéndiaigarantida para a solucao Gtima
globél inteira-mista desde que exista.

b) Insensibilidade a degeneracao e a erros de
arredondaﬁento, porque solucgOes diversas
sao todas encontradas a partir de uma solu-

cao otima continua vidvel, ndo restringida
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a valores inteiros.

No algoritmo, as variaveis inteiras sdo inici
almente descritas como uma soma de variaveis continuas, cada
qual com cota superior igual a 1. Adicionam-se variaveis de
folga para complementar estas variaveis continuas 0-1 e ob
tém-se uma solucao para um programa:linear comum. Faz-se a
seguir uma andlise de sensibilidade sobre cada wvariidvel in-
teira restringida. Os resultados da analise de sensibilida-
de sao usados para construir uma tabela de penalidades, as
quais sao indicativas de uma redugdao no valor do funcional
linear, quando o espago solugao vidvel & reduzido. para varios
niveis inteiros.

A matriz original & construida de uma maneira
especifica, de modo que as solugbes inteiras podem ser defi-
nidas atraves da introdugao de um vetor b no quadro da solu
gao oStima continua. (coluna Z do quadro otimo). Solugdes in
teiras validas sao obtidas pelo dual do simplex aqui aplica-
do algumas vézes.

Uma escolha para a solugdo Otima inteira-mista
é feita tomando-se por base a tabela.de penalidades. Apds uma
solugao Otima ter sido obtida, a escolha para a solugdo o6ti-
ma intéira—mista & restringida para somente aquelas solugoes
inteiraé cujas penalidades minimas combinadas sao menores que
a diferenga entre o valor da fungao objetivo no quadro Stimo
continuo e a mais recente solugdo inteira-mista valida.

| A busca para a solugao otima inteira-mista &
realizada efetuando-se cortes no quadro 6timo continuo do

simplex, que obrigam ao problema admitir uma solucao inteira-
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mista. Desta forma nao s3o constituidos erros de arredohdg
mento durante a pesquisa para uma solugao inteira-mista. Por
outro lado, o algoritmo completa a pesquisa usando os custos
das variaveis basicas na solugao otima continua.

Durante uma solugao-teste, os niveis efetivos
que as varidveis inteiras assumem nao. saoc considerados. Por
causa disso, o algoritmo & altamente. insensivel a alguns er-
ros de arredondamento que porventura\possamrocorrer. A pes-
quisa para a solugao Otima inteira-mista & completada pelo
método dual do simplex.. Uma varidvel que assume o nivel 0-0
'nao sera removida .para a base pelo;dual do simplex. Uma so-
lugdo que contenha uma ou mais varifdveis no nivel 0-0 & uma
solucao degenerada.. O uso do algoritmo dual do simplex para
problemas,de.programagéo inteira~mista (Gomory) efetivamente
causa dificuldades de convergéncia, pois éste método 55 ga-
rante a convergéncia quando a solucdo Stima da funcdo obje-

to for inteira.
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CAPITULO II

CONSTRUGCAO DO ALGORITMO DE DRIEBEEK

Como foi visto anteriormente, este algoritmo
tem a particularidade de envolver poucas varidveis inteiras,
cada uma delas sendo expressa como soma de um conjunto de va

riaveis definidas em‘@,lj.

2.1.- Generalidades sobre o método simplex

Consideremos o PPL abaixo:

que também pode ser escrito como:
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min x
o)
X =-—¢cx =D
~~ o]
s.a 6 4+ Ax =Db
x >0

Por outro lado, podemos escrever o sistema

acima como:

A% = 5
o = T = w) ! = 1
onde: A (aij)mxn r X (xo, x) b (bo, b) ~
. 1 -C
A= -
0 A

Considerando Ax = b , seja B uma matriz qua-
drada associada d solugao bisica de Ax = b formada por m co-

lunas de A. Seja Xy O vetor das variaveis basicas e Cg © ve

tor custo associado a x

B* Escolhamos (xo,.x ) ! para repre-

~B
sentar as variaveis basicas, entdo a matriz B formada  por

(m+1l) colunas de A sera:

B = ~B

(@
w
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Como Det B # 0 entao Det B # 0 e entao temos:

1 ¢zt
-1 ~B
gL =
o BL
e para resolver AX = b fazemos:
st az =815
1 1 Bt 1 -C
87l a = . -
6 B 6 A
N 1 cBela-c
57! 2= e
6 B A
-1

B_-1 _ _ » .
C'B "A-C (zl Cl,z2 C2,...,zn Cn) pois
B ————
C Zj = zj r J = 1,n
Assim,
1 zl-Cl 22—C2 cesssaas zn-Cn
87t A=
9 z]- ¥2 s & 0 & ¢ o v v O o0 Zn
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Por outro lado,

[==)
0O
v
o
o
4+
0
o
UU|
|_I
o

_l _
B § - fl

t
w
1o’
w
1
=
(o)

e definihdo

-1 —

B = X (valores assumidos pelas varidveis basicas)

o

b, gBB-lE = Eé(valor= assumidos pela fungdo obje-

-

tivo)

o PPL pode ser escrito:

n
X + (z.-C.)x.
.0 jzl J 3 J

%1

~113

X, X
j_—_l XJ J "'B'

A matriz 81 dada acima & usada no algoritmo
de Driebeek como no simplex, para colocar o quadro em dia

quando modificagoes, tais como a introdugao de uma nova res-

tricao, sao realizadas

2.2.- Vamos considerar uma aplicacdo na resolugao de Ak = B

Exemplo:

Consideremos o PPL



por:

J B
s.a X,

: \\ %
{{0 -

LR
i

X X
(%1

16

Min x0 = xl + x2 + x3
- x4 - 2x6 =5
+ 2x4 - 3x5 + x6 = 3
x3 + 2x4'— 5x5 + 6x6 =5
Jio r J=1,6
X T X, - X4
xl —'x4 —2x6
x2 +2x4 - 3x5 + x6
x3 +2x4 - 5x5 +6x6
1 -1 -1 -1 0 0 0
0 1 0 0 -1 0 =2
0 0 1 0 2 =3 1
0 0 0 1 2 =5 6
Xp = (xl, Xor x3) I 0
B=}0 1
Cg = (1, 1, 1) |00
As varidveis badsicas de A% = d sao

representadas
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- _
1 -1 -1 -1
0
s=| © + 0 ; det B =1
o o0 1 0
o o o 1
_ _
1 0o 0o o
-1 1 0o 0
8l=
1 0 1 0
0 01
101 1 1
o 1 0o 0
8C-p"1-
o o 1 0
o o o 1
CBB‘l = (1, 1, 1)ri o 1= (1, 1, 1)
o 1 o0
0 o 1
A—l — l
1 SBB
o BT

Multiplicando ambos os membros da igualdade

Ax = b por 871 vem:
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g~1a =
0O 0 1 o 0 0 1 0 2 -3
0O 0 0 1 0 0 0 1 2 -5
1 0 0 0 3 -8 -5

1 0o 1 0 0 -1 o0 =2

g ia =

Evidentemente B TA = A

(L,1,1)| © 1 0 2 =3 1

o
o
>

I

¢’ *a = (1,1,1,3,-8,5)

Fsla - c= 1,1,1,3,-8,5 - (1,1,1,0,0,0)
c®sta - ¢ = (0,0,0,3,-8,5)
Portanto _

l_ zl—cl 22~02 ........
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po— — - r —
1 1 1 1 0 13
1 o 1 0 o0 5 5
B .b= -
- 0 0 1 0 3 3
0 0 0 1 5 5
15
-1

w
1o
1l
Lo
]
w

5

Fe ™l = (1,1,1)] 3 [=13
5

b+ C°B ' =0+ 13 =13

Portanto o sistema poderd ser escrito como:

6
x + Z.=-C.)X, X
o jzl ( S I R o
6
) X
. . X ~B
j=1 £3%5

e X sao os valores assumidos pelas varidveis basicas
_' - ) . ~ » v
(x_,. = (5,3;5)), xO € o valor assumido pela funcao objetivo

a

(Eo = 13)
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2.3.- Desenvolvimento do algoritmo de Driebeek

Consideremos agora que no PPL uma varidvel xj

deva ser inteira, de modo que x.j < Bj onde Bj & um inteiro

positivo.
;j 8 j 1
X, = - . = n
. K1 jk r ] r
0 < ‘Sjk <1
1> 86 S. ceeeas > >0
~ j1 — "j2 — — 633 -

A relacao de desigualdade acima & equivalente

as restrigoes:

Introduzindo varidveis de folga em (1) vem:
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j = 1,n o (2)

Mostraremos que o sistema primitivo contém
n
) (B.+l) restrigdes. Suponhamos Xyr Roreeer X variaveis
=1 J ‘
inteiras e Bj = 5 um limite superior

Xp = 839 F 8y F 8yg + 8y + Syg
Xy = 851 F 8yp 853 + 85y + 8¢
xn = Snl + 6n2 + 6n3 + 6n4 + §n5
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|....|
| v
(o2

28, 2 8., >8,, >8>0

S

|_I
v

g1 2 85y 28

(3)

1>68 >8>

ni n2 n3

Considerando a la. desigualdade de (3) vem:

011 =4
811 * 81520
T 812 ¥ 65320
T 813 T84 20
T 0g t 8520
- 85 <0

Para (3) correspondente a x, temos (Bj+l) = 6

1
restrigbes. Como o sistema primitivo tem n variadveis, entdo

o total de restrigoes &

% (B.+1)
j=1

Seja b o vetof definido pelos t&rmos indepen-

dentes de (2); entao passando a forma de éuadro vem:
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noxH.ha no.ﬁ

0) BUWIOI BP 2 q

Cyc
.H. . & e e o o HI- O ® o 80 0o o O O 6
Hlﬂmm
O l—”. * o O o H HI . o & 8 0o 9 \O O O .a
i 1] [ ] ] 1 [] i “
i o o .= 1 1 [ 1 R 1 13 i
i 1 1 1 1 1 1 [} ”
] [} i [ ] i [ 1 1
¢t
O LN ) ll_”‘ O O o O ® o 0o 8 0 H Hl. O 6
TC
0 ° *c T 0 0 0 ettt 0 T T- 0
of
O o o Y O |_” O O ® o e v o O o n_” a
c. vt 0 1 R SoN S A A B
g C C “gC gL T C C ~
gf ceeena Tt o;n_V m.@ m.@ 1! N.@ .H.@ q
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As linhas de restrigOes associadas com as vari
aveis de folga ;4 na solugao inicial sdao consideradas como
restrigoes inteiras ndo ativadas; porém estas poderdo ser ati
vadas apds a obtengdo da solugado dtima continua pela subtra-
¢ao do vetor Ab do vetor b.

Cada linha associada com uma varidvel de folga
inteira, pode ser usada como possivel limite do espago solu-
¢cao, para um dado inteiro desde 0 até n.

Este vetor Ab em combinagao com a matriz B_l
é usado por Driebeek para provocar uma mudancga do Quadro oti-
mo primal viavel em primal nao vidvel com o propdsito de che-
T =

gar a solugao.

Quando ativamos o 29 membro de (2) por_Api=

o BT 2 RS

k)

i=20, Bj vemos que xj toma o valor i para toda solugao de

(2)
De fato, se o 29 membro de (2) for escrito co-
mo
-~ - - - _ -
1 1 0
b - A-O =1 0 -1 O =| 0 temos:
- T ] L
] ] ]
1 1 T
LO 0 LO
+ + + aee. + = 0
ujo ajl ajz uJBj
- ajk’_ 0 , 0<k < Bj
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entao §..= 8.n = vu.. = 6. =0 + x, =0

- - - -
1 0 1
P - Abl.= o | - 1 = -1 temos:
0 0 0
1 ] ]
1 ] 1
] 1] L
_.O_ i 0J i O=
& + —
6jl ajO 1
—6jl + 632 + ajl = =1
{ =64y * b3 Oy, =0
- 6.8, + o =0
K JBJ Bj
aj0~+ ajl + te.. F ajB- =0
J
e ajk =0, 0<k< Bj
. entao §.. =1 8. = 6.5, = veu. = 8, =0
" jl ¢ %32 j3 _ 3By
%
Como x, = ) S %y =1
k=1 J J

Observamos que quando fazemos b - A?l’ comecga

mos a resolver o sistema acima pela segunda equagao e os ou-
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tros 6§,

3k = 1 se 'k < 1l e 0sek > 1.

Concluimos entao que se o 29 membro de (2) for

ativado por':Aﬂv_bi teremos:

Jk {

Portanto xj = 1.

Quando .a matriz & construida pela‘maneira'des—
crita no quadro, a introdugéo do vetor Qp reduz o valor da
fungao objetivoApara um 6timo continuo (b0 cont) de I.Ab, on-
de I & o dual associado & matriz B_l'correspondente a base de
vetores da solugdo Otima continua. Ab & o vetor paramétrico
" usado para limitar o espago.solugao vidvel e representa  um
decréscimo no walor da fungdo objetivo quande as restrigSesv
adicionais s@o ativadas. A introdugdo do vetor Ab pode pro-
duzir algumas inviabiiidades, que podem ser eliminadas usan-
do o critério.de pivoteamento do dual do simplex.

Nao se pode:.estar certo da introdugdo de invi-
'abilidades,.mas,saberse que a.variagéo:@.ép sera inéorrida, a
esta variagao. chamamos penalidade minima ou penalidade verda-
deira.

Quando ‘ocorre inviabilidade por I.Ab , a pena-
lidade verdadeira & incorrida e o espaco solugae do problema

em relagao ds varidveis inteiras & reduzido para um simples
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ponto inteiro. Neste ponto, nota-se que na multiplicagao
I.Ab , a penalidade verdadeira (minima) & a soma dos custos
reduzidos dosraij que estao associados com as restrigoes in-
teiras ativadas.

.Por exemplo:

%10 %11 %12 %20 %21 %22

(L.; 1.5; 2.; 1.6; 2.4; 3.2)

w0

(0]

=
i

OFOMFHOCO

I.Ab = 2. + 2.4 = 4.4 , que representa a pena-
lidade minima para fazer a primeira variavel inteira igual a
2 e a 2a. variavel inteira igﬁal al. bbservemos que cada va
ridvel inteira & soma de um conjunto de varidveis binarias nos
niveis 0,1,2, e no .caso do ekemplo acima o nivel escolhido pa-
ra limitar o espago solugao foi o nivel (2,1).

Quando uma variavel de folga estd na base, sua
penalidade verdadeira € zero. (pois o custo da variavel dual &
zero), em caso contrério o valor da penalidade verdadeira & o
12 © %1

Cabe perguntar como se poderd ativar uma restri

valor da variavel dual como no caso de o

gao se uma varidvel de folga estd na base (i.e, o custo da va

riavel dual & zero). Isto poderd ser feito estimando-se aque

la penalidade verdadeira (minima) por uma pseudo-penalidade.
Suponhamos que a varidvel de folga aij esteja

na base Otima, .entao seu nivel a;j (valor obtido no guadro da
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solugao Otima) pode satisfazer a 0 < dij < 1. Desde que seja
subtraido o vetor Apjcom Abi = 1 e examinando a solugao para

este problema modificado, associado com a base Otima do nosso
problema original, podemos encontrar uma;nova variavel aij cu

jo valor é&:

V=%, -1
1] 1]
entao -1 <a'. <0

e a relagao acima nos mostra que podemos provocar inviabilida
de, i.e, o quadro Otimo que & primal vidvel, passa a condigao
de primal nao viavel. Exceto no caso em que uij = 0, uma in-
viabilidade & introduzida e pode ser eliminada pelo algoritmo

dual do simplex; sua eliminacdo reduz o valor da funcao obje-

tivo no minimo de:

a

% . - - . Ok =_ 7 *
(ocij 1). max {—-—-—-—a | kx=1,n , g < 0} (*)
Rk ,
onde A = (ajk) € a matriz do otimo continuo,'aOk o custo redu

zido da k-&sima variadvel da solugao Otima continua e R o indi
ce da mesma linha ocupada por uij na.base do &6timo coptinuo.
A relagao (*) & chamada.pseudo-penalidade associada com a res
trigao do %y 4 original.

Entéo para cada varidvel de folga aij original,
temos associado uma penalidade verdadeira e uma pseudo-penali
dade. Estas penalidades representam a redﬁgao no valor da
fungdo objetivo, quando o espago solugao & reduzido para um

nivel de varidvel inteira correspondente. Se queremos pesqui
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sar um ponto inteiro especifico como Otimo de um problema in-

teiro-misto, sabemos que estamos ao menos incorrendo em:

i) soma das penalidades verdadeiras associadas
com agquela solugao

ii) a maior das peseudo-penalidades

Quando o primal & inviavel, pela ativacao de
uma restricao inteira, esta viabilidade sendo removida por uma
transformacao da base otima continua pelo método dual do sim-
plex, causa uma redugao imediata no valor da funcao objetivo
e esta redugao & no minimo igual 3 pseudo-penalidade associa-
da com a variavel que estad sendo removida para a base. No al
goritmo dual do simplex, a variavel a deixar a base & escolhi
da por diferentes crité@rios; no algoritmo dual convencional,a

variavel a deixar a base & selecionada por
min {b, | b, < 0}
i i

Um critério diferente & a selagao do pivo mos-
trado em (*), o qual & equivalente a escolher o decré@scimo to
tal no valor da fungao objetivo, quando uma varidvel especi-
ficada é removida para a base. A selecao da variévelfa dei-
xar a base & feita de modo que se consiga a maior degradagao

(redugao mdxima) no valor da funcgao objetivo.
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2.4.~ EXPLORACAO DE ESTRATEGIAS

A politica de enumeracao das possiveis solugoes
inteiras do problema & chamada estratégia. A cada possivel so
lugao estd associada uma funcao de custo. Seja p, © custo as-
sociado ao desenvolvimento de uma possivel solugcao S onde S e
uma -combinagao dos valores de Xj admissiveis. A escolha- de

P sera feita de acdrdo com.o seguinte critério:

min E) = max {% p! , max p'.'}_
S J : J(_
onde p% é a penélidade verdadeira e pg € a pseudo-penalidade.
Convém observar que as penalidades verdadeiras
sdo aditivas. No caso de termos dois niveis 0 e 1 para as va
ridveis bindrias que compoem o problema,. podemos definir o
conjunto de solugoes S a sereﬁ exploradas, pelas possiveis com

binacoes dos niveis 0 e 1, i.e, S pode ser:

(0,0)
(0,1)
(1,0)

(1,1)



31

2.5.- ALGORITMO DE DRIEBEEK

DO - Resolva o PPL correspondente.

D1 - Selecione um nivel desejado para cada variavel in-
teira. Usualmente selecione o nivel inteiro que
corresponda a mais baixa penalidade em cada conjun

to.

D2 - Construa um vetor Ab, o que limita o espago solu-

cao vidvel para os niveils inteiros desejados.

D3 - Multiplique BT (-Ab) e adicione b

~cont
Faga b = B—l(—Ab) + b
~NOVO ~ ~cont
onde b__ . é o vetor solugao do quadro Stimo conti
nuo.

D4 - Facga as iteragoes do dual guando necessario para e
liminar todas as inviabilidades incorridas em-bnovo'

Quandd uma. solugao dual ilimitada (primal inviavel)

€ encontrada, va para D6.

Se o valor da funcao objetivo decresce para uma SO

lugdo inteira préviamente calculada va para D6,

senao va para D5.



D5 -

D6
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Quando todas as inviabilidades tiverem sido elimi-
nadas, uma solugdo inteira valida & encontrada.

Guarde a solugado e o valor da fungdo objetivo.

Selecione uma nova solugado inteira desejada. Se a
soma das penalidades verdadeiras ou a maior das

pseudo-penalidades excede (b ) volte

- b .
o,cont o,int
a D6, senao va para D2; mas se todas as combinagaes
possiveis para os diversos niveis tiverem sido ex-
ploradas dessa maneira, pare. A melhor solugao en

contrada antes de parar & a solugao Otima inteira-

mista.
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FLUXOGRAMA DO ALGORITMO DE DRIEBEEK
INICIO

Fﬁ‘;”j

!

RESOLVA O:PPL CORRESPONDENTE

_~"SOLUCAO SATISFAZ =~

SEIECIONE UM NIVEL DESEJADO DE
VARTAVEL INTEIRA. EM GERAL O
NTVEL DE MATS BATXA PENALIDATE
EM_CADA CONJUNTO

@ J

CONSTRUA O VETOR Ab PARA LIMITAR
O ESPAQO SCLUCAO VIAVEL

Tl

Brovo = BT AR Begy

APLIQUE QUANDO NECESSARIO O DUAL
DO SIMPIEX PARA.ELIMINAkrINViABI—

LIDADES INCORRIDAS EM PNOVO
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2.6.- Exemplos de aplicacao do algoritmo de Driebeek

Exemplo 1:

Consideremos o PPL

max 2 =10 - x, - x, - x, - 3%, - 3%

1 2 3 3 4
‘ -07 = -xl +_O.4_X2 + x3 - X,
] x. =0oul
§1
X, = 0 oul

L %30 %4 2 0

Podemos escrever o PPL da seguinte forma:

max z = 10 - xi - X, - 3x3 - 3x4 - Mxi
X = 0.d4xy= Xy + x4 x] = 0.7
Xy + O1g9 = 1

s.a Xy toog, = 0
X, + Ao = 1
X, t 0y = 0
X3r Xy >0

Introduzimos na fungao objetivo uma varidvel artifi-

cial de grande coeficiente em valor absoluto tendo em vista a

la. restrigao do problema. (Método BIG M)

Por outro lado,



?

X, = 0. .
1 j=1 13
%

X, = 6.
2 521 23

Como n=1 vem:

Sabe-se que:

1
1 > x2 > 0
entao:
xl < 1
Xl > 0
Xl + alO =1
-xX. + 0 =0

1 11

36

X, + o

X

- O

10

11
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+ o =1  x. + o =1

X 20

2

e,
b
N
| A
l_l
¥
¥
N
N
(]

Xy 7 %o1 2 21

PR
kﬁ
Iv
o

Teremos aqui 2 niveis de variaveis possiveis,

Formando o quadro do simplex vem:

quadro 1
— a
o Xy | Xy | X3 [ Xy | Xqo @35 (037 | 8gq | Opq
z [10l1-|1 |3 {3 |m [0 jo |o |o

a0 T | L |0 0 [0 [0 [T Jo o |0
0|0 L [0 o [0 [0 [0 [T [0 |0
dyo L. 10 | T 0 [0 [0 10 [0 [T |0
uzi 00 |-1 o o 1o [0 [0 [0 |1

a - - .
Como x; esta na base, & preciso tornar o custo

da variavel dual nulo, sendo assim, multipliquemos a 2a. 1li-

nha por M e subtraiamos a la. linha do quadro



38

guadro 2
I3 X X X X - o o, o
1 2 3 4 | A 10 |%11 20
z - |10-0.7M- | 1-M - | 1+0.4M- [34M {3-M | 0O 0 | o 0
x‘i‘i 0.7 {1 -0.4 | -1 |1 1 | o 0 0
oy | 1 1 0 0 | o0 0 1 0 0
o1 0 -1 0 0o | o 0 0 1 0
Ay | 1 0 1 o | o 0 0 0 1
oy | 0 0 -1 0 | o 0 0 0 0
.Escolhendo
min (1-M, 3-M) = 1-M
min ( 0.7 1 ) = 0.7

1" 1

a .
temos que x; sai da base, entra X, na base e

1 & o pivo.
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quadro 3

| = a .

12 1 F |l F2 | B3| %4 | *1 | %0 | %11 | %20 | %21
z -19.3 |0 1.4 4 2 -14+M | 0 0 0 0
xl 0.7 |1 |-0.4 |-1 1 1 0 0 0 0
o [0-3 |0 0.4 1 -1 -1 1 0 0 0
0y [0-7 |0 -0.4 |-1 1 1 0 1 0 0
0y | 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
ayy-] 0 0 -1 0o 0 0 0 0 0 1

0 quadro 3 nos d3 uma solucdo 6tima do PPL, porém

x, nao atende ainda ds condigdes do problema e X, nao se en-

1
contra na base.

Vamos introduzir X, na base, escolhendo

. 0.3 1 3
min (57— —1 )

entao x., entra na base, o sai da base e 0.4 é o pivo. Pro-

2 10
cedendo as iteragoes do simplex como anteriormente temos:
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quadro 4
7 X X, X X % o o
1| %2 3 4 1 10 | %11 | %20 |%21
Z 8.25 0 0 0.5 5.5 [+2.54+M|-3.5 0 0 0
X 1 1 0 .0 0 0 1 0 0 0
X, - 0,75 0 1 2.5 |-2.5 -2.5 2.5 0 0 0
Oqq- 1 0 0. 1.0 .0 0 1 1 0 0
u20: 0.25 0 0 -2.5 | 2.5 2.5 -2.5 0 1 0
S8yq | 0.75 | OO | 2.5 |-2.5 | -2.5 2.5 0 0 1
Na linha z do quadro 4, existe aOj < 0 entao es-
_ . 1 0,75 _ 3 _
colhendo min ( T ¢ 5E ) = —o— temos gque %10 entra na ba
se, a,; sal da base e 2.5 & o pivd.
quadro 5
7 X, .| x X #a o ) o o
Xl ®-| *3 4 1 10 | f11 20 | %21
VA 9.3 0 0 - 4 2 -1+M 0 0 0 1.4
Xy 0.7 1 0 -1 1 1 0 0 0 |-0.4
X, 0 0 1 [0} 0 0 0 0 0 -1
Uyq - 0.7 0 0 -1 1 1 0 1 0 |-0.4
Ao 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1
aqq 0.3 0 0 1 -1 -1 1 0 0 0.4
O quadro 5 nos da uma solugao dtima do PPL onde
X = 0.7 e X, = 0. Apenas X, satisfaz as condigoes do problema )

inteiro-misto; como o propdsito do. problema & ter também x, =0
ou 1, recorreremos ao critério das penalidades deste algoritmo

para encontrar a solugao desejada.
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Do quadro 5 temos que:

b cont

A penalidade verdadeira para cada variavel
bindria & dada pelo custo das varidveis duais na fungao obje

tivo, assim

“%0 | %11 [ %20 | %

o o | 0o |1.4

Tabela de penalidade. verdadeira (minima)

A pseudo-penalidade & dada por:

. a k PR
(a¥., = 1). max{—gg——— | k=1,n < 0}
lj Rk -
Do quadro 5 os niveis a;j para as varidveils

binarias na base sao:
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Calculando as peseudo-penalidades vem:

* = - p—l — - —
a) a3 0.3 ; Y 1 ; 204 2
(0.3 - 1). méx{—3~} = (<0.7).(-2) = 1.4
* — . = - = - = . =
b) o4 0.7 ; 833 1.; 353 4 P89 0.4 ; a9 1.4
_. 4 1.4 o _ . _ 14, _
(0.7 = 1). max{—p— , =5} = (=0.3) (- —¥-) = 1.05
2ok
* . = 3 ————t = .
c) ek, = 1le $ max{ - | k=1,n ; ap < 0}

Rk
(1-1). , = 0

Lembremos que as penalidades verdadeiras sao
aditivas enquanto que és falsas nao o sao. Consideraremos
a penalidade falsa de uma variavel binadria que nao esfeja na
base como sendo zero para efeito de formagao da tabela de pe

nalidades e para a escolha da estratégia a ser pesquisada.

Tabela de penalidades

vae;s xl. x2
Penalidades verdad;éirasi 0 ulO =0 u20 =0
¥ ’ = =
(pj) : 1 0y = 0 o, = 1.4
Pseudo-penalidades o %10 =l"4;‘“20 =0
(p}) 1 Gpq =105Jay, =0

Uma vez tendo os niveis 0-1, as possiveis so-

lugoes a serem pesquisadas sao:
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{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
sabemos que p_ € dado por:
= < 1 " "

Pg max{Z pj , ™Max pj}

= max(0;1.4) = 1.4

P(0;0)

P(o,1) = mix(1l.4;1.4) = 1.4
P(y,0) ~ Max(0;1.05) = 1.05
P(1:1) = max(l.4;1.05) = 1.4

Devemos escolher uma solugao gue produza a dg
gradacao maxima da fungdo objetivo, pois nosso problema & de
maximizagcao, caso contrario escolheriamos aqﬁela que produz a
degradacdao minima da fungao objetivo.

Seja‘ps 0 custo associado ao desenvolvimento
de uma solugado S a ser pesquisada. Temos que Pg & escolhido

como:

min|pg’ = max{Z pj, p;}J

-
- )

mniP 0,0)7 Po,1)’ P(1,07 P(1,1)

min L1.4;1.4;1.05;1.{‘ = 1.05

Como pg = 1.05 & escolhido teremos que
X, =1e X, =0.

Introduzamos agora o vetor Ab a fim de produ-
zir uma inviabilidade no quadro dtimo do simplex, pela subs-
tituigao de b, .-

Sabe-se due:



a) | x. + o

-x. + o

Como Xl =

1+ alO

-1 + all =

entao reen

b) + q

%2

,-x2 + o

Como x2

0 + Oog =

0 + Oy =

entao reen

Portanto
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10 -1
11 =9
1 pela Pg escolhida vem:

1 -+ alO = 0
6] - all'= 1
tremos 0

1

20

21

Orpe,laApS escolhida vem:

1 u20 = 1
>
0 %1 = 0
tremos 1
0
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0
0

Mo =t 0o,
1+ Oqq
1§« %50
0}« %51

0 novo vetor b do quadro é&:

— a~1,
Pnovo =B T(-Ab) + Pcont

,_l— . . . L. fod
onde B & a matriz citada no inicio e bcont o vetor da solugao

otima continua




b
~Novo
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(-1,-1,0,0,0)

Ss =
SB-B = (-l,-l,0,0(O)
-1
cg-B™t = (-1,0,0,0,1.4)
1 -1 0 0 0 1.4
0 1 0 0 0-0.4
= 0 0 0 0 O -1
0 1 0 1 0-0.4
0 0 0 0 1
0 -1 1 0 0 0.4
0 -1 0 0 0 1.4
0 1 0 0 0 -0.4
= 0 0 0 0 O -1
0 1 0 1 0 -0.4
0 6 0 0 1 1
6 -1 1 0 0 0.4
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2.3
0.7
Pnovo - 0
-0.3
0
- 0.3
Substituindo Econt por Enovo no quadro 5 vem:
quadro 6
...f...ixl.x N L ;x? % | %17 (%20 | ®21
Z 9.3 0 0 4 ] 2 é -1+M OA 0 0 1.4
x| 0.7- 11 0 - |-1 1] 1 0 0 0 |-0.4
X, 0 0] 1 0 0 . 0 0 0 0 -1
0iq1- -0.3..10 .|| 0 .1-1 1 1 0 1 0 -0.4
Ay | 0 ) 0.-]0 0o-] o] o 0 0 1 1
Qg ‘0,3_. 0 0 1 -1 -1 1 0 0 0.4
Notemos gue hd uma inviabilidade no primal pe-
lo quadro 6, i.e, o nivel a*, = -0.3 < 0. A fim de remover

11

esta inviabilidade, usemos o critdrio de selecao do pivd no

método dual do simplex.

. 4 1.4 1.4
Escolhendo minf{ | — |, |_:ETZ_I} = 51
temos que o.,, entra na base, a,, sai da base e -0.4 € o pivo.

21 11
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‘gquadro 7

3 X X X %2 o a o Or

X1 2 3 4 1 10 | %11 {%20 [ %21
7z | 8.25 |0 0 0.5 | 5.5 |2.5+M | © 3.5 |0 0
xli 1 |1 0 0 0 0 0 -1 |0 0
xzf 0.75- 10 | 1| 2.5 |-2.5 | -2.5 | o |-2.5 |0 ‘|o
0,1 | 0-750 |0 0 2.5 |-2.5 -2.5 0 . |-2.5 |0 1
dyg |-0-75" |0 0. {-2.5| 2.5 2.5 0 2.5 |1 0
914 0o |o 0 0 0 0 1 1 0 0

O valor da fungaovobjetivo passou de 9.3 para
8.25, a redugao 1.05 (9.3-8.25 =.1.05) corresponde a pseudo pe-

nalidade associada a a como foi dito anteriormente, i.e, a e-

11

liminagao. de o,, da base reduz o valor da fungdo objetivo no mi

11

. a
1 5 (a¥ .- 5y {0k =TT :
nimo de (uij 1) . max{ o | x = 1,n ; C < 0}.

Convém lembrar aqui que a penalidade verdadeira

(minima) para fazer a la. varidvel inteira igual a l(Xl=l) e a
2a. variavel inteira igual aAO(X2=O) €& dada por:

7
10
0

I.Ab = (-1,0,0,0,1.4)| 1 |=0

~ ~

Pelo quadro 7 temos que o nivel afy, < 0

entao pelo critério de selegao do pivd no método dual do sim-

plex vem:
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.71 0.5 _ 0.5 :
Escolhendo m1n{|:§7§—|} = — 5~ Vem que X,
entra na base, %0 sal da base e -2.5 & o pivo.
guadro 8
7 T ox X X x2 oy, | @ i
o B I a4 | *ro] %10 %110 %20 ¢ [%21
Z 8.1 0 0 6 3+M 0o | 4 0.2
x, 1 0o -|o 0 0 0 |-1 0
X 0 1 0 0 0 0 | O 1
0sq 0 0 1. 0 . 0 0 E 0 1
Xq 0.3 0. 0 -1 -1 0 -1 -0.4
%10 0 0 0 0 0 171 0
O quadro 8 nos mostra que uma solucao inteira
foi encontrada
8.1
Pint -
0.3
Xy = le X, = 0 atendem as condigoes do pro-
blema
= 8.1
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Suponhamos agora a selecao de um novo nivel de
solugao desejada, considerando o item D6 do algoritmo. Temos

ainda 3 possiveis solugoes que sao (0.0), (0,1) e (1,1)

a) Para P(0,0) temos x; = %, = 0

Sp! =0 e p' =1.4
Py Py

Sabe-se gue bo,cont = 9,3 e'bo,int = 8.1
bé,cont - bo,int = 1.2
o pj < (bo,cont - bo,int>
p; g (bO,cont - bo)int) (1)

b) Para p(O,l) temos Xy = 0 e Xy = 1

3 3
|}
z pj > ( o,cont o,int
. (2)
pj (bo,cont o;int)
c) Para P(1,1) temos gl =X, = 1
I p!=1.4 e pt' =1.05
P3 _\ Py 7 -
1 -
z pj g (bo,cont ‘ bo,int) (3)
" -
pj < (bo,cont bo,int)

Observando as relagoes (1) em a), (2) em b) e
(3) em c¢) vemos que nenhuma destas solugoes melhorara 6 valor
da funcao objetivo. Mos tremos gue isto & verdade consideran-
do p(O;l) e voltando ao item D2 do algoritmo.

Construamos um novo vetor Ab para limitar o es
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pago solugao vidvel. Como Xl=0 e x2=l vem:

a) X, + o =1 o =1
1 10 =+ . 10 entao
"Xyt o =0 o9 =0
1
reentremos
b) X, + 0o =1 o =0
2 20 - 20 entao
-X, + o = 0 Oy = 1

-T2 21

0
reentremos (

1
0
0
POrtaﬂx>4p = 1
0
0 .
1
1 0 0 0 -0.4
0 0 0 0 -1
g7l - 1 0 1 0 -0.4
0 0 0 1 1
-1 1 0 0 0.4
c. = (-1,-1,0,0,0)

~B
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~B
1 -1 0 0 0
o 1 0 0 O
g1 =0 o0 0o o0 o0
0 1 0 1 0
0o 0 0 0 1
0 -1 1 0 0
(1 -1 0 0 o0
bovo = |0 1 0 0 0
0 0 0 0 O©
0 1 0 1 0
6o 0 0 0 1
B -1 1 0 ©
1.9 ]
1.1
PI’IOVO = 1
1.1
0
-1.1
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. Z - le' X, Xy X, _xi' COqg | 9y Zd Gy
Z 7.9 |0 0 4 | 2 -1+M | 0 0 0 | 1.4
x| 1)1 0 -1 1 1 | o o | o |-0.4
x5 | 1|0 1 0 0 0 0 0 0. -1
alf 1.1 |0 0 -1 1 1 0 1 0-]-0.4
azd. 0 0 0. 0 0 0 0 0 1 1
ayg | -1-1-]0 0 1 -1 -1 L 0 0. | 0.4
O guadro acima nos mostra que ha uma inviabili
dade.
Escolhendo min( | _i 1) = 2, x, entra na base,
a,, sai da base e -1 & o piv6{
Tox % | %5 %y 51 | o0 | %1 | %20 |2
Z ; 5.7 0 0 6 0 -3+M 2 0 0 2.2
x, | o |1 o o |o 0 1 0 0 | o
x, | 1 o |1 0 0 0 0 0 0 -1
allf 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
oo | O 0 o | © 0 0 0 0 1 1
x, | 1.1 [0 |0 -1 |1 1| -1 | o 0o |-0.4
:
Em relagcao 3 solucao encontrada anteriormente
(x, = 1lex, =0), pode—sé notar que a solugao obtida no Glti

1 2
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mo quadro (xl =0e x2 = 1) & pior do que aquela encontrada
anteriormente (solugao 6tima inteira-mista).

Tomaremos agora um exemplo maior que o anteri-
or, a fim de que possamos posteriormente fazer uma compara-

g¢ao, tendo em vista uma modificacgdo proposta por Stanley

Zionts |!%].

Exemplo 2

Consideremos o PPL

Max Z = 5x, + 2x

1 2
2xl + 2x2 + Xy = 9
3xl + %, + x4 =11
s.a
X 1 %, inteiros

O exame das restrigoes acima nos mostra que u-
ma cota suberior para ¥ €& 3 (2a. restricgao) e‘que uma cota
superior para x2‘é 4 (la. restricao). .

Tomando"xl e X, como soma de varidveis bindri-

as vem que:



11

=811

1>

611 + 812 + 813

611 > 812 > 613 > 0

i
O
-
N
o+
fo%
-
w
I A

I
o
-
w
N

8§21 822+

821> 822>

6215_1

\ -821 + G622

| A

= §p90 +*

o. O

Sa3+ Oay

§23> 824 > 0

S23

823

Substituindo x

IA

6211-

Say
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§11 + 810

>~ =811 + 812

§21

—821

1

- 612

+ 0o2p =

+ 8ap +

- 835 +

Q21

S23

§23

a2

Say

Sau

Q
—
)
n
o

+ 023=0

+ 0oy=0

e X, no PPL original e

acrescentando’ as restrigoes para cada nivel de varidvel in-

teira vem:
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T

b3

nZ4 nZg_
€24 . WTo4ETY
Z 204 €29 4229 _
1204 ¢t9 4129
0Zpy . TZg
€ Ty 1o _
N:o+ mww + NH@ -
| Tigy : Tlg 4llg.
eﬁd+,, Tig

P9 +ETP 4TTQ 41%9 4ElgeyziopyTiog
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Eéont = (18,1/2,1/2,1,1,1,1,1,14211/21010)'

No quadro 6 , 8,5, > 1. Como sz deve ser 0
_ou 1 pelas condigoes do problema, teremos que construir a ta
bela de penalidades.

Critério de pseudo-penalidade:

»aok
Rk

| k=1I,n ; a_, < 0}

Rk

. _
(aij 1) max{

Penalidade minima ou verdadeira (aditivas):

Custo das variaveis duais no quadro otimo con
tinuo.

Para uma variavel que nao se encontre na ba-
se, admitiremos sua pseudo penalidade como sendo zero para

efeito da tabela a ser formada.

Tabela de penalidades verdadeiras

O1o0 | Gr1 | Gr2 | Q13 | Q29 | G21 | OG22 | O23 | O2y

Calculando as pseudo-penalidades vem:

* * * * *
o1s = 1; azy = 1/2; az2 = 1/2; az3 = 0; a,



a)

b)

c)

d)

e)
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o1s = 1; max{ . | ®=I,n ; ap < 0}
Rk
(1-1)., = 0
* — — — —
as; = 0.5; agg = -1; a87 = =1; dgg =
306 = 0 7 857 =03 agg =
(0.5-1) .max{—g—, —o—) ~—3—s}

*

-1/2

a2 = 0.57 a9 10 = -3; ag,11 = -2; 39 12 ~ -1
ag 14 = "1 3y 10 T 97 3y, 19 T 07 ag 45 =37 3
| . .9 6 3 0 _
(005_1) .maX{_3 i _2 ’ -'l 4 l } (005) .O - O

*

023 = 0, 8745 ¢ = -1; 3, o =0
(0-1) .max{=—} = 0

Y =0 - -1 -0
G2y = Ui 817 7 7 747 8y 7 T
(O-l).méxé:%—} =0
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Tabela de penalidades

Niveis X, X,

0 o7 0=9 02 0=0

1 a1=6 | a2:=0

Penalidades verdadeiras 2. 012=3 Ogo=0
pé » 3 01 3=0 0.2 3=0

4 0 24=0

0 o10=0 G20=0

1 &y1=0 021=0

Pseudo-penalidades : 2. ,. 032=0 0o =0
P; 3 0 3= 0 3=0

4 0o y=0

Possiveis solugoes a serem pesquisadas:

(0,0) (1,0) (2,0) (3,0)
(0,1)  (I;1)- (2.1) (3.1)
(0,2) (1,2) (2,2) (3,2)
(0,3) (1,3) (2,3) (3,3)
(0,4) (1,4) (2,4) (3,4)
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Escolha da solugdao a ser pesquisada:

min[ps = max{: pj! , max p'J'}J

Il
e}

= max(9,0)

P(,0) ~ P(o,1) T~ P(o,2) T P(o,3) T P(o,4

]
o

max(6,0)

Per,0) =~ P(1,1) T Pq1,2) TPq,3 TP, T

P(2,0) = P(2,1) = P(2,2)" = P(2,3) T B(2,4) = M&X(3,0) =3

= max(0,0) =0

P(3,00 T P(3,1) TP(3,2) T P(3,3) T P(3,4)

Escolhendo min Py temos 4 possibilidades

P(3,00 ' P(3,1) " P(3,2) " P(3,4)

Vamos tomar p(3 1) para pesguisar a solugéo
(3, _
(3,1), entao xl=3 e x2=l.(u13 =1, as; = 1). Foi verifica-
do para este exemplo que o vetor Qp!=(0,0,0,0,0,0,l,0,1,0,0,0,0)
7

limita o espago solugao viavel.

(2,0,5,5,5,0,2,0,0,0,0)"

@]
I
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1 0 0 0o 0
101 o0 0 0
1 1 1 0 0
0 0 0 1 0

= (1,0,9,6,3,0,0,0,0,0,0)
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B -
1 1 0 9 6 3 0 0 0 0 0 O
0 ;%— 0 -3 -2 -1 0 -1 0 0 ©0 0
0 ——%— 1 -6 -4 -2 0 0 0 0 0 0
o o o0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
o o o0 1 1 0 0 0 0 o0 0 0
o o o 1 1 1 0 0 0 0 0 0
g 1-| 0o o o 1 1 1 1 o0 0 0 o0 0
o 0o o o0 o0 0 o0 1 0 0 0 0
0 ——%- ©o 3 2 1 0 2 1 0 0 0
0 —%- 0 -3 -2 -1 0 -1 0 1 0 0
o o 0o 0 0 o0 0 0 O0 0 1 o
o 0o o0 o 0 0 o0 0 0 0 0 1
B _

- a1l -
Como b =58 ".(-Ab) + b, _ . tem-se

1
®novo =(18,1/2,1/2,1,1,1,0,1,-1/2,1/2,0,0)

Substituindo PCOnt por Enovo no quadro otimo

continuo vem:
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