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Capitulo 1

Introducao

As simulagdes numéricas se tornaram ferramentas importantes no desenvolvimento de
produtos de engenharia e predi¢cido do comportamento de fenomenos fisicos, como condi-
coes climéticas, geragdo e migracdo de 6leo, movimento das ondas, terremotos, etc.

Para fazer uso de uma simula¢@o numérica, € necessario que o dominio em questdo
seja discretizado. Nesta discretizagfo, geralmente conhecida como triangulagdo, uma
série de equagdes descrevendo leis fisicas devem ser resolvidas.

Nas tltimas trés décadas varios métodos de triangulacdo foram propostos. Porém,
estes métodos foram criados para trabalhar principalmente com modelos exatos, comum-
mente gerados por sistemas CAD. Nestas situa¢des a triangulagdo gerada precisa ser to-
talmente fiel aos contornos do modelo original, pois pequenos detalhes ndo podem ser
perdidos.

No entanto, existem outras aplicacdes onde uma malha que aproxime o modelo ori-
ginal € aceitdvel, como os modelo geoldgicos por exemplo. Estes modelos sdo gerados
a partir de uma interpretacdo de dados sismicos por gedlogos. Como conseqiiéncia, o
processo de criacdo dos modelos nédo € exato e estd sujeito a erros.

Modelos como estes contém varias propriedades que dificultam sua discretizagdo. Ge-
ralmente possuem bordas complexas e irregulares, pois devem representar falhas, cavida-
des e diferentes materiais nas camadas dos terrenos. Os algoritmos tradicionais, quando
conseguem, encontram muitas dificuldades para triangular estes modelos, e normalmente
geram muitos elementos de mé qualidade na malha. Estes elementos geram problemas
para a simula¢do numérica, e podem impedi-la de chegar a um término.

E apresentado nesta dissertacio um método para triangular modelos em duas ou trés
dimensdes, com bordas complexas e irregulares, contendo vérias regides e em multi-
resolucdo. O esquema prioriza a geragdo de uma malha com qualidade, e para tanto ndo
€ necessariamente fiel a borda original do poligono.

O algoritmo pode ser dividido em dois passos principais. Primeiramente uma malha
adaptativa € gerada sobre o modelo original para subdividir o espaco em questdo. No Ca-
pitulo 3 detalhes sobre a subdivisd@o espacial sdo expostos. A representagdo dos modelos
de entrada é detalhada no Capitulo 4. O Capitulo 5 descreve uma fungfo distancia de
ponto no espago ao modelo, utilizada para acelerar o algoritmo.

No segundo passo a malha gerada € comprimida utilizando um sistema fisico para
adequar-se a fronteira do modelo. O Capitulo 6 descreve o processo de preparagéo da
malha para compress@o. O processo de compressdo utilizando um sistema de massa-
molas € descrito no Capitulo 7.



No Capitulo 2 sdo apresentados alguns trabalhos anteriores realizados na 4rea de ge-
ragdo de malhas. Finalmente, resultados sdo expostos no Capitulo 8, e conclusdes ¢ tra-
bathos futuros no Capfitulo 9.

O algoritmo proposto é baseado na idéia de Molino et al. [19], onde um esquema de
triangulacfo baseado em simulagfo fisica também € descrito. Porém, Molino concentra
seus esforcos em criar malhas especificamente para simulagdes onde grande deformagdes
sdo necessarias. Como extensdo do seu trabalho, o método apresentado gera malhas em
multi-resolugdo para modelos contendo vérias regides sem gerar nenhum, ou praticamente
nenhum, elemento mal-formado.



Capitulo 2

Trabalhos Relacionados

Neste capitulo sdo apresentados alguns algoritmos cldssicos de geragdo de malhas.

2.1 Refinamento de Delaunay

A idéia geral dos algoritmos de refinamento de Delaunay é gerar uma triangulacdo de
Delaunay sobre o dominio, e a partir desta, inserir novos pontos para melhorar a qualidade
da malha. Em uma triangulacio de Delaunay todo tridangulo deve permanecer com seu
circuncirculo vazio. O circuncirculo, por sua vez, € o circulo Gnico que passa pelos trés
vértices do triangulo.

A qualidade de um tridngulo gerado € medida pela razdo entre seu circunraio e a aresta
mais curta, ou seja, o raio do circuncirculo r dividido pelo comprimento da menor aresta
I, como pode ser visto na Figura 2.1(a). A razdo 7 estd diretamente associada ao angulo
minimo @ do tridngulo. Quanto menor esta razdo, maior o dngulo minimo. Alguns valores
sdo apresentados na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Angulo Minimo
g 60° 45° 30° 10° 5° 1°
r/l 057 0.70 1.0 2.88 5.74 28.65

Pela Figura 2.1(b), percebe-se que Zbdc = 26. Seja o = /cad, tem-se:

Ladb = 180° — 2(6 + o) @2.1)

lade = 180° — 2¢, 2.2)

pelo fato de que Aadb e Aadc sdo isésceles. Subtraindo a equagdo 2.1 de 2.2,
encontra-se:

Lbdc = 26. (2.3)

Ainda pela Figura 2.1(b), nota-se que senf = 2l7 Logo, para 7 < L o angulo minimo

6 niio pode ser superior A arcsenzt-. Um tridngulo com razio superior ao limite L é

2L°
chamado de tridngulo magro.



Figura 2.1: (a) O circuncirculo com centro em d de um tridingulo Aabe, onde 4 é o angulo
minimo do triangulo, [ seu menor lado, ¢ r o raio do circulo. (b) Os dois tridngulos
isosceles Aadb e Aadc.

A operag@o principal no refinamento de Delaunay é a insergio de um ponto no circun-
centro de um tridngulo para melhorar a qualidade da malha. Para remover os tridngulos
magros da malha, um novo vértice ¢ inserido no seu circuncentro. Apés cada operagio
a malha deve ser recomputada. Como o circuncirculo de qualquer tridngulo deve perma-
necer sempre vazio numa triangulac@o de Delaunay, inserindo o novo vértice o tridngulo
€ eliminado. Além disso, nenhuma aresta nova terd comprimento menor do que o cir-
cunraio, como pode ser observado na Figura 2.2. O algoritmo continua inserindo novos
vértices até que nenhum tridngulo possua razio maior do que L.

2.1.1 O Algoritmo de Ruppert

Um dos algoritmos de triangulagio mais conhecido é o criado por Jim Ruppert [22]. Este
foi um dos primeiros algoritmos de refinamento de Delaunay com provas tedricas para
suportd-lo.

Ruppert chama de envolfo, um segmento da triangulag@o cujo circulo diametral con-
tém algum vértice que ndo seja um dos vértices que definem o préprio segmento. O
circulo diametral, por sua vez, € o menor circulo possivel que contém o segmento. A
Figura 2.3 ilustra um exemplo de um segmento envolzo s pelo vértice v.

Para gerar uma triangulag@o respeitando o limite L € preciso tratar os casos de seg-
mentos envoltos e tridngulos magros. Um segmento envolto é subdivido inserindo um
novo vértice no seu ponto médio. Por outro lado, um tridingulo magro € geralmente elimi-
nado inserindo um novo vértice no seu circuncentro. Porém, se este novo vértice gerar um
ou mais segmentos envoltos, ao invés de inseri-lo, todos esses segmentos que se tornariam
envoltos sdo subdivididos.

Ruppert provou que para um limite L. = /2, o algoritmo possui garantia de conver-
géncia. O limite L > /2 gera uma triangulacio com angulos entre 20.7° e 138.6°. Em
contrapartida, Ruppert afirma que esta garantia s6 é valida para poligonos com angulo
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Figura 2.2: O ponto C marca o circuncentro do tridngulo magro destacado. Ao inserir
um novo vértice no lugar de C, nenhuma aresta nova terd comprimento menor do que 0
circunraio 7.

Figura 2.3: O segmento s ¢ “envolto” pelo vértice v que se encontra dentro do seu circulo
diametral.



Figura 2.4: Problema gerado por angulos pequenos do poligono. Como todo vértice
inserido torna algum segmento envoltfo, o algoritmo continua subdividindo as aresta inde-
finidamente.

minimo de pelo menos 90°. Shewchuk [24] prova que na verdade esta restrigdo pode ser
reduzida para 60°.

Para angulos menores do que 60° o algoritmo tende a gerar tridangulos mal formados,
especialmente perto dos angulos pequenos de entrada. Ainda mais, Shewchuk [24] mostra
que em alguns casos, os algoritmos de Refinamento de Delaunay podem ndo terminar
quando existem angulos pequenos no poligono. A Figura 2.4 ilustra um dos problemas
gerados por angulos pequenos do poligono, particularmente quando existe algum menor
do que 45°. O segmento gr estd envolto pelo vértice p. Logo, gr é divido inserindo um
novo vértice s no seu ponto médio. Porém, o segmento gp serd envolto pelo novo vértice s,
e também deve ser subdividido. Seguindo, o segmento gs serd envolto pelo novo vértice e
serd dividido. Este procedimento pode continuar indefinidamente, e portanto, o algoritmo
ndo chega a um término.

Para sanar este problema, Ruppert inicialmente sugere a idéia introduzida por Bern
et al. [3], chamada de “corner looping”. E criado um “escudo” em volta dos vértices
de entrada com angulos pequenos. Este “escudo” funciona como uma zona de proteco,
pois € triangulado previamente para evitar que angulos pequenos sejam inseridos durante
o refinamento. Na Figura 2.5 um exemplo de um “escudo” € ilustrado.

No entanto, na prética Ruppert ndo utilizou o algoritmo de Bern, alegando que sua
implementacgdo € demasiada complicada, e que o esquema tende a gerar mais tridngulos
do que o necessario. Ele criou uma nova técnica mas néo obteve provas tedricas de que
seja 6timo.

O esquema de Ruppert cria circulos concéntricos em volta de cada vértice do poligono
de entrada. Cada circulo possui o dobro do raio do circulo mais interno, onde todos
raios sdo poténcias de dois. Ao dividir um segmento, cuja uma das extremidades é um
vértice de entrada, o segmento é dividido na intersecgio com o circulo mais préximo, e
ndo no seu ponto médio. A Figura 2.6 ilustra o método de Ruppert. Eventualmente, os
segmentos separados por um angulo pequeno serfo subdivididos a um mesmo tamanho.
Como segmentos de tamanhos iguais ndo envolvem um ao outro, o ciclo indefinido de
subdivisdes € impedido.



Figura 2.5: O “escudo” criado em volta do vértice v. A zona de protecdo € previamente
triangulada (linhas pontilhadas). As linhas escuras representam os segmentos do poligono
que formam angulos pequenos.

y.Q"

Figura 2.6: Quando o segmento pr é subdivido, ao invés de utilizar o ponto médio m1,
o ponto v1 no circulo mais préximo € utilizado. Analogamente o segmento pq € subdivi-
dido no ponto v2. Os segmentos subdivididos pv1 e pv2 possuem os mesmo tamanho, e
portanto v1 ndo envolve pv2 e v2 néo envolve pvl.



@ (b)

Figura 2.7: (a) O tridngulo magro t e seu circuncentro ¢ estdo de lados opostos ao seg-
mento de entrada s. (b) Vértices removidos marcados por um X, e o novo vértice inserido
no ponto M.

2.1.2 O Algoritmo de Chew

O algoritmo de Chew [7], comparado com o de Ruppert, oferece uma melhoria no limite
do angulo minimo. No seu algoritmo a triangula¢@o é gerada com angulo minimo de
26.5°, ao invés de 20.7°. Ainda mais, o primeiro algoritmo de Chew [6] possui limite de
30.0°, porém gera apenas malhas uniformes.

A diferenca principal para o algoritmo de Ruppert estd no fato de Chew nio utilizar
circulos diametrais para subdividir os segmentos envoltos. Um ponto ndo € mais inserido
no circuncentro ¢ de um tridngulo magro t quando existe algum segmento de entrada
separando os dois, como ilustrado na Figura 2.7 (a). Ao inserir um novo vértice em ¢, 0
tridngulo ¢ ndo serd eliminado ao refazer a triangulag@o. Neste caso, todos vértices (exceto
os de entrada) contidos pelo circulo diametral de s e visiveis de m (ponto médio de s)
sdio retirados da triangulagdo. Apds, um novo vértice € inserido em m e a triangulagéo
recomputada, como pode ser visto na Figura 2.7 (b).

Se ndo houverem angulos de entrada menores do que 60, € provado que o algoritmo
de Chew termina para um limite L. > % = 1.12. Este limite garante um angulo minimo
0 = arcsen% = 26.56°. O seu algoritmo para malhas uniformes possui limite minimo
L=1

2.1.3 O Algoritmo de Shewchuk

O resultado desejado para os algoritmos de triangulag@o € gerar uma malha onde os tinicos
Angulos pequenos sejam aqueles ja impostos pelo poligono de entrada. Porém, nenhum
algoritmo obteve esta garantia ainda, e pior, Shewchuk [26] afirma que esta propriedade é
impossivel de ser alcancada. No entanto, ele criou alternativas melhores para tratar estes
angulos pequenos do poligono de entrada [24, 23, 26].

O seu algoritmo, conhecido como The Terminator em [26] e The Quitter em [24], &
baseado nos circulos concéntricos de Ruppert. No entanto, Shewchuk oferece garantias
de término e de Angulo minimo sem restri¢fo aos angulos do poligono. Um problema no



Figura 2.8: Os segmentos subdivididos do conjunto formado por aqueles incidentes ao
vértice a que formam angulos pequenos.

Figura 2.9: Os circuncirculos vazios dos segmentos incidentes  a.

algoritmo de Ruppert € a geragdo de arestas pequenas e alguns Angulos muito grandes.
Para minimizar este problema Shewchuk criou um processo de decisdo mais elaborado
para a subdivisdo de um segmento envolro.

Em particular, esse processo ocorre quando a inser¢do de um novo vértice no cir-
cuncentro de um tridngulo magro torna algum outro segmento envolto s. Neste caso o
circuncentro € rejeitado e um processo para decidir se s deve ser ou ndo subdivido é
iniciado como detalhado a seguir.

Se nenhum vértice de s possui um angulo de entrada menor do que 60°, ou se os dois
possuem, s € subdividido. Caso contrdrio, seja a o vértice do dngulo pequeno de entrada.
Um conjunto de segmentos € definido contendo todos segmentos incidentes ao vértice
a que estdo separados de s, ou um outro membro do conjunto, por 60° ou menos. No
vértice a sdo criados circulos concéntricos para subdividir os segmentos do conjunto. Se
um segmento for subdividido todos outros seguirfo na subdivisdo. A Figura 2.8 ilustra
o conjunto de segmentos incidentes ao vértice a, incluindo o segmento envolto s, apds o
processo de subdivisdo. Os circuncirculos vazios dos tridingulos formados pelo conjunto
de segmentos sdo ilustrados na Figura 2.9.



Para decidir se s deve ou ndo ser subdividido, Shewchuk se baseia no raio de insercdo
e em uma relacfio de ancestrais dos vértices. O raio de inser¢do r,, de um vértice v € 0
tamanho da menor aresta incidente logo apds sua inser¢do. Por outro lado, p(v) (o pai
de v) é o vértice responsavel pela inser¢do de v. O pai de um vértice € definido para trés
situagdo diferentes:

e se v é um vértice de entrada n#o existe p(v);

e se v é um vértice inserido no ponto médio de um segmento, p(v) é o vértice que
tornou o segmento envolto;

e se v é um vértice inserido (ou rejeitado) no circuncentro de um tridngulo, p(v) € o
vértice incidente na menor aresta do tridngulo inserido mais recentemente.

Seja v o vértice que serd inserido se o segmento s for subdividido, e g o avd de v.
O algoritmo determina 7,4, 0 raio de inser¢do de g, € Tmin, O raio de inser¢do minimo
detalhado a seguir.

Se s for subdivido, todos outros segmentos pertencentes ao conjunto incidente em a
(como definido acima), que tiverem tamanho maior ou igual a |s|, serdo subdivididos até
que cheguem ao mesmo tamanho |s|/2. O raio de inser¢do minimo € definido como o
menor raio de inser¢do de todos vértices inseridos nas subdivisdes do conjunto, incluindo
0 préprio v. Se ¢min € 0 menor angulo separando dois segmentos do conjunto entdo
Prmin = %sen(qﬁmin).

Com estas definigdes, Shewchuk coloca que 7., > 7, € a condi¢do principal para
determinar se a subdivisdo deve ocorrer. Caso esta condigfo n#o seja satisfeita, a subdivi-
sio de s pode gerar arestas pequenas e angulos grandes desnecessarios. Outras condigdes
também sfo propostas para permitir a subdivisdo de s, mesmo Se Tin < Ty, €M €asos
especiais que ndo geram problemas.

Para malhas sem angulos menores do que 60° o algoritmo de Shewchuk prossegue
igualmente ao de Ruppert. Caso contrario, Shewchuk garante que o algoritmo terminara
sempre € que os dnicos Angulos pequenos criados serdo em torno dos dngulos de entrada
pequenos. Em particular, Shewchuk [26] mostra que, teoricamente, seu algoritmo néo
produz nenhum angulo menor do que —?_ onde ¢ é o menor dngulo de entrada. Porém,

2v/2’
relata que na pratica néo foi observado nenhum angulo menor do que ¢.

2.2 Refinamento de Delaunay para Malhas Tetraedrais

Shewchuk estendeu seu trabalho para gerar malhas tetraedrais, [25]. Os conceitos uti-
lizados no algoritmo para 2 dimensdes sdo expandidos para 3 dimensGes. Uma esfera
diametral de um segmento é definida como a menor esfera que contém o préprio. Um
segmento é envolto quando outros vértices estdo contidos por sua esfera diametral, e sdo
subdivididos inserindo um novo vértice no seu ponto médio. Por sua vez, um tridngulo
envolto é aquele que ndo possui sua esfera equatorial vazia, a menor esfera que passa
pelos seus trés vértices. Um tetraedro magro, com razdo 7 > L, € eliminado inserindo
um novo ponto no centro da sua esfera equatorial. No entanto, as provas teéricas para
Angulo minimo e garantia de término s@o validas apenas para modelos com menor dngulo
de pelo menos 90°.
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Figura 2.10: Um tetraedro chato apesar de ndo possuir uma razdo do circunraio-menor-
aresta superior ao limite L.

A razdo principal pela qual o Refinamento de Delaunay no obteve grande sucesso
em trés dimensdes, se deve ao fato de ocorrerem tetraedros chatos na triangulacéo final,
conhecidos como “sliver”. Estes tetraedros, como ilustrado na Figura 2.10, podem ter vo-
lumes despreziveis, ou até mesmo igual a zero. Porém, alguns sobrevivem ao processo de
eliminag@o de tetraedros mal formados pois geralmente ndo possuem razdo de qualidade
inferior ao limite L. Isto se deve ao fato da menor aresta de um tetraedro chato néo ser
necessariamente muito menor do que o circunraio do mesmo. Mesmo existindo métodos
para remover tetraedros chatos, nenhum possui garantia de remover todos.

2.3 Avanco de Fronteira

O método de “Avango de Fronteira” (Advancing Front) gera uma malha inserindo ele-
mentos a partir da fronteira do dominio em direco ao interior. Uma frente inicial é
criada discretizando a fronteira do dominio. Em duas dimens6es um poligono € gerado,
enquanto que em trés dimensdes uma superficie triangulada é gerada. Os elementos da
malha sdo inseridos um por vez atualizando a frente. A cada passo uma aresta ou face da
frente € escolhida, € um novo ponto criado gerando um novo tridngulo ou tetraedro. A
aresta ou face escolhida € chamada de aresta base ou face base respectivamente.

A dificuldade encontrada neste método reside na jungdo dos elementos da frente. A
medida que ela avanca, o algoritmo de inserg@o de pontos pode gerar elementos intersec-
tantes. Neste momento € preciso “costurar” a malha para que todo dominio seja triangu-
lado.

Virios esquemas de triangulag@o utilizando esta técnica foram propostos no passado
(17, 16, 20, 15, 11, 10]. A Figura 2.11 ilustra uma seqiiéncia da geracdo de uma malha
utilizando esta técnica.

A escolha da aresta base e do local de insergéo do préximo vértice sdo os dois passos
mais importantes do algoritmo. Estes passos devem garantir que a malha continue vélida
e com boa qualidade.

Como critério de escolha da préxima aresta base, geralmente é utilizada a menor
aresta da frente. Em trés dimensdes o tridngulo com menor altura da frente é escolhido

11



3
A
4" B 3
........ rﬁs? §.
-'j-.:

LT HTITEITTIeey

it

Figura 2.11: O modelo em vdrios passos durante a triangulaggo utilizando “Advancing

Front”. (a) passo 1; (b) passo 500; (c) passo 2000; (d) passo 4000; (e) matha final apds
4721 passos.
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Figura 2.12: Escolha do ponto p como extensdo da frente.

Figura 2.13: p n#o € ideal porque existem outros vértices dentro do circulo de raio § e
cenfro em p.

como face base.

A seguir, serd descrito como Peraire et al. [20] elaborou o processo de decis@o do
local de inser¢do do ponto p para avangar a frente.

Como ilustrado na Figura 2.12, ab é a aresta da frente escolhidae [ o comprimento
da aresta. O novo ponto p deve ser inserido a uma distincia § dos pontos a e b da aresta
base. Esta distancia € calculada da seguinte forma:

1, se 0.550 < 1 < 2;
0 =1<0.55l, se0.55]>1;
21, se 1 > 21.

O ponto p serd ideal se ndo houverem outros vértices da triangulacio nas proximida-
des. Neste caso a frente avanga sem problemas pois ainda estd afastada das outras. Porém,
se existirem vértices dentro do circulo de raio d e centro em p, como mostra a Figura 2.13,
um novo ponto deve ser definido.

Os pontos contidos pelo circulo s@o ordenados pelos tamanhos do raios do circuncir-
culos dos tridngulos Aabg;, como mostrado na Figura 2.14. A ordem de preferéncia neste
caso € {¢3,ql,¢2}. O primeiro vértice valido desta lista € considerado como terceiro
vértice do novo tridngulo. Um vértice € valido quando o triangulo Aabg néo intersecta
nenhum outro tridangulo da malha. Neste caso hd uma juncio das frentes, pois um vértice
ja existente da malha ¢ utilizado.
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Figura 2.14: Os centros cl, ¢2 e ¢3 dos circulos formados por a, b e os vértices ¢l, g2 e
q3 respectivamente.

Figura 2.15: Seqiiencia de pontos igualmentes espagos de p. O primeiro ponto valido serd
escolhido para avangar a fronteira.

Se nenhum vértice da lista for valido o préprio ponto p € utilizado. Porém, se o ponto
p também for invélido, Peraire sugere utilizar o primeiro ponto vélido de um seqiiéncia
igualmente espagada, como ilustrado na Figura 2.15.

Em trés dimensdes o esquema ¢ similar. Seja Aabc a face base escolhida, e sejam o
seu centréide. O ponto ideal p, como mostra a Figura 2.16, € criado respeitando a seguinte
equagao:

|ap| + [bp| + [cp| = 3,

Desta forma, o comprimento médio ¢ mantido igual & 1. Seja  a aresta de maior
comprimento entre |@p|, |bp| e [¢p|. Para que o ponto p seja realmente ideal, é necessario
que ndo hajam outros vértices da malha dentro da esfera de raio 6 e centro em p.

Caso contrério, para cada vértice g; dentro da esfera é definido um ponto ¢; eqilidis-
taste de ¢; e d, O ponto d, por sua vez, é aquele entre a, b e ¢ mais distante de p. A
ordem de preferéncia, no caso da Figura 2.17 é {qgs, ¢1, ¢2}. O primeiro vértice vélido da
lista é utilizado como ponto ideal para criar o novo tetraedro. Caso nenhum seja vélido,
novamente o ponto p é utilizado. Caso este também ndo seja vélido o processo utilizado
em duas dimensdes € repetido até que um vértice valido seja encontrado.

Outros métodos utilizam alternativas para escolha do novo ponto da frente procurando
garantir a qualidade da malha. Por exemplo, Li et al. [13, 14] faz uso da técnica de
empacotamento de esferas, enquanto outros aproveitam as vantagens de Delaunay [17,
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Figura 2.16: Escolha do ponto ideal p para o avango da face definida por a, be ce
centréide m.

Figura 2.17: Escolha do ponto de jung¢do quando existem vértices da malha dentro da
esfera de raio ¢ e centro em p.
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Figura 2.18: (a) Colocag@o dos circulos nos vértices do poligono. (b) Preenchimento do
dominio com circulos. (c) Insercdo das arestas. (d) Triangulagio final do poligono.

10, 11].

No entanto, todos métodos sdo fortemente dependentes da poligonizagdo inicial da
fronteira. Se houverem tridingulos mal formados na frente inicial, as chances de tetraedros
mal formados serem gerados sdo grandes.

Diferentemente do refinamento de Delaunay, este método néo possui fortes garantias
tedricas para suporta-lo. Particularmente, Bern limita o Angulo maximo da malha em 120°
mas ndo apresenta conclusdes sobre o angulo minimo.

2.4 Empacotamento de Circulos

Outra técnica que obteve resultados expressivos na area de triangulagdo de malhas, foi
a de “Empacotamento de Circulos” (Circle Packing), introduzida por Bern [2]. Este
esquema faz uso de uma subdivisdo recursiva de discos para triangular o dominio.

O algoritmo € divido em duas etapas. Na primeira, o dominio € dividido em circulos
ndo intersectantes. Na segunda etapa, arestas sdo inseridas entre os centros dos circulos
e os pontos de tangéncia entre os circulos e a fronteira do poligono. Depois, vértices sdo
inseridos para triangular o poligono particionado. A Figura 2.18 ilustra uma seqiiéncia de
passos do algoritmo.

A primeira etapa, por sua vez, € subdivida em trés passos. No primeiro passo, discos
sdo adicionados nas quinas do poligono. Para todo &ngulo convexo do poligono, um
circulo € posicionado, e para todo angulo cOncavo, dois circulos sdo adicionados. A
Figura 2.19 ilustra os dois casos. Todos os cantos do poligono ficam isolados por regides
com trés ou quatro lados, sendo estes lados arcos ou segmentos retos.

O segundo passo da primeira etapa consiste em conectar as cavidades do poligono a
fronteira externa inserindo novos circulos. O terceiro por sua vez, reduz todas as regides
ndo cobertas por circulos, para regides com trés ou quatro lados.

Na segunda etapa do algoritmo, o poligono particionado € triangulado. Esta etapa é
tratada com trés casos diferentes. O primeiro caso trata das regiGes contendo vértices
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(a) (b)

Figura 2.19: Discos adicionados nos cantos convexos (a), e nos concavos (b).

(a)

Figura 2.20: Triangulac@o dos cantos convexos (a), € dos cantos concavos (b).

do poligono. Este caso corresponde a triangular as regides tratadas no primeiro passo da
primeira etapa. Ele € facilmente tratado como ilustra a Figura 2.20.

Os casos de regides com trés lados sdo tratados de duas maneiras distintas. No caso
da regido conter um lado reto, ou arco de angulo infinito como apresentado por Bern,
a configuracdo (a) da Figura 2.21 € utilizada. Os centros dos circulos e os pontos que
tangenciam o segmento sdo ligados formando uma quadrildtero. Os centros dos circulos,
mais o ponto tangente entre os dois circulos, sdo ligados ao centro do segmento reto.
Quatro tridngulos sdo formados neste processo. Quando a regido possui trés arcos como
lados, um circulo C' inscrito pelos pontos tangenciais entre os trés circulos € definido. O
centro de C' ¢é ligado aos pontos tangenciais e aos centros dos circulos, como pode ser
visto na Figura 2.21 (b). Neste caso, seis tridngulos s#o criados.

As regides com quatro lados sdo tratadas de forma andloga na maioria das vezes.
Todos pontos tangenciais, € os centros dos circulos, sdo ligados ao centro do circulo
C, novamente definido entre os quatro circulos. Este caso € ilustrado na Figura 2.22, e
16 tridangulos sdo criados. Bern explica que em algumas configuragdes ndo é possivel
triangular regides com quatro lados desta forma. Neste caso, novos circulos sdo inseridos
para completar a malha triangular.

2.5 Empacotamento de Esferas
Shimada [27] extendeu a idéia do “Empacotamento de Circulos” para trés dimensdes.

Ele criou um método chamado “Bubble Mesh”. O algoritmo € dividido em duas etapas:
colocacdo das esferas e triangulagio a partir dos seus centros.
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Figura 2.21: Triangulacdo das regides com trés lados.

Figura 2.22: Triangulagfo das regides com quatro lados.
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Figura 2.23: Distribuig@o dos circulos em uma quadtree.

00
Figura 2.24: Forgas entre esferas. (a) Forcas de repulsdo; (b) forcas estdveis; (c) forgas de
atragdo.

No primeiro passo esferas sdo colocadas no dominio. O local inicial € determinado
por uma subdivisdo espacial, como uma octree por exemplo. A Figura 2.23 ilustra um
exemplo da distribuicdo inicial em duas dimensdes utilizando uma quadtree.

Para melhorar a distribui¢@o inicial, Shimada utilizou um sistema fisico para rearrumar
as esferas. Sdo utilizadas for¢as de atrag@o e repuls@o para empacotar as esferas de forma
mais eficiente, como ilustrado na Figura 2.24.

No segundo passo do algoritmo os centros das esferas sdo interligados utilizando uma
triangulac@o de Delaunay Restrita. O autor coloca que a inovagdo do seu método estd no
fato das esferas imitarem um padrido de Voronoy que corresponde a uma triangulagéo de
Delaunay com elementos bem formados. Este fato € ilustrado na Figura 2.25.
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(a) (b)

Figura 2.25: Qualidade da malha. (a) Triangulagio de Delaunay; (b) Diagrama de Voro-
noy; (c) Distribui¢@o das esferas.
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Capitulo 3

Subdivisao Espacial

Para gerar os elementos da triangulac@o o primeiro passo do algoritmo consiste em subdi-
vidir o espago que envolve o modelo. Em duas dimensdes é gerada uma malha triangular
e em trés dimensdes uma malha tetraedral. Esta malha contém os elementos do complexo
simplicial da triangulagdo final. Como serd mostrado nos préximos capitulos, os elemen-
tos desta subdivisdo espacial serfo rearrumados de forma a se adequarem a fronteira do
modelo. No entanto, nenhum elemento novo € inserido apés a fase de subdivis@o.

Existem alguns pontos importantes na escolha da estrutura da malha. Em primeiro
lugar, ela deve ser adaptativa. Em segundo, deve suportar multi-resolucio, e em terceiro,
deve gerar elementos com angulos bons.

Uma estrutura adaptativa permite que coexistam elementos de tamanhos e formas dife-
rentes na malha. Esta propriedade € necesséria para que se obtenham elementos menores
somente nos locais onde uma aproximacdo melhor é mais importante como, por exem-
plo, nas imediac¢Ges da fronteira do modelo. Desta forma, obtém-se uma estrutura menos
densa, economizando elementos onde possivel.

A segunda propriedade importante € o suporte a multi-resolugdo. Deve ser possivel
gerar a subdivisfo espacial de um mesmo modelo em diferentes niveis de resolugdo. A
escolha do nivel implica na quantidade de elementos gerados na malha e, conseqiiente-
mente, na qualidade final da aproximag@o do modelo. Resolugdes altas geram malhas
densas e aproximagdes melhores, enquanto resolugdes baixas geram malhas mais leves
porém aproximagdes mais grosseiras.

A terceira caracteristica desejada é que os elementos gerados na malha ndo possuam
dngulos pequenos. Quanto menores os dngulos da subdivisdo espacial mais chances de
obter elementos com formas ruins ao final da compressdo. Como serd visto no Capitulo
7, um dos objetivos durante a compressdo ¢ manter, o maximo possivel, a forma inicial
dos elementos. Para tanto, é importante que a malha inicial os forne¢a numa configuragio
“arredondada”, isto é, que possuam somente angulos “gordos”, entre 45° e 90°.

3.1 Triangulacoes 4-8

Para modelos de 2 dimensdes sdo utilizadas triangulagdes 4-8 [32, 29, 28, 30, 31]. Esta
estrutura possui a vantagem de combinar propriedades estruturais de malhas triangulares
e quadrilaterais. Os triingulos gerados sdo metades ou quartos de quadrados, implicando
que todos os Angulos sdo de 45° e 90°.

21



AN

Figura 3.1: Uma malha 4-8 gerada sobre um modelo de uma guitarra. O refinamento local
gera tridngulos menores perto dos detalhes da malha.

Em sua mais baixa resolucgdo, a triangulagdo 4-8 possui apenas dois tridngulos for-
mando um quadrado. O critério utilizado para subdividir uma aresta é proporcional a
sua distincia a fronteira do modelo. Isto provoca um refinamento mais denso perto da
fronteira, onde a aproximagdo ocorre.

Para subdividir uma aresta em particular, os seguintes critérios devem ser respeitados:

e 0o nivel maximo de subdivisdo ndo ter sido alcancado,

e a distincia do ponto médio da aresta a fronteira deve ser maior do que uma deter-
minada tolerincia, e

e seu comprimento deve ser maior do que a distancia do seu ponto médio a fronteira.

O nivel mdximo de subdivisdo e a tolerdncia sdo definidos pelo usudrio. Estes pari-
metros possuem uma grande influéncia na resolucdo da malha, e conseqiientemente no
namero de tridngulos gerados. O nivel mdximo impde um limite & resolu¢do da malha,
enquanto que a tolerancia evita que arestas muito préximas a fronteira sejam subdivididas
muitas vezes sem necessidade.

Para cobrir melhor os detalhes da fronteira, um esquema de subdivisdo local & uti-
lizado. Este esquema é realizado em duas partes distintas. Na primeira, todo triingulo
contendo mais do que um ponto do modelo é subdivido. Na segunda, os triingulos que
sfo intersectados por mais de um segmento do modelo também sdo subdivididos. Estes
refinamentos devem respeitar um limite mdximo para a subdivisdo local, que, por sua vez,
deve ser maior do que o limite médximo imposto na subdivisdo global, definido anterior-
mente.

A Figura 3.1 mostra uma malha 4-8 gerada a partir de um modelo de uma guitarra.
Perto das tarraxas, onde existe uma concentracdo maior de pontos do modelo, o refina-
mento local gerou tridngulos menores. '



3.2 Multi-Triangulacao Binaria

Em 3 dimensoes € utilizada uma Multi-Triangulacdo Binaria (BMT) [18] para suportar a
triangulagdo. O conceito da BMT é uma extens#o das estruturas de multi-resolugdo de 2
dimensdes, como a 4-8 citada acima, para 3 dimensdes.

A estrutura inicial de uma BMT é um cubo dividido em seis tetraedros com angulos
diedrais de 45°. Os critérios utilizados na subdivisdo szo diferentes da estrutura em 2
dimensdes, mas permanece o propdsito de uma subdivisdo mais refinada perto da fronteira
do modelo. Para subdividir um tetraedro em particular a distancia do seu centréide a
fronteira deve ser menor do que a média dos comprimentos de suas arestas. Assim como
antes, um nimero maximo de subdivisdes € imposto pelo usudrio.

Este tipo de estrutura também possui a vantagem de produzir uma transi¢do gradual
entre os elementos de niveis de refinamento diferentes. Um exemplo desta transi¢do entre
os diferentes niveis de refinamento € apresentado na Figura 3.2.
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Figura 3.2: Uma esfera com elementos menores perto da fronteira e maiores no interior.
A malha exibida ja passou pelo processo de compress@o.
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Capitulo 4

[odelos Tratados

Modelos geol6gicos geralmente possuem caracteristicas que sé podem ser representadas
por estruturas de dados complexas. Estes modelos podem conter vérias regides, falhas,
cavidades, e normalmente ndo sdo variedades. As falhas geolégicas representam des-
continuidades na terra e dividem o modelo em vérias regides. Grupos de regides com
atributos similares formam camadas geoldgicas. Além disso, modelos que representam
bacias sedimentdrias podem se estender por védrios quildmetros nos eixos da superficie
mas ter uma espessura relativamente pequena. Um exemplo de um modelo geoldgico
pode ser visto na Figura 4.1. Um corte bidimensional deste modelo é mostrado na Figura
4.2.

4.1 Representacio de Poligonos em 2D

Uma curva poligonal é representada por duas estruturas: uma lista de vértices e uma
arvore bindria contendo seus segmentos. Como um modelo pode ser dividido em vdrias
regides uma drvore é necessdria para cada regido ou curva diferente. Cada né da drvore
contém um ou mais segmentos adjacentes de uma regido, representando uma parte da
curva total. Em um né sdio armazenados ponteiros para o primeiro e o dltimo vértices
do seu fragmento da curva. O né raiz, por exemplo, cobre toda regido, por isso possui

Figura 4.1: Modelo em 3 dimensGes da Bacia do Golfo do México.
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Figura 4.2: Um corte bidimensional do modelo do Golfo do México.
[1]2[3[4]5[6]7]8]

Figura 4.3: Arvore bindria representando uma curva poligonal com oito vértices.

ponteiros para o primeiro e dltimo nés da curva poligonal. Caso a curva seja fechada, o
nd raiz apontard duas vezes para um mesmo vértice. NOs filhos representam as metades
de seu nd pai.

Considerando uma curva aberta com oito vértices, por exemplo, o n6 raiz possui dois
ponteiros para o primeiro vértice e o oitavo. O filho da esquerda apontard para os vértices
| e4, e o da direita para os vértices 5 e 8. Descendo na drvore, os netos do no raiz possuem
quartos de seu segmento total, e assim por diante, como ilustra a Figura 4.3. A unido de
todos nés em um determinado nivel da drvore produz a curva poligonal inteira.

Para otimizar a fungfio distdncia, descrita no Capitulo 5, também € armazenada a
distdncia mdxima dentro de um né. Este valor refere-se a distdncia mdxima de todos 0s
vértices dos segmentos de um né ao seu segmento central. O segmento central, por sua
vez, é aquele definido pelo primeiro e dltimo vértices do nd.

A curva poligonal deve ser orientada, mas sdo aceitas tanto curvas no sentido hordrio
quanto no anti-hordrio. Um teste utilizando a 4rea do poligono € efetuado para testar sua
orientagfio. Se a drea for positiva, o poligono estd no sentido anti-hordrio, no caso contrd-

rio ele estd no sentido hordrio. Esta orientagdo também se fard necessdria nos proximos
passos do algoritmo.
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4.2 Representacio de Modelos em 3D

Para representar adequadamente modelos em 3 dimensdes, € utilizada a estrutura de dados
radial — edge (RED) [33]. Ela permite obter qualquer relacio de adjacéncia em tempo
constante. As estruturas de dados dos modelos sdo criadas utilizando a biblioteca do
sistema CGC [5]. Esta biblioteca permite efetuar todas operagdes necessarias com 0
modelo original.
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Capitulo 5
Funcéo Distancia

Durante toda execugiio do algoritmo a distdncia de um ponto no espago a fronteira do
modelo é computada diversas vezes. Portanto se faz necessdria uma fungdo distancia
rdpida.

5.1 Funcao Distancia em 2D

A fungio distancia escolhida para buscas em 2 dimensdes € baseada em [9, 12], ¢ utiliza
a arvore binéria da representag@o poligonal.

Para computar a menor distancia de um ponto p a uma curva poligonal, a drvore bindria
é percorrida. A distdncia mdxima armazenada em cada nd, define sua caixa envolvente,
como ilustrado na figura 5.1.

Uma estrutura auxiliar é criada para armazenar os nds ja visitados da 4rvore. Particu-
larmente, esta estrutura é uma pilha onde os elementos s@o inseridos de forma ordenada.
O critério de ordenagio é a distancia do ponto p a caixa envolvente do né. Esta distancia
é computada subtraindo a distdncia mdxima do né da distancia de p ao segmento central
do nd.

Quando um né ¢ visitado, ele é removido da pilha. O critério de ordenag#o € compu-
tado para seus dois filhos, que sdo inseridos na pilha. O algoritmo continua visitando o né
com menor distancia, situado no topo da pilha, até que um né sem filhos seja encontrado.
Um né sem filhos, ou né folha, € aquele que contém apenas um segmento e, portanto,
a distancia exata do ponto ao segmento mais préximo ¢ encontrada. Como a distincia
utilizada como critério de ordenacdo é uma super estimativa da distancia exata do ponto
aos segmentos, € garantido que nenhum outro segmento na pilha terd distdncia menor do

que a encontrada.
|
v, i\\ﬂ & v,
vV -

Figura 5.1: A regifio envolvente de um nd, definida pela distancia mdxima (linha ponti-
lhada). O segmento central é definida pelos vértices vy € vy.
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Figura 5.2: O ponto p € interior a regido, e o ponto g exterior. O segmento a é definido
pelo ponto p e o ponto mais préximo no segmento s. O segmento b € definido da mesma
forma para o ponto q.

No entanto, € necessério que a fungdo distancia compute valores positivos no interior
das regides e valores negativos no exterior das mesmas. Para isso, um teste de ponto
dentro de regido ¢ realizado utilizando a orientagdo do poligono. O teste consiste em
comparar o resultado do produto vetorial do segmento encontrado, s, ¢ do segmento a
definido pela menor distancia de p a s. A Figura 5.2 mostra dois resultados possiveis. Os
produtos vetoriais calculados sdo os seguintes:

sxXa=(sz*ay)—(sy*a;) <0 (5.1

8§ X b= (85 %by) — (sy*b;) > 0. (5.2)

Quando o ponto mais préximo no segmento € um vértice do poligono, podem ocorrer
inconsisténcias, especialmente quando o ponto mais préximo for um vértice entre dois
segmentos formando um angulo interno menor que 90°. A Figura 5.3 mostra um caso
onde dois pontos, p € g, fora da regido possuem classificacGes diferentes utilizando o teste
descrito acima.

Para resolver este caso particular, um ponto r € definido dentro do tridngulo formado
pelos dois segmentos mais préximos, s e u. A Figura 5.4, mostra o tridngulo formado
pelos dois segmentos, o ponto interior 7, e 0 segmento da distdncia minima c. A funggo
distancia € calculada para este ponto interior que terd sinal inverso ao dos ponto p e q.
Portanto, se r for interior, p e ¢ sdo exteriores, € vice-versa.

Ao lidar com modelos contendo vdrias regides, a distincia a um ponto é computada
para cada regido separadamente. Cavidades em regides sdo determinadas utilizando a
fungo distincia. Pontos dentro de cavidades sdo considerados exteriores a regifo.
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Figura 5.3: Os pontos p e g sdo exteriores a regido mas o sinal da fung#o distancia sera
diferente por estarem mais préximos de um vértice e os dois segmentos mais proximos, s
e u, formarem um angulo interno menor do que 90°.

Figura 5.4: O ponto r é definido como interior ao tridngulo formado pelos dois segmentos
s e u. O segmento c é calculado pela fungéo distancia aplicada a r.
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5.2 Funcao Distancia em 3D

Em 3 dimens0es a representagdo das regides e a funcéo distincia sdo realizadas de forma
diferente. Uma estrutura auxiliar é utilizada mais uma vez, visando tornar esta funcéo
mais rapida. Neste caso uma octree.

O né raiz da octree é definido pelas coordenadas da caixa envolvente do modelo em
questdio. Para criar um estrutura compacta, as coordenadas dos nés internos e folhas
ndo sfo armazenadas, mas computadas em tempo real ao atravessar a drvore. Os (inicos
atributos mantidos em um né interno s@o ponteiros para seus oito filhos, enquanto um né
folha armazena somente uma lista de objetos intersectados pela sua caixa.

Especificamente, a lista de itens contém todas as faces do modelo que intersectam ou
estdo contidas na caixa do né folha. Quando o niimero de elementos desta lista ultrapassar
um limite maximo pré-determinado, o né é subdividido. No entanto, para que um nd nédo
seja repartido indefinidamente, a altura da arvore também & limitada. Note que se existisse
um vértice com mais faces incidentes do que o tamanho limite da lista, o né contendo este
vértice seria subdividido eternamente.

Para encontrar a menor distdncia de um ponto p a superficie do modelo, a arvore €
atravessada comecando pelo né rafz. Durante a execugdo do algoritmo uma estimativa
do melhor resultado é armazenada. Quando um né folha ¢ visitado a distancia para a
face mais préxima é retornada. Quando um né interno € visitado, os seus filhos sdo
ordenados em ordem ascendente da distincia de p aos seus octantes. Cada octante filho
é visitado recursivamente, mas somente se a sua distancia correspondente for menor do
que a melhor estimativa no momento. Se algum filho retornar um valor menor do que
a melhor estimativa, esta é atualizada. A Figura 5.5 expde um pseudo-cddigo para este
algoritmo.

global float melhor «— oo
procedimento distancia (ponto p, n6Octree T)
se T € um né folha entdo
retorna a distincia entre p e a face mais perto em 7'
se nio
ordena os filhos de 7' em ordem ascendente de distancia a p
para cada filho S (ordenados) faca
seja d a distancia entre p e a caixade .S
se d < melhor entdo
D « distancia (p, 5)
se D < melhor entdo melhor «— D
retorna melhor

Figura 5.5: Pseudo-cédigo para a funcdo distancia da octree.
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Capitulo 6

Malha de Deslocamento

Um sistema fisico de massa-mola ¢ utilizado para adaptar a malha refinada a fronteira
do modelo. O propésito é selecionar um sub-conjunto de elementos da malha, chamado
de malha-d ou malha de deslocamento, e comprimi-lo para que se adeque a fronteira
do modelo. Os vértices na fronteira da malha-d sdo marcados para serem projetados
na diregdo da fronteira. Ao movimentar estes vértices marcados as forcas geradas sdo
propagadas para os outros vértices, rearrumando todos os elementos interiores.

Na Figura 6.1 é mostrada a malha-d e a triangulagéo final de uma esfera em trés
resolugdes diferentes.

Figura 6.1: A malha-d de uma esfera antes e depois da compressdo em trés niveis de
resolucdo diferentes.
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Figura 6.2: Uma representaciio em duas dimensdes da malha de deslocamento. Os vérti-
ces do envelope interior estio desenhados em branco. Em preto, os vértices da fronteira
da malha de deslocamento, ligados pela linha preta grossa. A curva representa a fronteira
original do modelo. As linhas pontilhadas s&o as arestas descartadas da malha inicial.

6.1 Malha de Deslocamento

Alguns vértices da malha devem ser selecionados, ou marcados, para serem empurrados
na direcio da fronteira do modelo. A soluc@o escolhida em duas dimensdes foi a de clas-
sificar todos os tridngulos como interior, exterior ou intersectando a fronteira. Depois
disso sdo marcados todos os vértices exteriores dos tridingulos intersectando a fronteira.
Analogamente, todos vértices no interior podem ser escolhidos. Entretanto, alguns vér-
tices marcados podem estar longe da fronteira e, quando empurrados, provocam grande
pertubagdes na malha fisica. Além disso, alguns tridngulos podem ter todos os trés vér-
tices marcados, resultando, na maioria dos casos, em tridngulos com érea zero apos a
compressdo. Por isto é necessdrio utilizar rotinas para reparar os casos de colapsos de
triangulos.

Idealmente, a malha-d deve estar o mais préxima possivel da fronteira. Seguindo o
esquema de Molino [19] para 3 dimensdes, a malha de deslocamento é composta por
todos os tetraedros incidentes em um conjunto de vértices suficientemente interiores ao
modelo, chamado de envelope interior . Este conjunto contém todos os vértices cujas
arestas incidentes estdo pelo menos 25% no interior do modelo. Esta condigio implica
em que todos os tetraedros da malha-d possuam no minimo um vértice no interior da
fronteira do modelo.

Todos os vértices da malha-d que nao pertencem ao envelope interior sio marcados
para serem empurrados em dire¢do a fronteira. Este procedimento garante que nenhum
tetraedro terd seus quatro vértices marcados. O conjunto de vértices marcados € uma
aproximagdo grosseira da fronteira da malha. Todos os tetraedros que néo pertencem a
malha de deslocamento sdo descartados.

Alguns vértices marcados sdo exteriores a fronteira, e outros interiores mas todos sdo
suficientemente préximos, como pode ser visto na figura 6.2. Quanto maior o desloca-
mento de um vértice para alcangar a fronteira, maior as forcas criadas na malha fisica.
Forgas de compressdo muito altas causam pertubagdes na malha, podendo inclusive co-
lapsar alguns elementos.

Para garantir uma compressio suave, dois casos particulares devem ser tratados. Pri-
meiro, arestas internas da malha-d com os dois vértices incidentes marcados podem ser
achatadas durante a compressdo. Uma aresta interna, como mostrado na Figura 6.3, €
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Interior Edges

Figura 6.3: As arestas apontadas representam as interiores da malha-d conectando dois
vértices marcados. A fronteira da malha-d estd desenhada com segmentos grossos, € a
linha curva representa a fronteira do modelo. Para facilitar a visualizagdo a malha-d esta
representada em 2 dimensdes, mas o caso para 3 dimensdes € analogo.

identificada quando todos os tetraedros do seu operador estrela, i.e. os tetraedros inci-
dentes na aresta, pertencem i malha-d. O segundo caso refere-se s arestas na fronteira
da malha-d, com mais de duas faces na fronteira incidentes, ou seja, arestas que nao séo
variedades.

Em um primeiro passo, todas as arestas que se enquadram em um desses casos s30
subdivididas, e a malha-d é computada novamente. Quando uma aresta interna € subdi-
vidida, o vértice criado é automaticamente inserido no envelope interior. Como a aresta
estd no interior da malha € certo que o novo vértice também estara.

Em passadas subseqiientes, a malha-d é novamente verificada. Cada vez que um dos
dois casos ¢ identificado o vértice da aresta em questdio com menor distancia a fronteira da
malha é inserido no envelope interior. Como a distancia é negativa dentro da fronteira, se
os dois vértices forem interiores o mais interno é escolhido. Ap6s cada passada a malha-d
& recomputada, e 0 processo repetido até que nenhum outro caso seja identificado.

6.2 Modelos com Multi-Regiao

Ao trabalhar com modelos com multi-regifio, envelopes interiores sdo criados separada-
mente para cada uma. A Figura 6.4 expde um exemplo de um modelo contendo mais de
uma regiso. Como os envelopes interiores possuem apenas vértices internos das regides,
é garantido que nflo hé intersecgdo entre envelopes diferentes. Porém, um tetraedro inter-
sectando uma fronteira do modelo pode ser incidente em mais de um envelope interior, €
ao computar a malha-d pode ter os quatro vértices marcados.

Para solucionar este problema € preciso criar uma superficie delimitadora entre re-
gides adjacentes. Esta superficie deve conter os vértices marcados, e, apds a compressao,
se constituird na aproximag@o da fronteira entre as regides.

Ao computar os envelopes interiores de cada regido, as mesma regras sao aplicadas
como descrito na Sessdo 6.1. Um vértice deve ter todas arestas incidentes pelo menos
25% no interior da fronteira para pertencer ao envelope. Porém, para encontrar a super-
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. Figura 6.4: Na esquerda, um visdo do modelo completo de um domo de sal. Na direita,
as regides separadas.

ficie delimitadora, a malha-d é computada somente para algumas regides. Para isso é
utilizado um critério simples, baseado na identificagio da regio. Ao selecionar os vér-
tices marcados na fronteira entre duas regides, somente a regido com menor nimero de
identificagdo € considerada. Ao computar a superficie delimitadora da malha-d para uma
regido, ela € automaticamente definida para a regido adjacente, como mostrado na Figura
6.5.

Em modelos com multi-regies € importante identificar as faces na fronteira da matha
de deslocamento para que as arestas internas sejam removidas. Estas arestas sdo facil-
mente identificadas como aquelas que possuem os dois vértices incidentes marcados, e
sem incidéncia de faces na fronteira. O processo descrito na Sessdo 6.1 é utilizado para
remover essas arestas.

No entanto, ndo € trivial identificar uma face na fronteira da malha-d, ou seja, na re-
gido delimitadora entre duas regides. Para uma face estar na fronteira algumas condi¢des
devem ser atendidas. A primeira condigfio estabelece que todos os seus trés vértices este-
Jjam também na fronteira da malha-d e, portanto, marcados para serem empurrados para
a fronteira do modelo. No entanto, esta condi¢do ndo é suficiente para garantir que a face
esteja na fronteira, como pode ser visto na Figura 6.6. Para garantir que uma face es-
teja realmente na fronteira € preciso analisar a classificagdo dos dois tetraedros incidentes
nela.

A classificagio dos tetraedros & realizada de acordo com as regides que contém os
seus vértices. O principal fato que permite classificar os tetraedros de acordo com a
classificagdo de seus vértices € que, exceto aqueles marcados (na fronteira da malha-d,
todos os remanescentes devem pertencer a uma mesma regido. Na Figura 6.5 nota-se que
ao remover os vértices marcados nenhum tridngulo cinza possui vértices na regifo branca
e vice-versa. Esta mesma propriedade € vdlida para modelos em trés dimens&es. Portanto,
um tetraedro pode ser classificado como pertencente & mesma regido de qualquer um de
seus vértices ndo marcados.

Ap6s classificar os tetraedros uma face de fronteira pode ser facilmente identificada
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branca e cinza. Os vértices na superficie delimitadora s

para serem empurrados em dire¢do & fronteira, representada pela curva.

Figura 6.5: Uma visfio em duas dimensdes da superficie delimitadora (linha grossa) entre
as regides

Figura 6.6: Um canto de um cubo com uma face interior com os trés vértices fronteira.
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Figura 6.7: Tetraedro exterior com os quatro vértices marcados: VO, V1, V2, e V3. As
faces de fronteira sdo as hachuradas (FO e F1), e as setas apontam para o interior do
modelo.

quando seus dois tetraedros incidentes estdo em regides diferentes.

O esquema de classificagiio de tetraedros pode falhar para aqueles no exterior do mo-
delo. Estes tetraedros podem ter todos os quatro vértices marcados e, portanto, nenhum
vértice livre para associar a classificagio. Embora seja uma condigdo que deve ser evi-
tada, como explicado na Sessdo 6.1, estes tetraedros ndo fazem parte da malha de des-
locamento, e portanto ndo sdo considerados na triangulagdo final. A Figura 6.7 ilustra
um exemplo de um tetraedro exterior com todos os vértices marcados. Para evitar falhas
no teste sempre que este caso é encontrado o tetraedro ¢ classificado como exterior, e
portanto ndo pertencente a nenhuma regido.
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Capitulo 7

Sistema Fisico

O sistema fisico escolhido para comprimir a malha € baseado em um esquema de massas
e molas. Esta compressdo realiza a aproximagfo da malha-d em relagdo a fronteira do
modelo. Os elementos da malha-d sdo utilizados para representar as molas e particulas
do sistema.

7.1 Configuracao das Molas

Uma questio muito importante é como configurar as molas na malha triangular ou tetrae-
dral para realizar a compressdo. Molas mal posicionadas podem ser incapazes de manter
a forma dos elementos, ou pior, ndo impedir que sejam colapsados durante a compressao.

Para o sistema em duas dimensdes diversos esquemas diferentes foram testados. Al-
guns exemplos explorados sdo exibidos na Figura 7.1.

Porém, é fcil perceber que uma configuracdo com molas somente nas arestas dos
tridingulos, por exemplo, néo € suficiente para segurar a forma dos elementos. Um vértice
pode se deslocar, sem muita resisténcia, ao centro da sua aresta oposta colapsando o
tridqngulo.

A configuragfo que apresentou melhores resultados consiste em uma mola por aresta,
mais trés molas de projegio por tridngulo, como ilustrado no ftem (f) da Figura 7.1. Cada
mola de projegdo é posicionada entre um vértice da malha e a sua projegéo ortogonal na
aresta oposta do tridngulo. Para isto, € necessério criar alguns vértices auxiliares que néo
fazem parte da malha-d, desenhados em branco na Figura 7.1.

Esta configura¢io ndo s6 apresenta melhores resultados na prética, mas também pos-
sui prova tedrica de que evita os colapsos com maior eficiéncia, como demonstrado por
Cooper & Maddock [8].

Cada aresta da malha possui uma referéncia para sua mola correspondente, enquanto
cada face possui referéncias para as suas trés molas de proje¢do correspondentes. Uma
mola de aresta é ligada por dois vértices da malha. No entanto, molas de projegéo conec-
tam um vértice real da malha, a um vértice virtual.

Para o algoritmo em trés dimensdes foi utilizado uma configuragio andloga aquela
escolhida em duas dimensdes. As arestas da malha referenciam suas molas correspon-
dentes, enquanto que cada face referencia suas duas molas de projegdo, como mostrado
na Figura 7.2.

Para computar as for¢as nas molas, duas equacdes distintas sdo utilizadas: uma para as
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(d)

Figura 7.1: Seis esquemas diferentes para configurag@o do sistema de massa-mola na ma-
lha: (a) somente molas nas arestas da malha, (b) somente molas dos vértices ao centréide
do tridingulo, (c) molas nas arestas e nos centréides, (d) somente molas nas medianas do
tridngulo, (¢) molas nas arestas e nas medianas, (f) molas nas arestas e nas projegoes dos
vértices as arestas opostas. Em preto os vértices reais da malha, em branco os vértices
virtuais.

V1

V3

Figura 7.2: Molas incidentes no vértice vo. Trés molas de aresta e uma mola de projegao.
As outras molas do tetraedro, trés de projegfo e trés de aresta, ndo estdo ilustradas nesta
figura.
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molas de aresta, outra para as molas de proje¢do. A equagio das molas de aresta seguem
a lei de Hooke:

(7.1)

F = |k * (|Oz] — 70) + ka (A” ' A”)] Az

Al )] (8]
onde ks e kd siio os coeficientes de elasticidade e amortecimento, 2o € 0 comprimento
de descanso da mola, e Az e Av sio as diferengas de posi¢do e velocidade dos vértices.
Para as molas de proje¢io é aplicada uma equag@o n#o linear, como descrito em [8]
e mostrado na Equagdo 7.2. Esta mola néo linear exerce uma forga infinita nos vértices
quando seu comprimento tende a zero.

T2 Ax

7.2 Sistema de Particulas

Para simular o movimento oscilatério das massas-molas, a malha € tratada como um sis-
tema de particulas [34]. Cada vértice representa uma particula no sistema, e particulas s@o
associadas as extremidades das molas. Algumas particulas temporarias podem ser intro-
duzidas para representar os vértices virtuais. Estas particulas existem apenas ao computar
as forcas associadas as suas molas de projegao, e portanto influenciam apenas localmente
0 sistema.

Cada particula possui os seguintes atributos: posigdo, velocidade, forga, ¢ massa. O
sistema itera em passos de tempo, atualizando a cada ciclo a posigéo e a velocidade de
cada particula. A cada passo de tempo uma iteragdo de todas aresta é realizada, compu-
tando as forcas nas suas particulas. A forga em cada vértice é a soma de todas as forcas
geradas por suas molas incidentes.

O valor da massa é calculado diferentemente para cada particula. Aquelas nas pro-
ximidades da fronteira do modelo sdo mais pesadas do que aquelas mais afastadas. Isto
implica que os tetraedros menores perto da fronteira sejam mais robustos, € menos susceti-
veis a perder a forma original. Por outro lado, os tetraedros maiores no interior do modelo
sdo mais leves e podem ser rearrumados com maior facilidade. Desta forma, quando a re-
sisténcia dos tetraedros interiores € muita grande, evita-se que aqueles na fronteira sejam
muito deformados, ou que seus vértices marcados ndo alcancem a fronteira. A massa
de um tetraedro ¢ computada como a razdo entre seu nivel de refinamento e o nivel ma-
ximo de refinamento da subdivisdo espacial, detalhados no Capitulo 3. A massa de cada
particula é calculada como a média de todas massas dos tetraedros incidentes.

A duracfio de um passo de tempo ¢ definida pelo usuério. Valores pequenos sdo me-
lhores pois criam menos oscilagdes nas molas. Porém, valores pequenos também resultam
em mais iteragdes, e conseqiientemente em tempos de simulagéo maiores.

Cada iterac@o pode ser dividida em trés fases distintas:

1. célculo da forga acumulada em cada vértice;
2. calculo dos valores derivados;

3. calculo das novas posic¢des e velocidades.

40



7.3 Acumuladores de Forcas

A forga acumulada em cada vértice € a soma das contribui¢des de todas molas incidentes.
Vértices virtuais ndo possuem acumuladores, mas contribuem para a forga acumulada no
vértice real na outra extremidade da mola.

O primeiro passo em cada iteragio de tempo € inicializar as forgas de todas particu-
las com valores nulos. Apés, todas arestas e faces sdo iteradas para calcular os valores
correspondentes nas suas particulas utilizando as Equacdes 7.1 e 7.2, respectivamente.
Para cada mola, uma das equacdes é computada, e o seu valor somado ao acumulador de
forca de um vértice. Ao acumulador de for¢a do vértice na outra extremidade, caso seja
um vértice real, é somado o mesmo valor com sinal contrario. No caso de um vértice
virtual, nfio é necesséario acumular sua forga incidente, ja que sua posigdo € computada
dinamicamente de acordo com a aresta de proje¢@o.

7.4 Valores Derivados

Neste passo, as derivadas dos valores da posigo e velocidade de cada particula sdo calcu-
ladas, ou seja, sua velocidade e aceleragdo, respectivamente. Um vetor auxiliar € utilizado
para armazenar estes valores. O tamanho do vetor € 67, onde 7 é o niimero de particulas
no sistema. Este vetor de derivadas é escalado para o tempo de uma iterag@o.

7.5 Atualizacio das Coordenadas e Velocidades

Outro vetor é criado para armazenar os valores correntes das coordenadas e velocidade de
cada particula. O tamanho do vetor € o mesmo do que o vetor de derivadas. Para calcular
os valores das novas coordenadas e velocidades das particulas, os dois vetores descritos
acima sdo somados.

7.6 Critérios de Compressao

Os comprimentos de repouso das molas sdo definidos como seus comprimentos iniciais,
ou seja, inicialmente o sistema esta completamente estédvel. Portanto, se nenhuma pertu-
bagdo for introduzida ao sistema, ele ndo mudard seu estado. Para iniciar a compressao
os vértices marcados, descritos na Sessdio 6.1, sdo empurrados em diregdo a fronteira.

No esquema em 2 dimensdes os vértices sio empurrados na dire¢éo ortogonal a fron-
teira. Porém, desta forma, alguns vértices chegam na fronteira muito proximos. Ainda
mais, algumas vezes, vértices diferentes da malha podem chegar em um mesmo ponto da
fronteira do modelo. Como conseqiiéncia, sdo gerados tridngulos com angulos pequenos,
ou até mesmo totalmente achatados.

Para corrigir estes tridngulos uma etapa de pés-processamento foi criada. Apés a
chegada de todos os vértices marcados na fronteira, estes séo inseridos para interagir no
sistema fisico. Porém, o dnico grau de liberdade atribuido a estes vértices € o movimento
a0 longo da fronteira. Sempre que um vértice marcado € movimentado nesta etapa, ele é
novamente projetado na fronteira ao fim da iteragéo. Pode-se pensar como se as particulas
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estivessem correndo em um trilho, enquanto as arestas entre elas produzem as forgas de
repulsio necessdrias para espalhé-las.

Para se obter uma aproximagdo perfeita da fronteira do modelo, € preciso ter um
vértice da malha posicionado em cada ponto do poligono. Por este motivo, nesta tltima
etapa, quando um vértice passa por um ponto do poligono, ele € restrito de qualquer
movimento até o final da simulacio. No entanto, nem sempre € possivel associar um
vértice da malha com ponto do modelo, principalmente em resolugdes baixas.

Para evitar esta etapa de pds-processamento no sistema em 3 dimenses, um novo
esquema de compressdo foi criado. Ao invés de projetar as particulas na direcdo orto-
gonal, a direcéio ¢ definida pela média das normais das faces de fronteira incidentes. Se
o vértice estiver no exterior da fronteira do modelo, as normais apontando para dentro
da fronteira sdo utilizadas na média. Caso contrario, se o vértice estiver no interior, as
normais contrérias séo utilizadas.

Ainda mais, para os vértices marcados, é apenas considerada a componente da forga
perpendicular a velocidade. Apés cada passo de tempo a velocidade € recomputada utili-
zando as normais das faces incidentes. Assim, os vértices marcados caminham em dire¢éo
4 fronteira enquanto se rearrumam no plano perpendicular a sua trajetoria. Esta direcdo
impede que vértices vizinhos cheguem muito préximos na fronteira, espalhando-os du-
rante o trajeto. Se estes vértices interagissem livremente no sistema, as forgas internas da
malha eventualmente retornaria-os a seus estados iniciais.

7.7 Limitando a Compressao

Para melhor controlar a malha-d durante a compressdo, algumas restricdes sdo impostas
ao movimento das particulas. Estas restrigdes sdo motivadas pelas técnicas utilizadas em
simulacio de tecidos [4, 1, 21]. Sdo limitadas por esta técnica a compressdo méxima das
molas, e a taxa de compressdo por passo de tempo. Primeiro, nenhuma mola pode sofrer
uma compressio maior do que 60% do seu comprimento de repouso. Segundo, durante
um passo de tempo, nenhuma particula pode se movimentar de tal sorte que alguma de
suas molas incidentes sofra uma compressdo maior do que 10% da sua altura corrente.

Quando um vértice infringe uma dessas condigdes, ele € congelado durante o passo
de tempo atual. Todos vértices que néo foram parados, t&m suas posigdes e velocidades
recomputadas iterativamente como em um passo de tempo comum. Este procedimento €
repetido até que nenhuma particula precise ser congelada. Estes limites artificiais geram
uma robustez maior durante a compressdo da malha, e ajudam a obter uma triangulag@o
com maior qualidade.

Os vértices marcados, que estfo sendo empurrados em diregdo a fronteira, também
podem ser congelados quando infringem uma das condi¢des acima. Em alguns casos,
podem ser continuamente parados de forma que nunca cheguem a fronteira. Isto acontece
mais comummente com malhas em baixa resolugfio, onde os vértices devem caminhar dis-
tAncias maiores, e a variagfio de tamanho, entre os elementos perto da fronteira e aqueles
no interior, é pequena. Este procedimento ¢ valido somente onde uma justaposi¢@o exata
da fronteira do modelo nfio é necessaria. A simulagfo termina quando todos os vértices
marcados chegam na fronteira ou estfio congelados.
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Capitulo 8

Resultados

O modelo do Lago Superior no Canada, mostrado na Figura 8.1, foi triangulado com
angulo minimo de 11.5°. A malha final contém 1906 tridngulos, e 87.4% dos angulos
estdio entre 30° e 60°. Na Figura 8.2, um detalhe da malha é mostrado, ilustrando que a
fronteira é ligeiramente diferente da original, porém bem aproximada.

Outro exemplo é o Domo de Sal exibido na Figura 8.3. Este modelo possui seis regioes
diferentes e a malha foi gerada com 6183 triangulos. O menor &ngulo é de 10.4°, e 89.4%
dos angulos estdo na faixa [30°, 60°].

Na Figura 8.4 é mostrada uma triangulagdo de uma fatia em duas dimensoes do mo-
delo do Golfo do México. Esta fatia é composta de 15 regides diferentes, e possui 11015
triangulos. O menor angulo é de 5.25°, € 75% dos angulos estdo na faixa [30°, 60°]. Al-
guns detalhes da malha s@o expostos na Figura 8.5. Problemas de serrilhamento ocorrem
nas dreas de afunilamento, e como conseqiiéncia, a fronteira ndo é bem aproximada,

Na Figura 8.6 é exposta uma aproximag#o grosseira do modelo do Coelho de Stanford.
Esta malha contém 30K tetraedros, com angulo diedral minimo de aproximadamente 3.5°,
onde 99.4% dos dngulos estdo acima de 18°.

A triangulacio do Tigre, na Figura 8.7, foi gerada com 160K tetraedros e angulo
diedral minimo de 4.6°. A Figura 8.8 expde o interior do Tigre. Na Figura 8.9 sdo
mostrados 21 niveis de resolug@o diferentes para o modelo.

Na Figura 8.10, trés visdes (duas com arestas ¢ uma sem) de um modelo de uma
cabeca sdo mostradas, e sua respectiva malhas-d. Esta malha contém 242K tetraedros, seu
angulo minimo ¢ de 3.1° e 99% dos angulos estdo acima dos 25°. O tempo de execugdo
foi de aproximadamente uma hora.

Dois cortes da malha do Domo de Sal, apresentada na Sessdo 6.2, sdo mostrados
na Figura 8.11. A triangulag@o final contém aproximadamente 900K tetraedros, angulo
minimo de 4.9° e com 99.7% dos angulos acima de 18°.
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Figura 8.1: Modelo do Lago Superior triangulado.

Figura 8.2: Detalhe da aproximagdo da malha nas ilhas do Lago Superior. As fronteiras
originais sdo representadas por contornos de linha, e a malha final por regides preenchi-
das.
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Figura 8.3: Modelo de um domo de sal.

X

Figura 8.4: Fatia do modelo do Golfo do México.
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Figura 8.6: Aproximagdo grosseira do Coelho de Stanford com 30K tetraedros. Na
seqiiéncia a malha-d antes, durante e ao final (com e sem arestas) da compressao.
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Figura 8.7: Triangulagfo do Tigre com aproximadamente 160K tetraedros.

Figura 8.8: Um corte do modelo do Tigre.
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Figura 8.9: Modelo do tigre exposto em diversas resolugdes consecutivas.
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