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Dado um conjunto finito £/, uma ordenacao parcial P em E é uma relagao binaria
reflexiva, anti-simétrica e transitiva. Uma extensao de P é uma ordenacao parcial @)
em F tal que P C . Consideramos ¢(P) o conjunto de extensoes de uma ordenagao
parcial P. Neste trabalho, estudamos caracterizagoes do conjunto de extensoes de
uma ordenacdo parcial P pertencentes a determinadas classes de ordenacoes, assim
como métodos de geragao de tais extensoes. As classes de extensoes estudadas in-
cluem ordenacoes arbéreas, ordenacoes fracas, ordenacoes intervalares e semi-ordens.
Sao apresentados métodos de geragao de tais classes de extensoes, baseados em uma
caracterizacdo de €(P) — utilizando o conceito de acréscimo lexicogréfico de P.
Em particular, é apresentado um método de geragao de extensoes intervalares de
uma ordenacao parcial P em tempo O(n?) por extensdo, assim como um método de

geragio de extensdes semi-ordens de P em tempo O(n®) por extensdo.
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certain classes of orders, as well as methods for generating such extensions. The
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per extension, whereas the method presented for generating semi-order extensions

of P requires O(n?®) time per extension.
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Capitulo 1

Introducao

Caracterizagoes de conjuntos de extensoes de uma ordenacao parcial P em um
conjunto E através de bijecoes relacionando-os a subestruturas obtidas de P téem
sido apresentadas por diversos autores. Em [3] Baldy, Morvan e Thierry apresen-
taram uma correspondéncia 1-1 entre o conjunto de todas as extensoes da ordenacgao
parcial P e o conjunto de todos os subreticulados do reticulado ideal de P que sao
cadeia-maximais, no sentido de que toda cadeia maximal no subreticulado também
é uma cadeia maximal no reticulado. Por [3], esta correspondéncia generaliza um
resultado devido a Bonnet e Pouzet [7] o qual estabelece uma bije¢éo entre extensoes
lineares de uma ordenacao parcial e cadeias maximais de seu reticulado ideal. Além
deste resultado, em [3] é caracterizado o conjunto de extensoes de P definidas por
estruturas convexas proibidas. Como conseqiiéncia, temos uma caracterizagao para
o conjunto de extensoes intervalares de P — assim como para o conjunto de ex-
tensoes com largura limitada. Em [16] Felsner, Gustedt e Morvan apresentaram
resultados sobre bijecdes entre familias de cadeias em reticulados associados a P e
familias de ordens de intervalo definidas no conjunto base F. Dentre tais resultados,
estd uma nova demonstracao para a bijecao apresentada por Habib, Morvan, Pouzet
e Rampon [22] entre cadeias maximais no reticulado de anticadeias maximais de P

e extensoes intervalares minimais de P.

A geragao de objetos combinatérios tais como permutacoes, extensoes lineares e



ideais de um dado conjunto parcialmente ordenado, possui aplicacoes em diversas
areas, como exemplo, otimizagao combinatéria e pesquisa operacional. Savage, em
[49], apresenta um survey sobre cédigos de Gray combinatérios — métodos para
a geracao de objetos combinatdrios nos quais objetos sucessivos diferem de uma
maneira pequena pré-especificada. Ruskey [46] introduziu a 4rea de cédigos de
Gray para extensoes lineares de uma ordenacdo parcial P, e em [41] Pruesse e
Ruskey apresentaram o primeiro algoritmo para a listagem de extensoes lineares de
P em tempo amortizado constante (apés um pré-processamento em tempo O(n?),
onde n = |E|). Em [11], Canfield e Williamson mostraram que as extensoes lineares
de P podem ser listadas em tempo constante por extensdo (apés pré-processamento
em tempo O(n?)). Algoritmos para a enumeragio de extensdes lineares sdo também
apresentados em [29], [31] e [62]. Habib, Medina, Nourine e Steiner apresentaram
em [21] um algoritmo para a geragdo de ideais de P em um cédigo H(1,2). Este
algoritmo requer tempo O(A(P)) por ideal, onde A(P) é o grau de entrada maximo
em um grafo cobertura de P. Algoritmos para a geragao dos ideais de P sao também
apresentados em [8] e [28]. Em [52], Squire apresentou uma implementagao para o
algoritmo apresentado por Steiner [53]|, a qual requer tempo O(logn) por ideal.
Observamos que a geracao dos ideais de uma ordenacao parcial em tempo constante

por ideal permanece um problema em aberto.

Em [12] Corréa e Szwarcfiter apresentaram caracterizagoes do conjunto das ex-
tensoes da ordenacdo parcial P assim como algoritmos para a enumeracdo de tais
extensdes, os quais requerem tempo O(n?u) e O(m + nu) (onde m = |P|, e p é o
nimero de extensoes de P). As caracterizagOes em [12] sdo apresentadas em ter-
mos de pares de ideais e filtros de certas subordens de P, de extensoes lineares e
seqiiéncias de ideais, e utilizando o conceito de pares passivos de uma ordenacao par-
cial. Por tal razao, os algoritmos para a enumeracao de extensoes de P decorrentes
das caracterizagoes em [12] utilizam procedimentos para a geracdo de extensoes li-
neares e ideais de ordenagoes parciais. Por [11], as extensdes lineares de P podem ser
geradas em tempo constante por extensdo (ap6s um pré-processamento em tempo

O(n?)), enquanto que o algoritmo em [21] pode ser utilizado na geracao de ideais



(em tempo O(A(P)) por ideal). Observamos que um algoritmo para a geracdo do
conjunto de extensdes florestas de P é apresentado por Szwarcfiter em [57]. Tal
algoritmo requer tempo O(n?) por extensdo gerada apés um pré-processamento em

tempo O(mn).

Em [56] foram apresentados problemas em aberto referentes a geragdo de ex-
tensoes de uma dada ordenagao parcial. Dentre os quais estao a geracao de ex-
tensoes em determinadas classes de ordenacoes como de dimensao < 2, de largura
limitada, de altura limitada, arboreas, ordens fracas, intervalares e semi-ordens.
Neste trabalho sao apresentadas caracterizagoes que conduzem a geracao eficiente
de extensoes pertencentes as classes de ordenacgoes arbéreas, ordenacoes fracas, inter-
valares e semi-ordens, tendo como base os resultados apresentados em [12], [17], [36],
[37], [45] e [51]. Observamos que ndo foram encontrados na literatura algoritmos
para a geracao de extensoOes arbdreas, intervalares ou semi-ordens. Os resultados

obtidos neste trabalho sao descritos nos Capitulos 3, 4, 5 e 6.

O trabalho é apresentado como segue. No Capitulo 2, sdo apresentadas as
defini¢oes referentes a conjuntos parcialmente ordenados e principais resultados.
Na Secao 2.1 sao apresentadas as principais defini¢oes, a notacao utilizada, e pro-
priedades da dimensao de uma ordenacao parcial. Definicoes, caracterizagoes e pro-
priedades de determinadas classes de ordenagcoes sao apresentadas na Secao 2.2. Na
Secao 2.3 sdo apresentadas observagoes sobre os métodos em [11], [31], [41] e [62],
para a geragao de extensoes lineares de uma ordenacao parcial P. Na Se¢ao 2.4 sao
apresentadas observagoes sobre os métodos em [8], [21], [25], [28], [32], [34], [48], [50],
[52], e [53], para a geragdo de ideais de P. A Secdo 2.5 é dedicada a caracterizagoes
do conjunto de extensoes de uma ordenacao parcial, apresentadas por Corréa e
Szwarcfiter [12]. Observamos que as demonstragoes nesta secdo — de resultados
existentes — foram incluidas visando-se o entendimento dos métodos, resultados e
conclusoes apresentados, assim como tornar completo o trabalho. Em tal se¢cao sao
também apresentados os algoritmos decorrentes das caracterizagdes em [12]. Os re-

sultados classicos de caracterizacoes de classes de ordenacgoes apresentados na Se¢ao



2.2, assim como os métodos de geracao de extensoes lineares citados na Se¢ao 2.3,
os métodos de geragao de ideais citados na Secao 2.4, e as caracterizagos e métodos
apresentados na Secao 2.5, sao necessarios aos métodos e conclusoes apresentados

nos Capitulos 3, 4, 5, 6, e 7.

O Capitulo 3 é dedicado a construcao de ordens auxiliares () as quais conduzem
a geracao de extensoes arbdoreas de uma ordenacao P em tempo polinomial por

extensao.

No Capitulo 4 é apresentada uma condi¢ao para que acréscimos lexicograficos
sejam ordens fracas. Como uma aplicacdo da segunda caracterizacdo apresentada
em [12] obtemos a geracdo de extensdes ordens fracas de P em tempo O(n?) por

extensao.

O Capitulo 5 é dedicado a geracao de extensoes intervalares de P. Para tal
é apresentada uma caracterizacdo de acréscimos lexicograficos intervalares a qual
conduz a um procedimento de geracao de extensoes intervalares de P em tempo

O(n?) por extensao.

O Capitulo 6 é dedicado & geracao de extensoes semi-ordens de P. Na Se¢ao 6.1 é
apresentada uma caracterizacao de acréscimos lexicograficos semi-ordens. Como um
procedimento necessario a geracao de extensoes semi-ordens baseada em acréscimos
lexicograficos, é apresentado na Secao 6.2 um método para a geracao de ideais co-
muns a duas ordenacoes parciais. O procedimento de geracao de extensoes semi-
ordens decorrente da caracterizacao apresentada na Secao 6.1 é descrito na Secao

6.3, assim como uma analise de sua complexidade.

No Capitulo 7 sao apresentadas conclusdes sobre os resultados obtidos assim

como perspectivas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Conjuntos Parcialmente Ordenados

2.1 Definigcoes, Notagao Utilizada e Principais Resultados

Seja E = {ey,...,en}. Dizemos que P é uma ordenacao parcial ou ordem em
E quando P C E x E é uma relacdo bindria reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
Neste caso, (F,P) é dito um conjunto parcialmente ordenado. Chamamos E o
conjunto base, o qual serd considerado finito. Dizemos que dois elementos e;,e; € F
sdo compardveis em P quando ou (e;,e;) € P ou (ej,e;) € P. Caso contrério,
utilizamos e; || e; em P para denotar a incomparabilidade entre e; e e;. Definimos
I(P) = {(es,ej) : €; || ¢ em P} como o conjunto de pares incomparaveis em P. Se
I(P) = () entdo P é dita uma ordem linear ou total. Se P e @ sdo ordens em um
conjunto E e P C @, entdo @ é chamada uma eztensio de P. Se I(Q) = () entdo
@ é dita uma eztensdo linear de P. Denotamos por £(P) o conjunto de todas as
extensoes da ordem P. Denotamos por £;(P) o conjunto das extensoes lineares de

P.

Seja E' C E. A ordem P' = P[E'| em E’, obtida pela restri¢do de P a E’, é uma
subordem de P. Definimos cadeia como sendo um subconjunto C' C E totalmente
ordenado em P. E um subconjunto A C E é uma anticadeia se todo par de elementos
distintos de A é incomparavel em P. Uma cadeia C C E é mazimal quando nao

existe outra cadeia C' C E tal que C C C'. Uma cadeia C C E é mdzima quando



nao existe outra cadeia C' C E com mais elementos do que C. De forma anédloga
sao definidas anticadeias mazimais e mdzimas. A altura h(P) da ordem P em FE é
o nimero de elementos em uma cadeia maxima. A largura w(P) da ordem P em
E é o nimero de elementos em uma anticadeia maxima. Denotamos por n uma
ordem formada por uma cadeia com n elementos, e por n+p uma ordem formada

pela unido disjunta de duas cadeias com n e p elementos, respectivamente.

Um subconjunto S C E é dito convezo se para todo e;,e; € S e para todo
er € E, (e;,ex), (ex,e;) € P implicam e, € S. A dimensdo dim(P) de uma ordem P
é definida como sendo o menor ¢ para o qual existe uma familia R = {L;, Lo, ..., L;}
de extensdes lineares de P tal que P = N!_;L;. Em tal caso, R é um realizador de

P. Denotamos por €2(P) o conjunto das extensoes de P com dimensao < 2.

Utilizando a notagao apresentada em [12], para e; € E denotamos por Ej(e;) =
{e; € E|(e;,e;) € P ee; # e;} o conjunto dos elementos de entrada de e;. Simi-
larmente, o conjunto dos elementos de saida de e; é denotado por Ef(e;) = {e; €
E|(ei,e;) € Pee; # e;j}. Tais conceitos podem ser estendidos a um conjunto
S C E, denotando-se E5(S) = Ug,esEp(e;). Definimos Eple;] = Ep(e;) U {ei} e
E3[S] = E5(S) U S. De maneira similar, definimos E}[e;] ¢ ES[S]. Um elemento
e; € E é mazimal (respectivamente, minimal) se E}(e;) = (0 (respectivamente,
E;(e;) = 0). Denotamos o conjunto de todos os elementos maximais em P por
M}, enquanto M denota o conjunto de todos os elementos minimais em P. Um
elemento e; é chamado mdzimo se (ej,e;) € P, para todo e; € E. Similarmente,
e; € um elemento minimo se (e;,e;) € P para todo e; € E. Um ideal de P é um
conjunto E' C E tal que se e; € E' e (ej,e;) € P entdo e; € E'. De maneira similar,
E'’ é um filtro de P quando e; € E' e (e;,e;) € P implicam e; € E'.

Associados & ordem P estao um grafo de comparabilidade G(P) = (E, R;), um
grafo de incomparabilidade G(P) = (E, Ry), e um grafo cobertura G.(P) = (E, R3).
As arestas no grafo de comparabilidade G(P) consistem dos pares compardveis e
as arestas no grafo de incomparabilidade consistem dos pares incomparaveis. As

arestas do grafo cobertura sdo os pares (e;, e;) para os quais ou (e;, e;) € P e nao



existe e, € E tal que (e;,ex), (ex,ej) € P, ou (ej,e;) € P e nao existe e, € E
tal que (ej, ex), (ex, e;) € P. Um diagrama do grafo cobertura G. no qual o ponto
correspondente a e; (da aresta (e;, e;)) possui coordenada vertical maior do que a
coordenada vertical do ponto correspondente a e; com (e;, e;) € P, e no qual as
arestas (e;, e;) de G sdo representadas por um segmento de reta unindo tais pontos,
é chamado diagrama de Hasse. Uma ordem P é dita planar se possui um diagrama

sem cruzamento de arestas.

Como exemplo, seja a ordem P em E = {ey, ..., eg} representada pelo diagrama
de Hasse na Figura 2.1 (a). Temos E}(e3) = {e4, €5}, Ep(es) = {e1,e3}, e e1|ez em
P. Considerando S = {ey, eq, €5}, temos E}(S) = {eq, e5,e6} ¢ Ex(S) = {e1,e3}.
Sendo I = {ey, e3, e5} temos I um ideal de P. Analogamente, sendo F' = {ey, e5, €6}
temos F' um filtro de P. O conjunto dos elementos maximais em P é dado por
Mp{e4, 5,5} e 0 conjunto dos elementos minimais em P é dado por My {e;, eq, e3}.
O conjunto C' = {ey, e5} define uma cadeia maxima enquanto A = {eq, ey, e3} define
uma anticadeia méxima. Desta forma, temos h(P) = 2 e w(P) = 3. O grafo
de comparabilidade G(P) é apresentado na Figura 2.1 (b), enquanto o grafo de
incomparabilidade @ é apresentado na Figura 2.1 (c). Observamos que, para

este exemplo, o grafo de comparabilidade G(P) nao possui arestas de transitividade.

Portanto, o grafo cobertura G.(P) é isomorfo a G(P).

@ (b) (©)

Figura 2.1: (a) Ordem P em F; (b) grafo de comparabilidade G(P);

(c) grafo de incomparabilidade G(P).

Como exemplo de ordens obtidas pela uniao disjunta de duas cadeias, temos as



ordens apresentadas na Figura 2.2.

@ (b) ©)

Figura 2.2: (a) Ordem 1+42; (b) ordem 2+42; (c) ordem 1+3.

Observamos que o conjunto ¢(P) das extensées de uma ordem P pode ser orde-
nado por inclusao. Neste conjunto parcialmente ordenado resultante, temos P como
unico elemento minimal, enquanto as extensoes lineares de P correspondem aos e-
lementos maximais. Por Szpilrajn [55], uma ordem P sempre admite uma extensao
linear. Além disso, P = Ney(P). As Proposigoes 2.1 e 2.2 sdo apresentadas por
Trotter [58]. A Proposi¢ao 2.1 é uma caracterizagdo de realizadores de uma ordem
P, enquanto que a Proposicao 2.2 estabelece a propriedade de monotonicidade da

dimensao de P.

Proposigao 2.1 (Trotter [58]) Seja P uma ordem em E e seja R = {L, Lo, ..., L;}
uma familia de extensdes lineares de P. Entdo as sequintes afirmacoes sao equiva-

lentes:
1. R € um realizador de P.

iii. Para todo x,y € E com x || y em P, existem inteiros distintos i,j com

1<4,7 <t para os quais x <y em L; ey <z em L;.

w. Para todo x,y € E com x || y em P, existe um inteiro j com 1 < j <t para

oqualy <z em Lj.



Proposigao 2.2 (Trotter [58]) Seja P uma ordem em E, sejam E' C E e P' =
P[E'"]. Entdo

dim(P") < dim(P).

A prova da Proposicao 2.2 pode ser apresentada com a observacao de que se
R = {Li, Ly, ..., L;} é um realizador de P, entdo S = {L[E'], Ly[E'], ..., L;[E']} é

um realizador de P'.

Os Teoremas 2.1 e 2.2 sao devidos a Dilworth [14]. O Teorema 2.1 estabelece
a existéncia de uma particdo em cadeias para o conjunto base E. O Teorema 2.2
estabelece uma relacao entre a dimensao e a largura de uma ordem P. O Teorema

2.3 é a forma dual do Teorema 2.1, apresentada por Trotter [58].

Teorema 2.1 (Dilworth [14]) Seja P uma ordem em E e w(P) = k. Entdo eziste

uma particao E = C1 U CyU ..U Cy, onde C; € uma cadeia para i =1,2,..., k.

Teorema 2.2 (Dilworth [14]) Seja P uma ordem em E. Entao

dim(P) < w(P).

Teorema 2.3 (Dilworth [14], Trotter [58]) Seja P uma ordem em E e h(P) = k,
entdo existe uma particio E = Ay U Ay U ... U Ag, onde A; é uma anticadeia para

i=1,2,...m.

Na Secao 2.2 sao definidas algumas classes de ordens — como ordens arboreas,
ordens fracas, intervalares e semi-ordens — e reticulados, assim como sao apresen-

tados resultados cléssicos de caracterizacao, utilizados nos Capitulos 3, 4, 5, e 6.



2.2 Reticulados e Classes de Ordens

Uma primeira caracterizagdo de ordens de dimensao < 2 é apresentada em [15].
Para tal caracterizacao, consideramos que duas ordens em FE sao conjugadas se todo
par de elementos distintos em F for comparavel em uma das ordens e incomparavel
na outra. Uma ordem é dita reversivel se e somente se possui uma conjugada.
Uma extensao linear L de P ¢é dita separadora se e somente se existem trés ele-
mentos distintos e;, e; e e, em E tais que (e;,ex) € P, e; || ej, ¢ || ex em P, e

(61, ej), (ej, ek) € L.

Para o Teorema 2.4, uma familia F de subconjuntos distintos S; de um dado
conjunto S dé origem a uma ordem P em F na qual consideramos (5;,S;) € P se e
somente se S; é um subconjunto préprio de S; (como exemplo, podemos considerar F
o conjunto das extensoes de uma ordem). Por reflexividade, consideramos (S;, S;) €
P para todo S;. Por outro lado, se consideramos P uma ordem em um conjunto
E, entao podemos definir uma familia de conjuntos F de modo que a relagao “C”
entre os conjuntos de F dé origem a uma ordem em F similar a P. Para isto,
podemos definir para cada e; € E o conjunto S; consistindo de e; e todos os seus

predecessores.

Teorema 2.4 (Dushnik e Miller [15]) As sequintes quatro propriedades de uma

ordem P sao equivalentes.

(1) P € reversivel.

(2) Ezxiste uma extensdo linear de P a qual € ndo-separadora.
(3) A dimensdo de P é < 2.

(4) Existe uma representacdo de P por meio de uma familia de intervalos em algum

congunto totalmente ordenado.

Seja S,, = P uma ordem de altura 2 tendo como conjunto base £ = AU B, com
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A={ai,...,a,} e B ={by,...,b,}. Consideramos S, tal que My = A, M} = B,
(a;, a;), (b, b;) € P paral <i<mne (a;b;) € P se e somente se i # j (um exemplo
com n = 5 é dado na Figura 2.3(a)). Por Dushnik e Miller [15], dim(P) = n. Em
[59], a ordem coroa SE = P’ (com n > 3 e k > 0) é definida como uma ordem
em ' = AUB, onde A = My, = {a1,...,an1x} € B = Mp, = {by,....;bnsx}
Para cada i = 1,...,n + k, temos b; || {a;, ait1,...,aixx} em P, e (a;,b;) € P' para
j=1+k+1,1+k+2,...,i+k+n—1. Observamos que os subescritos sao interpretados
ciclicamente. (Como exemplo, S? é apresentado na Figura 2.3(b).) Temos h(P') = 2

e, por [59], temos dim(P') = [2(n + k)/(k + 2)].

@ (b)

Figura 2.3: (a) Ss; (b) S2.

Caracterizagoes de ordens P de dimensao < 2 em termos do grafo de incompa-
rabilidade WP) devidas a Baker, Fishburn e Roberts sao também apresentadas em
[1]. Por McConnel e Spinrad [35], ordens de dimensdo < 2 podem ser reconhecidas
em tempo linear. Porém, temos o seguinte teorema devido a Yannakakis [67] para

ocasot > 3.

Teorema 2.5 (Yannakakis [67]) Para t > 3 fizo, o problema de determinarmos se

dim(P) <t é NP-completo.

Pela Proposigao 2.2, temos a monotonicidade da dimensao de uma ordem P em

E. Em um primeiro resultado sobre o comportamento da dimensao com insercoes e
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remocoes de subconjuntos de F, Hiraguchi mostrou que se C' C E é uma cadeia em
Pe E—C # () entao dim(P) < 2+dim(P’'), onde P' = P[E — C]. Os Teoremas 2.6

e 2.7, devidos a Hiraguchi [26], estabelecem outros limites para a dimensao de P.

Teorema 2.6 (Hiraguchi [26]) Seja P uma ordem em E, |E| > 2, e seja e; € E.

Entao

dim(P) <1+ dim(P[E — {e;}]).

Teorema 2.7 (Hiraguchi [26]) Seja P uma ordem em E, |E| > 4. Entao

dim(P) < |E|/2.

Seja S C E. Um elemento e; € E é um limite superior para S se (ej,e;) € P,
para todo e; € S. Um limite superior e; para S é um menor limite superior para S
se (e;, ex) € P para todo limite superior e, de S. Similarmente, sdo definidos limite
inferior e mator limite inferior. Um reticulado é uma ordem P em E na qual todo
subconjunto nao vazio S C F possui tanto um menor limite superior quanto um
maior limite inferior. Temos, em um reticulado, fung¢oes de £ x E em E chamadas

supremo e infimo, definidas por

e; V e; = menor limite superior{e;, e;} (supremo), e

e; A\ e; = maior limite inferior{e;, e;} (infimo).

Observamos que reticulados finitos possuem elementos minimo e maximo que,
quando distintos, sao chamados zero e um, respectivamente. Um reticulado P é dito

um reticulado distributivo se

e; N (ej Veg) = (e; Nej) V(e Aex), para todo e, e;, e, € E.
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Um elemento e; no reticulado é dito um elemento infimo irredutivel se e; =
e; N\ e implica que um dentre e; e e; € e;. Similarmente, e; ¢ um elemento supremo

irredutivel se e; = e; V e, implica que um dentre e; e e € e;.

Por um resultado devido a Baker, um reticulado é planar se e somente se possui
dimensdo < 2. Trotter e Moore [61] mostraram que uma ordem planar com um
elemento maximo ou um elemento minimo possui dimensao no maximo 3. Além
disso, ordens planares possuindo um elemento minimo e um elemento maximo sao

exatamente reticulados 2-dimensionais.

Uma ordem P em F é uma ordem arbdrease E;(e;) é uma cadeia em P para todo
e; € E (ver Brandstadt, Le e Spinrad [9]). Em [58], tais ordens sdo definidas como
cs-forests, ou computer science forests. Como exemplo, na Figura 2.4 é apresentada

a ordem arbdrea P em E = {ey, ..., e5}.

Figura 2.4: Ordem arbérea P em E = {ey,...,es}.

A Proposic¢ao 2.3, devida a Wolk [64], estabelece um limite para dimensoes de

ordens arbdreas.

Proposigao 2.3 (Wolk [64]) Seja P uma ordem arbérea em E. Entdo

dim(P) < 2.
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A prova da Proposicao 2.3 pode ser apresentada como uma observacao de que a

ordem obtida pela inclusao de um elemento maximo a P é planar.

Um grafo G é perfeito se para todos os subgrafos induzidos H de G temos a(H) =
k(H), onde a(H) é a cardinalidade do maior conjunto independente de H e k(H) é
o menor numero de subgrafos completos de H necessarios para cobrir os vértices de
H. Um grafo G é trivialmente perfeito se para todos os subgrafos induzidos H de G
temos a(H) = m(H), onde m(H) é o nimero de cliques maximais de H. Em [9] é
apresentada a seguinte caracterizagao de grafos trivialmente perfeitos em termos de

grafos de comparabilidade de ordens arbédreas, devida a Wolk [65] e Golumbic [20].

Teorema 2.8 (Wolk [65], Golumbic [20]) Seja G um grafo. As sequintes condigdes

sao equivalentes:
(i) G € o grafo de comparabilidade de uma ordem arbdrea.
(i) G nao contém Py ou Cy induzido.

(75) G € trivialmente perfeito.

Uma ordem P é uma ordem fraca se E}(e;) = Ef(ex) e Ex(e;) = Ep(ex) para
todo par de elementos e;, e, € E incompardveis em P. Como exemplo, na Figura

2.5 é apresentada a ordem fraca P em F = {e, ..., e9}.

Figura 2.5: Ordem fraca P em E = {ej, ..., e9}.
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A seguinte caracterizagao de ordens fracas por subordem proibida é apresentada

em [36].

Teorema 2.9 (Mohring e Radermacher [36]) Uma ordem P é uma ordem fraca se

e somente se nao contém 1 + 2 como subordem.

Uma ordem P em E é uma ordem de intervalo ou intervalar se existe uma
fungdo F' a qual atribui a cada e; € E um intervalo fechado F'(e;) = [a;, b;] da reta
real R de modo que (e;,e;) € P se e somente se b; < a; em R. A funcao F é
uma representacdo por intervalo de P. A Figura 2.6 (a) apresenta uma ordem de

intervalo P em E = {ey,...,e7} e em (b) sua representagao por intervalo.

|e—2| ,L'
€ @ = & | = & L % |
e
1 5 ]
1 e3 I
@ (b)

Figura 2.6: (a) Ordem de intervalo P em E = {ey, ...,e7};

(b) Representagio por intervalo de P.

Em [17] é apresentada a seguinte caracterizagdo de ordens de intervalo.

Teorema 2.10 (Fishburn [17]) Uma ordem P é uma ordem de intervalo se e

somente se P nao contém 2+2 como subordem.

Sejam D(P) = {E5(ei)|le; € E} e U(P) = {E}j(ei)|e; € E}. Observamos que
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se desconsideramos os indices, isto é, se consideramos a familia de vizinhancas de
entrada ou de saida distintas entdo podemos ter |D(P)| < |E| e [U(P)| < |E|. Se P
é uma ordem de intervalo entdao D(P) e U(P) sio cadeias no reticulado 2F de todos

os subconjuntos de E (ver [37]).

Proposigao 2.4 (Papadimitriou e Yannakakis [37], Trotter [58]) Seja P uma ordem

em E. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes.
1. P € uma ordem de intervalo.
2. D(P)={E5(ei)|e; € E} é uma cadeia em 2F.

3. U(P) ={F}(e;)|e; € E} € uma cadeia em 2F.

Sendo P uma ordem de intervalo, temos |D(P)| = |[U(P)|, e este pardmetro
m = |D(P)| = [U(P)| é chamado a magnitude de P. Observamos que na defini¢ao
de ordens de intervalo podemos requerer que os intervalos da representacao sejam
abertos, ou fechados, ou nao-degenerados, ou finitos. Em [2] Baldy e Morvan apre-
sentaram uma caracterizacao de ordens de intervalo a qual conduz a um algoritmo
de reconhecimento para esta classe de ordens em tempo linear. Para tal caracte-
rizagio, apresentada no Teorema 2.11, definimos um digrafo aciclico D = (E, A) tal
que seu fecho transitivo é a ordem P. Seja Min(D) = Mp. Denotamos por S(D) o
conjunto Min(D \ Min(D)) e por Ef(e;) a vizinhanca de saida do elemento e; no

digrafo D.
Teorema 2.11 (Baldy e Morvan [2]) Seja e; € Min(D) tal que |S(D) N E} (e;)]
¢ mdzimo sobre Min(D). FEntdo P é uma ordem de intervalo se e somente se

|S(D)N E}(e;)] = |S(D)| e P[E — ;] é uma ordem de intervalo.

O procedimento decorrente desta caracterizagao determina se P é uma ordem de

intervalo calculando inicialmente o conjunto Min(D) dos elementos minimais de D e
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o conjunto S(D) dos elementos minimais de D\ Min(D). Sendo e; € Min(D) tal que
|S(D)N Min(D)| é maximo sobre Min(D), o procedimento aplica sucessivamente o
Teorema 2.11. Os vértices de D sdo removidos até que D = ) ou que se obtenha um
vértice e; € Min(D) tal que |S(D) N E}(e;)| # |S(D)]. Com estruturas de dados

simples, é mostrado que o procedimento requer tempo e espaco lineares.

Uma ordem de intervalo P é dita uma semi-ordem se existe uma constante posi-
tiva d tal que P possui uma representacao por intervalo F' atribuindo a cada e; € F
um intervalo F(e;) = [a;,a; + d] tal que (e;,e;) € P e e; # e; se e somente se

a; +d < aj. O seguinte teorema é devido a Scott e Suppes [51].

Teorema 2.12 (Scott e Suppes [51]) Seja P uma ordem de intervalo. Entao P €

uma semi-ordem se e somente se P nao contém 1+3 como uma subordem.

Pelo Teorema 2.12 a ordem P apresentada na Figura 2.6 nao é uma semi-ordem,
visto que possui 143 como subordem. A representacao por intervalo na Figura 2.7

(b) mostra que a ordem P apresentada na Figura 2.7 (a) é uma semi-ordem.

(@) (b)

Figura 2.7: (a) Semi-ordem P em E = {ey,...,e7};

(b) Representagio por intervalo de P.

Propriedades sobre a dimensao de ordens de intervalo e semi-ordens sao apre-
sentadas em [58]. Por um resultado devido a Rabinovitch [45], sdo apresentadas em

[58] condi¢oes — por subordens proibidas — para que uma semi-ordem P tenha
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dim(P) < 2. Em [45] temos o seguinte limite para a dimensdo de uma semi-ordem.

Proposigao 2.5 (Rabinovitch [45]) Seja P uma semi-ordem. Entdo

dim(P) < 3.

Para a caracterizagao de semi-ordens apresentada no Teorema 2.13, sao definidas

em [45] duas extensoes P, e P* de uma ordem P.

(i) Se |E*(e;)| > |E™(e;)| entdo (e;,e5) € Pi. Se |[Et(e;)| = |[Et(ej)| e |[E™(&:)] <
|E~(e;)| entdo (e;,e;) € P..

(ii) Se |E~ (e;)| < |E (e;)| entdo (e;, e;) € P*. Se |E~(e;)| = |E~ (ej)] e |[Et(e;)] >

|E*(e;)| entdo (e;,e;) € P*.

Ambas as extensoes de P sao ordens fracas, isto é, nao possuem 1 + 2 como

subordem. Além desta observacgao, temos:

Teorema 2.13 (Rabinovitch [45]) Uma ordem de intervalo P é uma semiordem se

e somente se P, = P*.

2.3 Geracao de Extensoes Lineares

Caracterizagoes do conjunto de extensoes £(P) de uma ordem P apresentadas
em [12], ddo origem a algoritmos para a geracdo de €(P) nos quais sdo necessérias a
geragao de conjuntos de ideais e a geragao do conjunto das extensdes lineares 1 (P)
de P. Nesta secao serao apresentadas observagoes sobre métodos para a geracao de
£1(P), enquanto que a Se¢ao 2.4 é dedicada a métodos para a geragio de ideais de

uma ordem.

Em [31], é apresentado por Knuth e Szwarcfiter um algoritmo para a listagem de
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todas as solucoes do problema de ordenagao topoldgica. Considerando P uma ordem
em E e L uma extensao linear de P, o primeiro elemento e; em L é um elemento em
Mp, e para 2 < i < n, o i-ésimo elemento de L é um elemento em M;[E\{el,...,ei,l}}'
O algoritmo recursivo em [31] derivado desta observagao lista as extensoes lineares
de P em tempo O(m + n) por extensdo. Em [62], é apresentado um algoritmo que
lista as extensoes lineares de P porém néo faz modifica¢oes (inser¢des e remogoes

de relagoes) em P. Este algoritmo requer tempo O(n) por extensdo e espago total

O(n?).

O termo codigo de Gray combinatorio foi apresentado em 1980 designando qual-
quer método de geracao de objetos combinatorios tal que objetos sucessivos difiram
de algum modo pequeno pré-especificado. De acordo com Habib, Medina, Nourine
e Steiner [21], tal diferenca entre objetos sucessivos pode ser um elemento no caso
de subconjuntos ou uma transposi¢ao no caso de permutacoes de um conjunto. Ob-
servamos que listagens com diferengas pequenas entre objetos consecutivos podem
permitir uma geracao destes mais rapida. Além deste fato, existe a vantagem de
objetos sucessivos poderem ser identificados apenas pela escrita da diferenca entre
eles. Desta forma pode-se ter uma saida cujo tamanho seja menor do que o tamanho

total dos objetos a serem listados.

O problema de gerar exatamente uma vez uma classe de objetos combinatorios,
de modo que objetos consecutivos difiram somente de um modo pré-especificado,
pode ser formulado como um problema de caminho/ciclo Hamiltoniano: os vértices
do grafo correspondem aos objetos, e dois vértices sdo conectados por uma aresta
se eles diferem da maneira pré-especificada. Este grafo possui um caminho Hamil-
toniano exatamente se o cédigo de Gray combinatorio existe. Portanto, provar a
existéncia de um codigo de Gray combinatdrio para uma classe de objetos é equi-
valente a mostrar que o grafo acima definido possui um caminho Hamiltoniano. O
problema de determinarmos se um grafo possui um caminho Hamiltoniano é NP-
Completo. Contudo, em certos casos, é possivel determinar-se que tal caminho

Hamiltoniano nao existe. Por [41], dizemos que um grafo estd na classe H(s,t) se
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possui um passeio fechado que visita cada vértice ao menos s vezes e no maximo t
vezes. A listagem resultante dos vértices é referida como um cédigo H(s,t). Por-
tanto um grafo estd em #(1,1) exatamente se possui um caminho Hamiltoniano.
Um algoritmo para a listagem de objetos de uma classe é dito sem lacos se o tempo
entre a listagem de elementos sucessivos é constante no pior caso. O algoritmo é dito
de tempo amortizado constante, ou CAT, se apds a listagem do primeiro elemento o
tempo total requerido pelo algoritmo para listar todos os elementos é O(N), onde

N é o0 numero de elementos na classe.

No estudo da existéncia de coédigos de Gray para extensoes lineares, Ruskey
definiu o grafo de transposi¢io Gr(P) para uma dada ordem P, no qual os vértices
sao as extensoes lineares L de P, dois vértices sendo adjacentes se eles diferem de
uma transposi¢do. Em [47] sdo apresentadas condigbes nas quais G (P) possui um
caminho Hamiltoniano. Considerando uma ordem P constituida de duas cadeias
com 2 elementos cada (ver P = S, na Figura 2.8 (a)), o grafo de transposigao
G7(P) é apresentado na Figura 2.8 (b). O grafo de transposicdo adjacente, o qual
denotaremos por G/-(P), é definido como um subgrafo de Gr(P) possuindo o mesmo
conjunto €1(P) de vértices, com cada aresta correspondendo a uma transposi¢ao

adjacente.

Em [41], Pruesse e Ruskey apresentaram um algoritmo de tempo amortizado
constante para a listagem de extensoes lineares tal que, ap6s um pré-processamento
em tempo O(n?), extensdes sucessivas diferem por uma ou duas transposigoes adja-
centes. Pelo exemplo na Figura 2.8 (a), apresentado em [41], ndo é sempre possivel
gerar as extensoes lineares de uma ordem por transposi¢oes. Mesmo quando as
extensoes lineares de uma familia de ordens podem ser geradas por transposicoes,
um algoritmo rapido para a geragdo pode nao existir. O algoritmo apresentado em
[41] gera cada extensdo linear duas vezes e apresenta como saida apenas uma das
geragoes. Brightwell e Winkler [10] mostraram que o problema de contagem do

nimero de extensoes lineares de uma dada ordem é #P-Completo.
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Figura 2.8: (a) Ordem Sy = (E', P'); (b) Grafo de transposi¢ao G (P').

Pruesse e Ruskey consideraram o grafo Gr(P) x K, como sendo o grafo resultante
de duas cépias de G (P) adicionando-se as arestas correspondendo a um isomorfismo
entre as duas cépias. Para uma diferenciagio entre as cépias de G (P), os vértices
de uma cépia sdo marcados com “+” e os da outra sdo marcados com “—”. (Como
exemplo, considerando a ordem P na Figura 2.8 (a), é apresentado na Figura 2.9 o

grafo Gp(P) x K,.)

De maneira andloga a Gr(P) x K», Pruesse e Ruskey definiram o grafo G/.(P) x
K,y e mostraram que tal grafo é Hamiltoniano para uma dada ordem P. Assim, o
procedimento principal usado pelo algoritmo apresentado em [41] gera as extensdes
lineares de P percorrendo um caminho Hamiltoniano em G.(P), considerando ape-
nas as extensoes lineares prefixadas com “+”. Como um dos problemas propostos
em [41] estd a questdo da geracdo de todas as extensoes lineares de uma ordem

através de um algoritmo sem lagos.

Em [11], Canfield e Williamson provaram que o algoritmo de Pruesse e Ruskey
pertence a uma classe de algoritmos CAT de listagem de objetos combinatérios que
podem ser modificados de modo a serem sem lagos, e apresentaram um procedimento

para a listagem de extensdes lineares em tempo constante por extensao, apés um
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pré-processamento em tempo O(n?).

+e. e, e, 6]

Figura 2.9: O grafo Gr(P) x Kj.

2.4 Geracao de Ideais

A geracao do conjunto Z(P) dos ideais de uma ordem P, além de utilizada
na geracao de acréscimos lexicograficos, é frequentemente aplicada a problemas de
otimizac¢ao combinatéria. Como exemplo em [53], a geragao de ideais e anticadeias
de ordens é necessaria em algoritmos de programacao dinamica para problemas de
escalonamento com restri¢oes de precedéncia (ver [50],[54]). A contagem dos ideais
de uma ordem foi mostrada ser um problema #P-completo em [40] e a classe das
ordens 2-dimensionais ¢ a maior classe conhecida para a qual os ideais podem ser
contados em tempo polinomial [54]. Steiner [53] apresentou um algoritmo para a
geragao de todos os ideais de uma ordem P em tempo O(n) por ideal. Tal com-

plexidade se deve ao fato de que o algoritmo ndo gera todos os subconjuntos de E.
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O algoritmo explora a estrutura de P de forma a considerar, a cada passo, apenas

elementos de E' que conduzam a ideais.

O método em [53] pode ser representado por uma drvore de decisGo Ts(P) para
a ordem P. Tg(P) é uma 4rvore bindria e enraizada, cujas folhas estdo em uma
correspondéncia 1-1 com os ideais de P. Cada né nao-folha de Ts(P) possui duas
ramificacoes, as quais correspondem a duas possiveis situacoes: o ramo da esquerda
representando x ¢ Ts e o ramo da direita representando z € Ts. Sejam I(z) = {[: I
éumidealem Pex ¢ I} e J(x) ={[:1 éum ideal em P e x € I}. Se z é a raiz
de Ts(P) entdo a questdo ‘x € Ts 7’ particiona o conjunto de ideais em I(z)U J(x),
de tal modo que todo I € I(x) é uma folha da ramificagdo da esquerda de Ts(P)
e todo I € J(z) é uma folha da ramificagdo da direita de Ts(P). Além disso,
se I € J(z) entdo Ep[z] C I, e desta forma se 7(I) = I \ Ez[z] entdo r é uma
bijecdo entre I(z) e os ideais na ordem P, = P[E — Ep|z]]. De maneira andloga,
I € J(z) implica I N Ef[z] = 0, logo os ideais em J(z) sao exatamente os ideais na
ordem P, = P[E\ E}[z]]. E mostrado em [53] que a enumeracio de I(z) e J(z) é
equivalente a enumeracao dos ideais nas ordens residuais P, e P,, respectivamente.
Aplicando este argumento recursivamente, a subarvore Ts(P;) de Ts(P) enraizada no
filho esquerdo de = é considerada uma arvore de decisao correspondendo aos ideais
de P, e a subérvore Ts(P,) enraizada no filho direito de z é considerada uma arvore
de decisao correspondendo aos ideais de P,. Uma subarvore recursiva como descrita
torna-se uma folha de Ts(P) exatamente quando a ordem residual correspondente
torna-se vazia. Além disso, cada folha de Ts(P) corresponde exatamente a um ideal
da ordem original P, este ideal sendo o menor ideal de P que é consistente com as

decisbes ramificadoras conduzindo a folha correspondente de Ts(P).

Cada no nao-folha da arvore é rotulado pelo elemento separador em P. Em uma
representagao de Ts(P) em [53], para cada né nao-folha x, é mostrada a ordem resi-
dual, cujos ideais correspondem as folhas da subarvore enraizada em z. Cada folha
de Ts(P) é rotulada pelo ideal correspondente de P, e a ordem residual omitida visto

que é vazia neste caso. Cada ideal I pode ser identificado como Ug,c4E5[e;], onde A
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é o conjunto de separadores direitos no caminho entre a folha correspondendo a [ e a
raiz de Ts(P). Os ideais de P sao gerados pelo algoritmo recursivo correspondendo
a uma busca em profundidade em Ts(P). Com estruturas de dados convenientes,
o algoritmo pode ser implementado de modo a requerer tempo O(n) por ideal.
Por [53], existe uma correspondéncia 1-1 entre os ideais e anticadeias de P, visto
que os elementos maximais de cada ideal em P correspondem a uma anticadeia de
P. Considerando a geragao de A em lugar de I, o algoritmo pode ser usado para
gerar todas as anticadeias de P sem modifica¢bes em sua complexidade. Em [52],
Squire apresentou uma implementagao do algoritmo em [53] a qual requer tempo

O(i(P)logn) para a geragdo dos ideais de P, onde i(P) é o nimero de ideais de P.

Algoritmos para a geracao de ideais foram apresentados por Scharage e Baker
[50], e Lawler [34]. O algoritmo de Scharage e Baker requer tempo O(n?.i(P)), e
por [53] esta é a complexidade assintGtica do algoritmo apresentado em [34]. Bordat
[8] propds um algoritmo O(w(P).i(P)), o qual utiliza espaco O(n?). Os algoritmos
apresentados em [8], [34], [50] e [53] sdo off-line, isto é, a ordem inteira deve ser
conhecida antes do inicio do algoritmo. Jégou, Medina e Nourine [28] apresentaram
um algoritmo incremental requerendo tempo O(A(P).i(P)) — onde A(P) é o grau
de entrada maximo em uma cobertura de P — o qual nao requer o conhecimento da
ordem inteira, e pode processar a ordem um elemento por vez se os elementos sao
dados na ordem de alguma extensao linear de P. Nenhum destes algoritmos listam
os ideais por um c6digo de Gray combinatério. Por [21], Pruesse e Ruskey [42] foram
os primeiros a mostrar a existéncia de uma seqiiéncia que lista cada ideal duas vezes
e tal que ideais consecutivos diferem somente pela adigdo e/ou remocdo de um
tinico elemento. Habib, Medina, Nourine e Steiner [21] apresentaram um algoritmo
incremental para a listagem dos ideais de uma ordem P, no qual os elementos de £

devem ser fornecidos na ordem de uma extensao linear de P.

Como uma estrutura utilizada em [21], Habib e Nourine [24] apresentaram uma
representacao por arvore T (R) = (V, F') para um reticulado distributivo R em V'

podendo ser computada do grafo cobertura G(R) = (V,U) do reticulado R em tempo
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O(|V| + |U|). Para a descrigdo de T(R), observamos que os ideais de uma ordem
formam um reticulado distributivo, chamado reticulado ideal. Para todo reticulado
distributivo e finito R em V' o conjunto M dos elementos infimo irredutiveis formam
uma ordem cujo reticulado ideal é isomorfo a R. Seja ) a ordem R restrita ao
conjunto M dos elementos infimo irredutiveis do reticulado distributivo R, isto é,
seja @ = R[M]. Seja G(R) = (V,U) o grafo cobertura do reticulado R e Lg uma
extensao linear de (). Considerando-se uma rotulagao das arestas de G(R) com os
elementos em M, a drvore T'(R) é definida como o conjunto de caminhos iniciando
no elemento maximo de R tais que a rotulacao de suas arestas forma uma seqiiéncia
decrescente com relagao a Lg. Observamos que esta drvore nao é tnica para R,
mas uma unica arvore ideal corresponde a cada extensao linear de ). Foi também
provado em [24] que esta drvore geradora de G(R) = (V,U), chamada drvore ideal,
é uma representacdo conveniente para um reticulado distributivo, isto é, todas as
operacoes classicas no reticulado, tais como alcancabilidade, menor limite superior e
maior limite inferior, podem ser feitas eficientemente utilizando-a. Em [21], Habib,
Medina, Nourine e Steiner mostraram que o grafo cobertura G(R) = (V,U) de um
reticulado distributivo R em V' pode também ser computado em tempo O(|V |+ |U])
a partir de sua arvore ideal T'(R) = (V, F).

Considerando T'(P) a drvore ideal do reticulado ideal de uma ordem P em F,
em [21] é inicialmente apresentado um algoritmo incremental para a construgao de
T(P) diretamente de P, sem a computacao do reticulado ideal inteiro de P. Uma
suposicao feita é que os elementos de F sao dados na ordem de uma extensao linear
L de P. Tal algoritmo constréi a arvore ideal T'(P) = (V,F) da ordem P em
tempo O(A(P).|V]) e espaco O(|V]). Também em [21] é apresentado um algoritmo
o qual constréi o grafo cobertura G(R) = (V,U) do reticulado ideal R (em V') de P
em tempo e espago O(|V|+ |U]|) (sem considerar o espago requerido pela entrada).
O algoritmo para a listagem eficiente dos ideais de uma ordem apresentado em
[21], o faz em uma seqiiéncia tal que ideais consecutivos diferem em no mdximo
dois elementos. Observamos que o algoritmo para a construcao da arvore ideal de

P poderia ser utilizado para a listagem dos ideais de P, contudo, tal algoritmo
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armazena a arvore ideal inteira e consequentemente o requerimento de espaco do

algoritmo é exponencial no tamanho da ordem.

O algoritmo para a listagem dos ideais de P em [21] (desconsiderando-se o tempo
de pré-processamento) possui o mesmo tempo de execu¢do O(A(P).i(P)) do algo-
ritmo para a construcdo da arvore ideal de P e é também baseado em um percurso
na arvore ideal de P. Porém ele simula uma busca em profundidade na arvore sem
armazend-la, o que reduz o requerimento de espaco a O(w(P).n). Tal algoritmo
lista cada ideal duas vezes e ideais consecutivos diferem em exatamente um ele-
mento. B facil ver que, sendo P uma ordem arbdrea, o algoritmo requer tempo
amortizado constante. Além disso, em [32], Koda e Ruskey apresentaram um algo-
ritmo sem lacos para a geracao dos ideais de uma ordem arbérea, enquanto que em
[25], Habib, Nourine e Steiner apresentaram um algoritmo sem lagos para a geragao

dos ideais de uma ordem de intervalo.

2.5 Geracao de Extensoes

Acréscimos de P

Corréa e Szwarcfiter em [12] descrevem trés caracterizagoes do conjunto €(P) de
todas as extensoes de uma ordem P. A primeira caracterizagdo em [12], apresen-
tada nesta secao, estabelece uma correspondéncia 1-1 entre extensoes de P e pares
de ideais e filtros de certas subordens de P. A segunda caracterizagdo de e(P) é
apresentada em termos de extensoes lineares e seqiiéncias de ideais. Por [12], estas
caracterizagoes conduzem a algoritmos para a geracao de extensdes de P requerendo
tempo O(n?) por extensdo. A terceira caracterizagio de £(P) é baseada no conceito
de pares passivos e conduz a um algoritmo para a geracao de extensoes de P em

tempo amortizado linear por extensao.
Para as caracterizages de (P), o foco de um subconjunto E' C E em P é o
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subconjunto Fp(E') C E definido como a seguir.

F (EI) E se B' = @
P =
Ne,cr Ef(e;) caso contrario

Seja L = [eq, ey, ..., €,] uma extensao linear de P. Um acréscimo de P relativo a

L é uma relacao bindaria A,,, definida pela seguinte recorréncia.

Ay =10 (1)

A= Aisr U{(ei, )} U {(eg, ei)leg € Sit U {(ei, e0)leq € T3}, (2)
para todo 1 < i < n, onde S; é um ideal de A;_; contendo E;(e;) e T; é um filtro
de Ai—l[FAi,l(Si)]-

Como um exemplo, é apresentada na Figura 2.10 uma ordem P no conjunto

E = {61, ceny 68}.

Figura 2.10: Ordem P em E = {eq,...,eg}.

Consideramos L = [ey,...,e3] € A; = P[E;], para 1 < ¢ < 4. O acréscimo Ay é
apresentado na Figura 2.11 (a). Para i = 5, considerando S5 = {ej, e2} e T5 = {es},

onde Ty é um filtro de A4[F4,(Ss5)], temos A5 como apresentado na Figura 2.11 (b).
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6‘3 e A
A4 el eZ

(@

Figura 2.11: (a) Acréscimo A4 de P[E,] relativo a Ly;
(b) Acréscimo As de P[Ej5] relativo a Ls.

O Teorema 2.14, devido a Correa e Szwarcfiter, estabelece uma relacao entre

extensoes de P e acréscimos de P relativos a L.

Teorema 2.14 (Corréa e Szwarcfiter [12]) Seja P uma ordem em E e L uma
ertensao linear de P. Fxiste uma correspondéncia 1-1 entre extensoes de P e

acréscimos, relativos a L.

Prova. Sejam P uma ordem em E e L = [eq, ey, ..., €,] uma extensao linear de P.
Sejam FEy = Py = 0, E; = {ey1,es,...,e;} ¢ P, = P[E;], 1 < i < n. Serd mostrado,
utilizando inducao em %, que existe uma correspondéncia 1-1 entre extensoes de P,
e acréscimos de P; relativos a ey, eg, ..., ;. Quando ¢ = 0, nao ha o que ser provado.
Para 7 > 0, assuma que A;_;, gerada através de (1)-(2), seja uma ordem em E;_; e
uma extensao de P;,_;. Devemos provar que A; é uma extensao de P;. Primeiro, sera
provado que A; é uma ordem em FE;. Claramente, A; é reflexiva. Suponha que A;
nao seja anti-simétrica. Entao existem elementos distintos e;, e; € E; satisfazendo
(ej, ex), (ex,ej) € A;. Visto que A;_; é uma ordem, segue que e; = e; ou e; = €.
Sem perda de generalidade, podemos assumir e; = e;. Das defini¢oes de S; e Tj,
segue que e; € S;NT;. Usando a defini¢do de foco, sabemos que S;NT; = 0, o
que contradiz a ultima afirmacdo. Consequentemente, A; é anti-simétrica. Para
provar que A; é transitiva, é suficiente examinar as transitividades em e;. Sejam

ex,e; € Ei_1 e e; # e;. Considere as seguintes alternativas, representadas na Figura
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2.12.

Caso 1 ((ex,ej) € Ai, (ej,e;) € A;) Visto que (ej,e;) € A;, temos e; € S;. Por
outro lado, se (ex,e;) € A; entdo (e, e;) € A;_1. Pelo fato de S; ser um ideal de

A; 1 segue que e, € S;. Consequentemente, (e, €;) € A; e a transitividade vale.

Caso 2 ((ex, €;) € Ai, (ei,€5) € A;) Entao e, € S; e ej € T;. Da hipétese, concluimos

que e; € Fy, ,(S;). Consequentemente, (e, e;) € A;_1. Isto implica (ex, e;) € A;.

Caso 3 ((e;,ex) € Ai, (ex,ej) € A;) Neste caso, temos duas possibilidades para
Si. Se S; = () entdo Fy, ,(S;) = E;_1. Consequentemente, T; é um filtro de A; ;.
Visto que (e;, ex) € A;, sabemos que e, € T;. Além disso, T; sendo um filtro de A;
implica e; € T;. Portanto (e;,e;) € A;, e a transitividade vale. Agora, considere
a situacdo onde S; # (), e seja e, € S;. Visto que T; C Fyu, ,(S;) e e € T,
segue que (e, ex) € A;_;. Por outro lado, (e, e;) € A; implica (e, e;) € A;.
Pela transitividade de A;_; segue que (e;, e;) € A;—1. Portanto e; € Fa, ,(S;).
Pelo fato de e, € T; e T; ser um filtro de A;_1[F,_,(S;)], concluimos que e; € T;.

Consequentemente, (e;, e;) € A;, valendo a transitividade.

e e ¥
]
9 ¢ J
ek ek e.
AI 1 AI Ai =1l AI AI 1 AI
Caso 1 Caso 2 Caso 3

Figura 2.12: Casos na anilise da transitividade em e;.

Podemos concluir, dos trés casos acima, que A; é de fato transitiva. Conse-
quentemente, A; é uma ordem em FE;. Resta mostrar que A; é uma extensao de P;.
Seja (6k, €j) € P,. Se €k, € 7é e; entao (ek, €j) cA,_1e (6k, €j) € A,. Se e, = e; entao

e; = e; visto que e; é maximo em P;, e portanto (e, e;) € A;. Finalmente se e;, # e;
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e ej = e, entdo E(e;) C S; implica e € S; e consequentemente (e, e;) € A;.

Portanto, A; é uma extensido de P;.

Por outro lado, seja P’ uma extensao de P. Mostraremos que P’ é também
um acréscimo A, de P, relativo a L. Novamente, empregamos inducao. Para
i >0, seja P_; = P'|E;_]| e assuma que P/_; seja um acréscimo de P;_;, relativo

a e, es,...,e,_1. Mostraremos que o mesmo se aplica a P/, isto é, podemos obter

i
P/ de P;_,, utilizando (1)-(2). Para isto, iremos selecionar um par de subconjuntos
S;, T;. Consideramos S; = Ep, (e;) e T; = E]%, (e;) e examinamos as condigoes
(1)-(2). Claramente, S;, T; C E;. Além disso, sabemos que S; é um ideal de
P/ ;. Visto que P/ é uma extensdo de P;, temos E;i,(e,-) D Ep (e;) e portanto S;
contém Ep (e;). Além disso, a extensdo linear L dada por e, ey, ..., e, produz que
Ep (e;) = Ep(e;). Consequentemente, S; contém Ep (e;). Em seguida, examinamos
T;. Se T; = (), ndo existe nada a ser provado. Caso contrdrio, seja e; € T; e considere
as duas possiveis alternativas com respeito a S;. Se S; = @ entdo Fp (S;) =
E;_1. Seja (ej,e,) € P/_;. Desta forma, temos (e;,e;) € P! e por transitividade
(ei,eq) € Pi. Isto é, e, € T, significando que T; é um filtro de P/ |[Fp_ (S;)],
como requerido. Resta analisar a situacdo na qual S; # (). Em tal caso, escolha
e, € S;. Visto que (e, €:), (e, €5) € P/, segue que (e4, €;) € P/, isto é, (eq,€;) € Pl_;.
Consequentemente, e; € Fpr_ (S;) e T; C Fpr_ (S;). Por fim, precisamos mostrar que
T; é um filtro de P/ [Fpr_ (S;)]- Seja e, € Fpr_ (S;) tal que ey, # e e (ej,ex) € Py_;.

Isto é, ey, € T;. Consequentemente, 7; é um filtro de P/_,[Fp/  (S;)], completando a

prova. [J

Esta caracterizagao de €(P) conduz a um algoritmo, apresentado na Figura 2.13,
para a geracao de todas as extensdes P/ das subordens induzidas P;, i = 1,...,n
da ordem P, dada uma extensdo linear L = [ey,...,e,] de P. E tais extensGes
incluem todas as extensoes de P. Podemos gerar recursivamente todas as extensoes
P/ de P/, 1 < i < n, definindo A = Uele;{_l[ej]’ para todo e; € Np(e;) e
gerar cada ideal S; de P! |[E;_; \ A]. Observamos que S; U A é um ideal de P/ ,
contendo Np, (e;). Em seguida, devemos calcular o foco F' de S; em P/ ;| e gerar
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cada filtro T; de P/_[F]. Uma vez definidos S; e T; podemos inserir e; na ordem
definindo Np,(e;) = S; e Njv(e;) = T;. Observamos que para a geragdo dos ideais
e filtros de uma ordem, podemos empregar um dos algoritmos vistos na Se¢ao 2.4.
Como exemplo, o algoritmo apresentado por Squire [52] requer tempo logaritmo
por ideal gerado. A chamada externa ao procedimento de geracao das extensoes é

EXTENSOES(),1).

Algoritmo: EXTENSOES(P] ,,i)
Se 7 > n Entao
Enumere P,
Senao
A= UejN_{,l[ej]’ para todo e; € Np, (e;)
Para cada ideal S; de P/_, \ A Faga
Si=S/UA
F :=focode S; em P!,
Para cada filtro 7; de P/_,[F| Faga
P =P U{(ese)} U{(ejr e)lej € Si} U{(ei, e5)le; € T}

EXTENSOES(P/,i + 1)

Figura 2.13: Enumeragao de extensdes baseada no Teorema 2.14.

O célculo da complexidade do algoritmo é apresentado em [12] considerando-se
a arvore de recursao 7T, cujos nos internos correspondem as extensoes das subordens
P; (i < n) de P e cujas folhas correspondem as extensoes de P. Os nds internos
possuindo exatamente um filho correspondem a chamadas de EXTENSOES(P/_,,i)
nas quais F; | = N;i (€:). Isto é, S; = E; 1 e T; = (). Neste caso, o algoritmo pode ser
implementado de modo que estas chamadas requeiram tempo constante. Podemos
considerar que a computacao total referente a um caminho (contendo apenas nés
com um tnico filho) da raiz a uma folha de T requer tempo O(n), visto que a altura
de T é n+ 1. O nimero de nés internos com mais de um filho é menor do que o

numero de folhas de T. Além disso, nas chamadas correspondentes a tais nds, temos
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o célculo do foco F' como operagdo dominante do algoritmo (a qual pode requerer
tempo O(n?)). Consequentemente, o limite de tempo total para a geracao de todas

as extensoes de todas as subordens P, i = 1,...,n de P é O(n?u).

Acréscimos Lexicogréaficos de P

A segunda caracterizagdo apresentada em [12] relaciona ¢(P) a seqiiéncias de
ideais e extensoOes lineares. Para esta caracterizacio consideramos L e L' extensoes
lineares de P, com L = [ey, ey, ...,e,]. Um acréscimo lexicogrifico de P relativo a

(L, L"), é uma relagio bindria B,, obtida pela seguinte recorréncia.

By =0 (3)

B; = Bi1U{(ei,e)} U{(eq, €5)leq € S;U Ep  [Mg, N Ef(e:)l}, (4)

para todo 1 < i < n, onde S; é um ideal de B;_;, contendo Ep(e;). Como um
exemplo, considerando a ordem P representada na Figura 2.10, e as extensoes li-
neares L = [e, €9, €3, €4, €5, €6, €7, €3] € L' = [e1, e, €3, €4, €6, €5, €5, €7], podemos ter a
seqiiéncia de ideais S; = 0, So = 0, S3 = {e1}, Sy = {e1,e2} e S5 = {e1, e2}, a qual
conduz ao acréscimo lexicogréfico Bs representado na Figura 2.14(a). Considerando

Se = {e1, €2, €5}, temos Bg como representado na Figura 2.14(b).

Figura 2.14: (a) Acréscimo lexicogrifico Bs de P[Ej5] relativo a (Ls, L'[Es]);
(b) Acréscimo Bg de P[FEg) relativo a (Lg, L'[Eg)).
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O Teorema 2.15, devido a Corréa e Szwarcfiter, relaciona acréscimos lexicograficos

e extensoes.

Teorema 2.15 (Corréa e Szwarcfiter [12]) Sejam P uma ordem em E e L' uma
extensao linear fira de P. Eziste uma correspondéncia 1-1 entre extensoes de P e

pares (L, By), onde L é uma extensdo linear de P e B, € um acréscimo lexicografico

de P, relativo a (L, L').

Prova. Sejam L = [e,eo,...,¢e,] € L' extensoes lineares de P, e B, um acréscimo
lexicografico de P, relativo a (L, L'). Definimos Fy, Py, F; e P; como na prova do Teo-
rema 2.14 e denotamos L; = [eq, e, ..., ¢;]. Utilizaremos indug¢do para mostrar que
existe uma correspondéncia 1-1 entre extensdes P/ de P; e acréscimos lexicograficos
B; de P;, relativos a (L;, L'[E;]). O caso no qual ¢ = 0 é trivialmente vélido. Para
i > 0, devemos mostrar que B;, obtido através de (3)-(4), é uma extensao de P;, dado
que B;_1 é uma ordem em FE;_; e uma extensao de P;,_;. Inicialmente, mostramos que
B; é uma ordem em F;. Claramente, B; é reflexiva. Visto que B;_; é anti-simétrica
e e; ¢ um elemento maximal de B; segue que B; preserva anti-simetria. Para provar
que B; é transitiva, é suficiente examinar as transitividades em e;. Visto que e;
é um elemento maximal, o Unico caso a verificar é se (e;, ex), (ex, €;) € B; implica
(ej,e;) € B;, para todo e;,ej,er € E;. Se e;, ej, e, nao sao distintos, esta condigao
vale. Se e;, ej, e sdo distintos, entdo (ej,ex) € B;_1. Visto que (e, e;) € B;, segue
que e; € S; U S, onde S; é um ideal de Bi_y e S; = Ej_ [Mj N Ej(e;)]. Sabe-
mos que S; U S} é também um ideal de B;_;. Consequentemente, e, € S; U S| e
(ej,ex) € B;_1 implicam e; € S; U S.. Isto é, (ej,e;) € B, significando que B; é
transitiva. A conclusao é que B; é uma ordem em E;. Temos B; uma extensao de

P;, visto que B;_; é uma extensao de P;_y e S; D Ex(e;).

Por outro lado, seja P’ uma extensao de P. Mostraremos que P’ é também
um acréscimo lexicografico B, de P, relativo a (L, L'), onde L é a extensao linear

€1, ..., e, de P obtida como segue. Para ¢ = n, ..., 1 escolha e; como sendo o elemento
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maximal de P'[E \ {e;;1, ..., e, }] que estd mais & direita em L. Denotamos P/ =
P'[E;] e utilizamos indugdo. Para i > 0, assuma que P/_; = B; 1, onde B;_; é
um acréscimo lexicografico de P;_i, relativo a (L;_1, L'[E;_1]). Mostraremos que o
mesmo se aplica a P/, isto é, P/ = B;, onde B; é obtido de B; i, utilizando (3)-
(4). Considere S; = Ep_ [Mg N Ef(e;)], e defina S; = (Epy(€) \ 57) U Ep,(e:).
Precisamos mostrar que E;i,(ei) = S; U S]. Claramente, E;i,(ei) C S; U S], por
construgao. Seja e; € S; U S}, para algum j < i. Se e; € S; entdo ¢; € [E;i,(ei) U
Ep (ei)] = E;i,(ei), visto que P é uma extensao de P;. Se e; € S}, primeiro considere
ej € Mj_ N Ef(e;). Nesta situagio, e; € Ep,(es), caso contrério existe (pela
constru¢ao de L) um elemento maximal em P/ o qual estd situado a direita de
e; em I/, uma contradicdo. Se consideramos e; € Ep  [Mp,_, N Ef(e;)] entao
temos e; € EI;! (e;), por transitividade. Consequentemente, E;i,(e,-) =S5 US e

(3

Para mostrarmos que a correspondéncia é injetiva, consideramos B,, e B,, dois
acréscimos lexicograficos distintos de P, relativos a (L,L') e (L, L"), respectivamente,
onde L, L', e L sdo extensdes lineares de P. Observamos que se L = L entdo as
extensdes de P correspondendo a B, e B, sio distintas se e somente se existem
dois ideais distintos S; e S; nas seqiiéncias S, ..., S,, para B,, e Si,...,S,, para
B,. Portanto, considere L # L, sendo L a seqiiéncia ey, ...,e,. Entdo, existem
dois elementos e; e e;, j > 4, tais que e; se encontra a direita de e; em L. (Se
§ > i+ 1 entdo ou (ejy1,6;) € L ou (e;,e;41) € L. No primeiro caso, temos dois
elementos consecutivos em L aparecendo em ordem inversa em L. No segundo
caso, temos (e;41,¢;) € L, (€j,€;41) € L e podemos aplicar o mesmo argumento
considerando agora os elementos e;;1 e e;. Seguindo desta forma sucessivamente

para €;i1, €12, ..., €j_1, chegaremos a situacao na qual dois elementos consecutivos

em L aparecem em ordem inversa em L.) Considere, portanto, j =i + 1.

— . _
Provaremos que se P' e P sao as extensoes de P correspondendo a B,, e B,,

. ~ =y . o~ -/
respectivamente, entdao P’ # P'. Por contradi¢ao, assuma que P' = P. A ar-

gumentacao descrita a seguir é ilustrada na Figura 2.15. Visto que (ej,e;) € L,
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concluimos que (e;, e;) ¢ P'. Além disso, e; € ng_l, o que implica que (e;, e;) € L.
Segue disto que existe um elemento e; que esta entre e; e e; em L pois, caso contrario,
(ej,e;) € P' por (4). A relagdo (e;,e;) ndo pode estar em P’ visto que ¢ < j e
P' = B,. Além de estar entre e; e e¢; em L, e, tem que estar & esquerda de e; e
e; em L', de modo que (ej,e;) € P' e (ex,e;) € P'. Visto que (ej,ex) € P', temos
(e;,ex) € L. Novamente, P’ ndo pode conter (e;, e;). Consequentemente, existe
J <l <ktal que (e;,e) € P'e (e,er) € P, e e estd a esquerda de e;, e e e, em
L'. Este procedimento poderia ser repetido indefinidamente. Contudo, visto que E

é finito, chegaremos a uma contradigao, significando que P # P. O

SituagBes em L SituagBes em L

® o - @ - @

e e e e

[ 1 j i

oo . ® -0 .®.®

e e e e e e

i | k ] k i

U
€ € & & € & & €

Figura 2.15: Prova do Teorema 2.15.

O algoritmo GERAEXTENSOES- LEX(P) apresentado na Figura 2.16 para a gera-
¢ao de ¢(P) baseado no Teorema 2.15 gera inicialmente uma extensao linear fixa L'
de P. Para a geracao de cada extensao linear L de ¢(P), podemos utilizar o algoritmo
apresentado em [11], o qual requer tempo constante por extensao linear, apés um
pré-processamento O(n?). Calculamos os acréscimos lexicograficos de P relativos a
(L, L"), para toda exensdo linear L de P através de EXTENSOES-LEX(P/ ,,i,L,L").
Para cada i = 1,...,n, a geracao de ideais de P]_; pode ser executada utilizando-
se o algoritmo em [52]. Por [12], o algoritmo GERAEXTENSOES-LEX(P) pode ser

implementado em tempo O(n?u).
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Algoritmo: GERAEXTENSOES-LEX(P)
Seja L' € €1(P)
Para cada extenséo linear L € & (P) Faga

ExTENSOES-LEX(0,1,L,L")

Algoritmo: EXTENSOES-LEX(P/ ,,i,L,L")
Se 7 > n Entao
Enumere P,
Senao
A= UejEE;i ) P lei] U E;;_I[M;:!_l N E;} (e:)]
Para cada ideal S} de P/ ; \ A Faca
Si:=SIUA
Py =P U{(e; )} U{(e, ei)lej € Si}

EXTENSOES-LEX(P/,i + 1,L,L")

Figura 2.16: Enumeragao de extensoes baseada no Teorema 2.15.

Pares Passivos de P

Para a terceira caracterizagdo de €(P) apresentada em [12], é definido o con-
ceito de pares passivos e descritas algumas propriedades relacionadas. Seja I(P) o
conjunto de elementos incomparaveis de P. Um par w € I(P) é chamado passivo
quando P + w é uma ordem. Denotamos por W (P) o conjunto de pares passivos
de P. Como exemplo, considerando P a ordem da Figura 2.17, temos W(P) =
{(e1,es), (e, €7), (e2,€9), (e3,€2), (e3,€4), (€s,€2), (es,€5), (e5,¢6), (€6, €7), (€7, ¢€9),
(eg,eg)}. Considerando F C I(P), denotamos por (P, F') o conjunto de todas as
extensoes de P nao possuindo pares pertencentes a F. Isto é, P’ € ¢(P,F) se e
somente se P’ é uma ordem em E tal que P’ O Pe P'NF = (). O seguinte teorema,
devido a Corréa e Szwarcfiter [12], descreve um método para computar o conjunto

e(P,0) de todas as extensdes de P.
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Figura 2.17: Conjunto de pares passivos W (P) = {(e1, e3), (e2, e7), (e2, e9),

(€3, €2), (€3, 1), (€4, €2), (€4, €5), (€5, €5), (€5, €7), (€7, €9), (€9, €5) }-

Teorema 2.16 (Corréa e Szwarcfiter [12]) Seja P uma ordem em E, I(P) seu
conjunto incompardvel, F C I(P), W o conjunto dos pares passivos de P e (P, F)

o conjunto de todas as extensioes de P, nao possuindo os pares em F'. Entao
e(P,F) ={P}, quando W C F. (5)
Caso contrdrio,
e(P,F)={P}U,_. ,6(P+wg FU{wi,...;wg1}), (6)

onde W\F = {wy, ..., w;}. Além disso, os subconjuntos em (6) formam uma parti¢io

dee(P, F).

Em um algoritmo recursivo derivado desta caracterizagdo, a cada chamada de
e(P,F), se W(P) C F entao ndo podemos inserir pares passivos e retornamos
P. Caso contrario, retornamos P e chamamos recursivamente ¢(P + w,, FU {wy,
.yWg—1}). Observamos que a cada enumeragdo de uma extensao, o algoritmo re-
quer o cdlculo do conjunto W (P) de pares passivos para a ordem corrente P. Para
a descrigdo de métodos convenientes apresentados em [12] para o cdlculo do con-
junto W(P) de pares passivos, consideramos e;, e;, e, elementos distintos de E, com

(€i,e;) € I(P). Dizemos que e é um elemento ativo para (e;,e;) em P quando ou
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(ej,ex) € P e (e;,ex) € I(P), ou (7)

(ek,ej) € I(P) e (€k,€i) € P. (8)

Estes casos sdo ilustrados na Figura 2.18. Denotamos por A;;(P) o conjunto de
todos os elementos ativos para (e;,e;) em P. O préximo lema, devido a Corréa e

Szwarcfiter [12], relaciona elementos ativos e pares passivos.

Figura 2.18: Casos (7) e (8).

Lema 2.1 (Corréa e Szwarcfiter [12]) Seja P uma ordem em E, I(P) seu conjunto
incompardvel e (e;,e;) € I(P). Entdo (e;,ej) € um par passivo se e somente se

A;;(P)=0.

Os préximos dois lemas sao utilizados para descrever as mudancas nos conjuntos de
elementos ativos, quando acrescentamos uma relagdo (es, e;) & ordem P. O Lema
2.2 caracteriza os elementos ativos em P que ndo sdo ativos em P + (e, €;), para
algum par passivo (es, e;), enquanto o Lema 2.3 caracteriza os elementos que sao

ativos em P + (es, e;) mas nao sao em P.

Lema 2.2 (Corréa e Szwarcfiter [12]) Seja P uma ordem em E, (es,e;) um par
passivo em P, (e;,e;) um par incompardvel em P + (es,et) € e, € E. Entio e, €

Aij(P)\ Aij(P + (es, €e;)) se e somente se

es =€, e = e e (ej,ep) € P, ou 9)

es = ek, e = ¢€; e (e, e;) € P. (10)
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Figura 2.19: Casos (9) e (10).

Lema 2.3 (Corréa e Szwarcfiter [12]) Seja P uma ordem em E, (es,e;) um par
passivo em P, (e;,e;) um par incompardvel em P + (es,e;) e e, € E. Entio e, €

Aij(P + (es,er)) \ Aij(P) se e somente se

es = ek, e =e; e (eg,e;) € I(P), ou (11)
es =ej, e, =ey e (e, ex) € I(P). (12)
6=c@® 6=c@®
@€ @€
e-e@ e-e@
s k S J

Figura 2.20: Casos (11) e (12).

Em um algoritmo para a geracao de todas as extensoes de P baseado no Teo-
rema 2.16, é necessario o calculo do conjunto de pares passivos de uma ordem para
cada extensao gerada. Considerando w, € W (P) o g-ésimo par em uma ordenacao
arbitraria de W (P), em [12] é descrito um processo para calcular W (P +w,) a partir

de wy e W(P), o qual utiliza os Lemas 2.1-2.3.

Considerando Wy, = W(P) \ W(P + w,) e Wy = W(P + w,) \ W(P), podemos
obter W (P +w,) de W(P) adicionando a este os pares de W, e removendo os pares
de W;. Notamos que o par w, e seu simétrico w, nao pertencem a W (P + w,) visto
que nao sdo pares incompardveis de P + w,. Seja A;;(P) o conjunto de elementos

ativos para um par incomparavel (e;,e;) € I(P), e seja a;; = |A4;;(P)]. O Lema
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2.1 assegura que os pares passivos de P sdao exatamente os pares (e;, e;) tais que
a;; = 0. Os Lemas 2.2 e 2.3 descrevem as condigoes para que o valor de a;; tenha
um decréscimo ou um acréscimo, respectivamente, quando incluimos um par passivo
wy em P. Observamos que se a;; tem seu valor decrescido de 1 para 0 entdo (e;, ;)
¢ um candidato a ser incluido em W5, e se a;; tem seu valor acrescido de 0 para
1 entdo (e;,e;) é um candidato a ser incluido em Wi. Se (e;,e;) # w, é um par
proibido em P, também o serd em P + w,. Consideraremos W'(P) = W(P) \ F,
tal que (e;, e;) é incluido em W, exatamente quando o valor de a;; decai para 0 e

(€i,e;) € F. O método é descrito na Figura 2.21.

Algoritmo: Ext(Wy, Ws)

Enumere P

W' = (W'\ W) U W,

Se W' # () entdo

Para q :=1,...,|IW'| Faga

w, := g-ésimo par de W'
CALCULAR(W{, W3, w,)
P :=P+w,
1= 1\ g, 7}
Se ¢ > 1 Entao F':= F + w,_;
Ext(W/{, W3)
P:=P—-uw,
I:=T1U{w,wg}
Recuperar os a;;’s

Recuperar W’

F:=F\W

Figura 2.21: Algoritmo enumerando todas as extensoes de P

nao contendo pares proibidos.

40



O algoritmo EXT enumera todas as extensoes de P nao contendo os pares de
F. Sendo w, € W' temos W{, W3 C I(P) tais que (W'\ W{) U W, é exatamente o
conjunto de pares passivos de P + w,, que nao estao em F. Os conjuntos W/ e Wj
sao calculados através da chamada ao procedimento CALCULAR(W/, W, w,). No
algoritmo apresentado na Figura 2.23, temos o processo de inicializagéo (o qual inclui
o célculo dos valores a;; € do conjunto W’) e a chamada a EXT. Com a utilizacio
de estruturas de dados padrao (P e F' sao matrizes n x n, enquanto W', W/, Wj sao
filas) requerendo espaco O(n?), o algoritmo enumera as extensdes de P em tempo

O(m 4+ nu), como mostrado em [12].

Algoritmo: CALCULAR(W;, Wy, w,)
Seja (es, e;) 0 par w,
Wi = {(es, er), (er,€5) }
Wy = (Z)
Para z:=1,...n,z # s,t Faga
Se (es,e,) € I e (e,,e;) € P Entao
Qgr = Qg, — 1
Se a5, =0 e (es,€,) ¢ F Entao
Wy =Wy U {(es,e,)}
Se (es,e,) € P e (e, e;) € I Entao
Ayt 2= Gy — 1
Se a,;, =0e (e,,¢e) ¢ F Entao
Wy = WU {(e,, &)}
Se (es,e,) € I e (e, e,) € I Entao
agy := g, + 1
Qps = Gy + 1

Wi =Wy U {(es e,), (e, €5)}

Figura 2.22: Algoritmo que constréi os conjuntos Wi e Wo

a serem utilizados em EXT.
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Algoritmo: EXTENSOES(P)
Encontre o conjunto incomparavel
W'=10
F:=0
Para cada par (e;, e;) € I Faca
Calcule a;;
Se a;j = 0 Entao W' := W'U{(e;, €;)}
ExTt(0,0)

Figura 2.23: Enumeracao das extensoes de uma ordem baseada no Teorema 2.16.
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Capitulo 3

Extensoes Arboreas

3.1 Caracterizacao de Extensoes Arbodreas

Como uma aplicagio da segunda caracterizagao de £(P) em [12], serd apresentado
nesta secdo um procedimento para a geracao de extensoes arbéreas P’ de uma dada
ordem P. Inicialmente, definiremos um conjunto () de pares pertencentes a qualquer
acréscimo lexicografico arbéreo da ordem P relativo as extensoes lineares L e L' de

P. O conjunto @) serd utilizado na geracao dos acréscimos lexicograficos arboreos

de P.

Seja L = [ey,...,e,]. Para cada 1 < i < n, se Ef(e;) N EL(e;) # 0, entdo
considere u; € Ej (e;) N EL (e;) tal que Ef (w;) N E; (e;) N EL(e;) = 0 e defina
N=(e;) = E; 1 N Ef(u;). No caso de E; (e;) N E,(e;) = 0 defina N~ (¢;) = E; ;.
Seja N = [J;_{(ej,ei)le; € N~(e;)}. Seja Qny1 o fecho transitivo de P U N. Para
i =mn,..,1, seja Q; o fecho transitivo de Q;11 U R(e;), onde R(e;) = {(e;,ex) €

Llej, e € E63¢+1(6i)}' Para o préximo lema, seja @ = Q.

Lema 3.1 (@ ¢ uwma extensdo arbdrea de P. Além disso, se B, é um acréscimo

lezicogrdfico arbdreo de P relativo a (L,L'), entdo @ C B,.

Prova. Vistoque P C Q41 C @, C ... C @4, temos @); reflexiva para 1 <1 < n+1.
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Além disso, @); é anti-simétrica e transitiva visto que @); é o fecho transitivo de
Qir1 U R(e;), Qiv1 UR(e;) C L, e L é uma extensao linear de P. Desta forma, @ é

uma extensao de P.

Suponha que @ nao seja arborea. Entao existem uma ordem @); e um elemento
em, com 1 <[ <m < n, tais que Eél(em) nao é totalmente ordenado em ;. Tome
[ méximo, e considere e;,e; € Eél(em) dois elementos incomparaveis em ;. Se
| = m, entdo um dentre e;, e, ou ambos nao pertencem a E@H(el), caso contrario
(ej.ex) € R(er) € (e, ex) € Qi Sem perda de generalidade, suponha e; & Eg, . (er).
Visto que e; € Ej () e (ej,e1) ¢ R(e), temos que (ej,e;) ¢ uma relagdo obtida
pelo fecho transitivo e existe € E tal que (ej,z), (z,e;) € Qip1 U R(e). Seja
(ej,z) € Qur1- Se (z,e) € Qi1 U R(e) temos (ej,e;) € Qi41, contradizendo a

suposigao inicial. Logo, Eg (&) = Eg, (1)

Se | < m, entdo ou um dentre e;, e, ou ambos nao pertencem a Eém(em), caso
contrario estariamos contradizendo o fato de [ ser maximo. Sejam e € Eém(em),
ej € Eq,,,(em) € €j € Eg (en). Podemos afirmar que (e, e,,) é uma relacao obtida
pelo fecho transitivo. Observamos que se (e;, en) € R(e)) entdo en, € Eg,  (er), 0 que
contradiz [ < m. Desta forma, existe z € E tal que (ej,z), (z,en) € Qi+1 U R(ey).
Temos (z,e,) € Q1. Além disso, (ej,z) € R(e) pois caso contrrio terfamos
(€j,em) € Qi1 por transitividade. Como z, ey € E@H(em) e | é mdximo, temos z
e e, compardveis em Q1. Se (ex, ) € Q41 entdo, visto que (x,¢e;) € @1, temos
(e, e) € Q1. Logo, ou (ej,ex) € R(e;) ou (er, e;) € R(e;), contradizendo e; || e
em ;. Se (z,ex) € Q41 entdo, visto que (e;, x), (z,ex) € Qy, temos (e;, ex) € Q; por
transitividade, contradizendo e; || ex em Q. Se ej,ex & Eg, . (em) € I < m, entdo
(€}, em), (ex, em) sdo relagdes obtidas pelo fecho transitivo. Isto é, existem x e y tais
que (e;, ), (%, en), (€, ¥), (¥, em) € Qiy1UR(e;). Claramente, (z,en,), (¥, em) € Qi1
e, consequentemente, (e;, ), (ex,y) € R(e)). Porém, ej,e; € Eém(el) contradiz

e; || ex em Q.

Sendo () uma extensao arbérea de P, resta-nos provar que se B,, é um acréscimo

lexicografico de P relativo a (L,L') e B, é arbéreo, entdo Q C B,. Inicialmente,
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mostraremos que N~ (e;) C Ejp (e;), para 1 < i < n. Por defini¢do, temos N~ (e;) C
Ef (e). Se ej € N~ (e;) é um elemento maximal em B;_; entdo (e;,e;) € B;, pela
definigao de acréscimo lexicogréfico. Se e; € N~ (e;) ndo é maximal, entdo existe um
elemento maximal e, € Ef;  (e;). Visto que ey € Mz NEY, (e;) temos (e, e;) € B;
e, por transitividade, (e;,e;) € B;. Portanto, (e;,e;) € By,. Desta forma, podemos
concluir que PUN C B,. Visto que B, é transitiva, temos (),+1 C B,. Para
i = mn,..,1, suponha @Q;y; C B,. As relacbes em @Q; \ Q;41 sdo as relagdes em
R(e;) necessérias para que Eg,, (e;) seja um conjunto totalmente ordenado em Q;
e as relacoes necessarias para que (; seja transitiva. Desta forma, ) constitui um

conjunto de relacoes necessarias para que B, seja uma extensao arborea de P. []
Considere a seguinte recorréncia.

Di = Di 1 U{(es, )} U{(eg, &)leg € S; U Ep_ [M} 1 Ef(e:)]}, (14)
onde S; é um ideal totalmente ordenado de D; ; contendo Eg(e:).
Lema 3.2 D, ¢é um acréscimo lezicogrdfico arbéreo de P, relativo a (L,L").

Prova. Mostraremos inicialmente que se S, é um ideal totalmente ordenado
de Dy contendo E, (ex), para 1 < k < i — 1, entdo existe um ideal totalmente
ordenado S; de D;_; contendo E (e;). Sabemos que Mp,_ NEj (ex) € N~ (ex). Isto
se deve ao fato de que se consideramos e, = ug, e; € M}, NEj (ex) e e; & N~ (eg),
entdo e; € E () e e € By, (ep). Vistoquee; € Mp,_, temose; € M NEY, (ep).
Consequentemente, (ej,e,) € D,, contradizendo e; ser maximal em Dj_;. Logo,
Mp  NEf(ex) € Eg(ex), e My, N Ef,(ex) é um conjunto totalmente ordenado
em Djy_;. Seja e, o elemento maximo em D; 1[E (e;)]. Temos entdo E7,._ [e,] um

ideal totalmente ordenado de D; ; contendo Ej (e;).
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Temos D,, um acréscimo lexicografico de P relativo a (L, L) visto que S; é um
ideal de D; , contendo Ej(e;) e Ep(e;) C Eg(e;), para i = 1,...,n. Além disso,

visto que S; é totalmente ordenado, D,, é uma ordem arbérea. [

Observamos que no caso de My N Ef(e;) # 0, temos Mp_ N Ef(e;) =
{ei—1}. Isto se deve ao fato de que se Mj,_ N Ef (e;) = {en} e ep # €1, entdo
en € Mf. . Visto que e;_; é maximal em D;_y, temos e,_1 & Ef (e;). Segue
disto que (e;_1,e;) € L'. Pelo fato de (e;,ep) € L', temos e, € E/ (e; 1). Logo,
(én,€i-1) € D;_ 1, contradizendo e, ser maximal em D; ;. De acordo com o Lema
3.2, temos Mf,_ N Ef,(e;) € Eg(e;). Consequentemente, na recorréncia (13)—(14)

podemos suprimir E7, _ [M}, U E},(e;)], obtendo a seguinte recorréncia.

D; = D; 1 U {(ei,e)} U {(eg, €5)leq € Sit, (16)

onde S; é um ideal totalmente ordenado de D; ; contendo E,(€;). Desta forma, a
geracdo de todos os acréscimos lexicogréficos arbéreos B,, de P relativos a (L, L)

pode ser estabelecida.

Teorema 3.1 Se B, é um acréscimo lexicogrdfico arbdreo de P, relativo a (L, L")

obtido pela recorréncia (3)—(4), entao B, € obtido pela recorréncia (15)-(16).

Prova. Temos S; um ideal totalmente ordenado de B;_; visto que, caso contrario,
By, nao seria arbéreo. Pelo Lema 3.1, temos Eg, (e;) C S; pois as relagoes em @ sao
necessarias a qualquer acréscimo lexicografico arbéreo B, de P relativo a (L, L').
Logo 5; ¢ um ideal totalmente ordenado de B;_; contendo E, (e;), parai=1,...,n.

g
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3.2 Geracao de Extensoes

Para a geragao dos acréscimos lexicograficos arbéreos de P relativos a (L, L'),
devemos construir @) (relativo a (L, L')) para a posterior aplica¢ao do procedimento
recursivo implicito na recorréncia (15)—(16). Inicialmente, a construgdo de PU N e
o cdlculo de seu fecho transitivo podem ser executados em tempo O(n?) e O(mn),
respectivamente. Para i = n,...,1 devemos construir ;11 U R(e;) e calcular seu
fecho transitivo. A construgao de Q;,1 U R(e;) pode ser executada em tempo O(n?),
enquanto que seu fecho transitivo pode ser obtido em tempo O(nm;), onde m; =
|Qir1 U R(e;)|. Portanto, através da aplicagao direta do algoritmo em [27], temos

que @ pode ser construida em tempo O(n® + n?m’), onde m' = |Q)|.

Apbs a construcao de @), o procedimento recursivo implicito requer a geracao dos
ideais totalmente ordenados S; em D, ; contendo Eé (e;), como apresentado nas Fi-
guras 3.1(a) e 3.1(b). Observamos que devemos ter Ej,  [e]] € Sie S; C Ep, [e]U
E},._ (eg), onde e, é o elemento maximo de D;_1[Ey (e;)]. Portanto, podemos gerar
os ideais totalmente ordenados S'; de D;_1[E}, _ (e,)] e definirmos S; = E},._ [e,] U
S7;. Tal geracdo pode ser executada em tempo constante por ideal se partimos
do digrafo cobertura G.(D;_1[E},_ (eg)]) de D;_1[E},._ (e,)]. Consequentemente,
considerando como opera¢ao dominante a construgao de @, a qual possui O(n?)
relagoes, podemos implementar o procedimento de geracao das extensoes arbéreas

de P em tempo O(n*) por extensao.

Algoritmo: GERAEXT-ARBOREAS(P)
Seja L' € ¢1(P)
Para cada extenséo linear L € & (P) Faga
Gere @
ExXT-ARBOREAS((,1,L,Q)

Figura 3.1(a): Geragdo de extensdes arbéreas baseada nos Teoremas 2.15 e 3.1.
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Algoritmo: EXT-ARBOREAS(D;_1,i,L,Q)
Se 7 > n Entao
Enumere D;_;
Senao
Se E,(e;) # ) Entdo
eq = elemento mdximo de D;_1[E (e;)]
Di_; = Di1[E}_, (e)]
St = By [ed]
Senao
D, ,:=D;
Sii=10
Para cada ideal totalmente ordenado S; de D} , Faga
S;:=SIU Sy
D;:=D;_1 U{(e;,e;)} U{(ej,ei)|e; € S;}
ExT-ARBOREAS(D;i + 1,L,Q)

Figura 3.1(b): Geracgdo de extensoes arbéreas baseada nos Teoremas 2.15 e 3.1.

Como um exemplo, consideraremos a ordem P apresentada na Figura 3.2.

Figura 3.2: Ordem P.

As extensoes lineares de P sao:
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Ly = [e1, €9, €4, €3, €5],
Ly = ey, ea, €3, €4, 5],
L3 = ey, e3, €9, €4, €5],
L, = [e1, e3, €9, €5, €4],
Ls = [e1, e, €3, €5, €4],
L¢ = [es, €1, €3, €5, €4],
L7 = [es, €1, €3, €4, €3],
Lg = [eq, €1, €4, €3,€5], €

Ly = [62,64,61,63,65]-

A ordem P possui 39 extensoes, das quais 15 sao extensbées arboreas. As Fi-
guras 3.3(a), 3.3(b) e 3.3(c) apresentam as extensdes de P obtidas pela aplica¢do da
recorréncia (15)—(16), considerando-se Ly uma extensao linear fixa de P. Para cada
extensao linear L de P, é apresentada a ordem @ relativa a (L, L'). Nas Figuras

3.4(a) e 3.4(b) sao apresentados os diagramas de Hasse das Extensoes 1-15.

(L1, Lo) Ly = [e1, e, €4, €3, €5]
Eq(e1) Eq(e2) Eq(e4) Eq(es) Eq(es)
0 {ei} {e1,e2} {e1,e2,e4} {e1,e2,e4,e3}
Ep, (e1) Ep,(e2) Ep,(e4) Ep,(e3) Ep, (es)
1. 0 {e1} {e1,e2} {e1,e2,e4} {e1, €2, 4,3}
(L27L2) L2 = [61,62,63,64,65]
Eg(e1) Eg(e2) Eq (es3) Eg(es) Eg(es)
0 {e1} {e1,ea} {e1,ea} {e1,e2,e3}
EBI (61) EBQ (62) El_)3 (63) EB4 (64) EB5 (65)
2. 0 {61} {61562} {61562} {61762563}
3. {e1,e2,e3} {e1,e2,e3}
4. {61162563764}

Figura 3.3 (a): Geragao de extensoes arbéreas de P.
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(L3, Lo)

L3 = [61a €3, €2, €4, 65]

EZ (61) Eé (63) EC_2 (62) Eé (64) Eé(e5)
@ {61} {61,63} {61,63,62} {61,63,62}
Ep, (e1) Ep, (e3) Ep, (e2) B}, (e4) Ep, (es)
5. 0 {ei} {e1,es} {er,es e} {e1,e3,e2}
6. {e1,e3} {e1,e3,e2} {e1,es3,e2,e4}
(L4, L2) Ly= [61, €3, €2, €5, 64]
E; (e1) Eg (es) Eg(e2) Eg(es) Eg(es)
0 {e1} {e1,e3} {e1,e3,e2} {e1,e3,e2,65}
B, (e1) B, (e3) B, (e2) Ep,(es) Ep,(ea)
7. @ {61} {61,63} {61,63,62} {61,63,62,65}
(L5, L2) Ls = [61, €2, €3, €5, 64]
E; (e1) Eg(e2) Ej (es) Eg(es) Eg(es)
@ {61} {61562} {61562563} {61162563,65}
B, (e1) B, (e2) B, (e3) Ep,(es) Ep,(€4)
8. 0 {e1} {e1,ea} {e1,e2,e3} {e1, 2, 3,65}
(LG; L2) L¢ = [62, €1, €3, €5, 64]
E (e9) Eq (e1) Eé(eg) Eq (e5) Eé(e4)
@ {62} {62,61} {62,61,63} {62,61,63,65}
Ep (e2) Ep, (e1) Ep,(e3) Ep,(es5) Ep, (e4)
9. 0 {es} {es, €1} {e2,e1,e3} {e2,e1,e3,€5}
(L7, L2) L, = [62, €1, €3, €4, 65]
E (e9) Eq (e1) Eé(eg) Eq (eq) Eé(eg,)
0 {ea} {e2,e1} {e2} {e2,e1,e3}
Ep, (e2) Ep,(e1) Ep,(e3) Ep,(e4) Ep,(es)
10. 0 {e2} {e2, €1} {e2} {e2,e1,e3}
11. {62561} {62761563}
12. {e2,e1,e3} {ez,e1,e3}
13. {e2,e1,€3,€4}

Figura 3.3 (b): Geracao de extensoes arbéreas de P.
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(Ls, Lo)

Lg = [62,61,64,63765]

Eq(e2) Eg(e1) Eg (e4) Eg(es) Eg(es)
0 {e2} {e2,€1} {e2,e1,e4} {e2,e1,e4,€3}
EBI (62) EBQ (61) E53 (64) EB4 (63) EB5 (65)
14. 0 {e2} {e2, €1} {e2,€1,€4} {e2,e1,e4,€3}
(Lg,LQ) Ly = [62,64,61,63,65]
Eq(e2) Eq (eq) Eg(e1) Eg(es) Eg(es)
0 {e2} {e2, €4} {e2,e4,€1} {e2,e4,e1,€3}
EBI (62) EBQ (64) E53 (61) EB4 (63) EB5 (65)
15. 0 {e2} {e2, €4} {e2,€4,€1} {e2,e4,e1,€3}
Figura 3.3 (c): Geracao de extensoes arbéreas de P.
1. 3. 4, 5.
e es
e e4
e 63
e 62
e el
6. 8. 9. 10.
e e4 64 64
e e, e e, e
e e, e, e, e,
e e, e, e e e,
e e e e e

Figura 3.4 (a): Extensoes arbdreas de P.
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11. 12. 13. 14. 15.

& & &
€ €, €,
es e4 el
e1 e1 e A
€ € €

2 2 2

Figura 3.4 (b): Extensoes arbdreas de P.
Observamos que em [57] é apresentado um algoritmo para a geracao de extensoes
florestas de uma ordem P, i.e extensoes cujos diagramas de Hasse sao grafos aciclicos.

Tal algoritmo requer tempo O(n?) por extensao gerada apés um pré-processamento

em tempo O(nm).
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Capitulo 4

Extensoes Ordens Fracas

4.1 Caracterizacao de Extensoes Ordens Fracas

Como uma segunda aplicagao da caracterizagio de e(P) em [12], serd apresentado
neste capitulo um procedimento para a geracao de extensoes ordens fracas P’ de uma
dada ordenacao parcial P. Para o seguinte teorema, consideramos S; um ideal de

B;_; contendo E;(e;) e S; = Ep_ [Mf_ N Ef(e)].

Teorema 4.1 Seja B; 1 um acréscimo lexicogrdfico de P; 1 relativo a (L; 1, L'[F; 1)),
e considere B;_1 uma ordem fraca. Entao B; € uma ordem fraca se e somente se ou

SiUS;=Ei 1, ouS;US;=FE; 1\ My_.

Prova. Seja B;_; uma ordem fraca, e S; US] = Ej_y ou S; U S] = E;_y \ My, .

Suponha que B; nao seja uma ordem fraca. Neste caso, podemos ter
(i) (ej,ex) € By, €; || €i e ex || e; em B;, ou
(11) (€j,€i) € Bi, €; || e € e; || e, em B;

como uma subestrutura proibida para ordens fracas em B;.

Se S; US! = E;_; entdo (ex,e;) € B; e, portanto, ndo podemos ter em B;

as subestruturas descritas em (i) e (ii). Seja S;US; = E; 1 \ Mg _ . Supondo
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a subestrutura em (i), (e;,ex) € B; implica e; € E;_1 \ Mj,_ e, portanto, ndo
podemos ter e; || e; em B;. Supondo a subestrutura em (i), temos e; € E;_1 \ M5, |
e e, € Mj . Visto que e; || e, em B; 1, existe ¢ € My  tal que (ej,e) €
B; . E facil ver que (e1,ex) & Bi_1 pois, caso contrario, teriamos (ej,ez) € B;_;
por transitividade. Além disso, temos (ex,e;) ¢ B;_1 pois e € M;i_l. Portanto,
(ej,e1) € Bi_1, ek || €; € ex || e formam uma subestrutura proibida para ordens

fracas em B;_;.

Por outro lado, suponha B;_; e B; ordens fracas, com S;US; # E;_1 e S;US, #

E; 1\ Mg, . Podemos ter uma das seguintes possibilidades:
(a) (S;US)NMZ =0, ou
(b) (S:US) N M, #0.

No primeiro caso, existem e; € E; 1\ Mg  eex € My | tais que (ej, ex) € By 1
e ej, e, ¢ S;US.. Portanto, temos uma subestrutura proibida para ordens fracas em
B;. No segundo caso, sabemos que se MEH C S;US], entdo S; US, = E; ;. Por
tal fato, suponha e;, e; € MEH tais que e; € S; U S] e e, & S; US;. Temos (e, ¢;),

ex || i e ek || e; formando uma subestrutura proibida para ordens fracas em B;. [J

Supondo uma ordem fraca P, temos E}(e;) = Ef(ex) e Ep(ej) = Ep(e;) para
qualquer par de elementos incomparaveis e;, e, € E. Além disso, podemos represen-
tar P por k anticadeias Aq,...A; de alturas 1, ..., k, respectivamente. Desta forma,
a geracdo de ordens fracas baseada na caracterizacdo de ¢(P) apresentada em [12]
pode ser interpretada como a insercao do elemento maximal e; na anticadeia de
altura maxima M7, de B;_; ou na criacdo de uma anticadeia M} em B; formada

apenas por e;.
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4.2 Geracao de Extensoes

Visto que a propriedade de uma ordem ser fraca é hereditaria, devemos ter
By, ..., B; 1 ordens fracas para que B; seja uma ordem fraca. Desta forma, con-

siderando

Ez',l, se E;(ez) N Mgi—l 7é @

+ =
E; you E;_y\ Mp,_, caso contrdrio

Ez'—l; Sse E[_t—’ (6,) N Ml;_l 7é @

+ -
E; you E; 1\ Mg, caso contrdrio

para todo 1 < i < n, a recorréncia (3)—(4) pode ser aplicada para a geragao de todas

as extensoes ordens fracas de P.

Algoritmo: GERAEXT-ORDENS-FRACAS(P)
Seja L' € €1(P)
Para cada extensao linear L de P Facga

ExT-ORDENS-FrACAS((,1,L,L")

Algoritmo: EXT-ORDENS-FRACAS(B;_1,i,L,L")
Se : > n Entao
Enumere B; ;
Senao
Se Ep(e;) N Mf_ =0 e Ef(e;) " My _ = 0 Entdo
Bi == Bi_1 U{(ei,e))} U{(ej. ei)lej € Ei 1 \ M3, | }
ExT-ORDENS-FRACAS(B;,i + 1,L,L)
B; = B;_1 U{(e;,e;))} U{(ej,ei)lej € Eiq }
ExT-ORDENS-FRACAS(B;,i + 1,L,L")

Figura 4.1: Geraco de extensoes ordens fracas baseada nos Teoremas 2.15 e 4.1.
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Observamos que as verificacoes E (e;) "My # 0 e Ef,(e)) N My # 0 podem
ser efetuadas em tempo linear. Portanto, com a aplicagdo da recorréncia (3)—(4), a
geragio das extensoes ordens fracas de P pode ser executada em tempo O(n?) por

extensao.

Como exemplo, consideraremos a ordem P apresentada na Figura 4.2.

Figura 4.2: Ordem P.

As extensoes lineares de P sao:

L1 = [e1, e, €4, €3, €3],
Ly = [e1, e, €3, €4, €3],
L3 = [e1, e, €3, €5, €4],
Ly = [e1, €3, €9, €5,¢4], €

Ls = [61,63,62,64,65]-

A ordenacao parcial P possui 14 extensoes, das quais 3 nao sao ordens fracas:

P =P
P" = {(61, 62)5 (ela 63): (617 64), (62, 64)5 (61, 65)5 (625 65): (63, 65), (64, 65)}7 €

P" = {(e1,e2), (e1,€3), (ea, €3), (€1, €s), (€2, €4), (€1, €5), (€2, €5), (€3, €5) }-

As subestruturas proibidas para ordens fracas em tais extensoes sdo compostas,

respectivamente, por {{es, e}, {es}}, {{e2, €4}, {e3}}, e {{es,e5},{es}}
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As Figuras 4.3(a) e 4.3(b) apresentam as extensoes ordens fracas de P obtidas
pela aplicagdo do algoritmo descrito na Figura 4.1, considerando-se L, uma extensao
linear fixa de P. Na geragdo dos acréscimos lexicograficos de P relativos a (L, Ls), se
By = {(e1, e2), (e1,e3)} e Ep, (es) = {e1, €2}, entdo temos Ey (es) # E3 e Ep (es) #
Es\Mj . Se By = {(e1,€2), (€1, €3), (e1,€4), (€2, €3), (e2,€4)} € Ep_(e5) = {e1, €2, €3},
temos Eg (e5) # Ey e Eg (es) # E4\M4,. Tais situagbes correspondem as extensoes
nao geradas pelo método descrito. Na Figura 4.4 sdo apresentados os diagramas de

Hasse das Extensoes 1-11.

(L17L2) Ll = [61762764763765]

Ey (e1) Eyg, (e2) Ep. (es) Epg, (e3) By (es)
L. 0 {e} {e1,e2} {e1, e, e4} {e1,e2,e4,e3}
(LQ;LQ) L2 = [61’62’63’64765]

Eg (e1) Eg (e2) Ep.(e3) Ej, (e4) Eg (es)
2. 0 {ei} {er} {e1,e2,e3} {e1,e2,e3}
3. {61362563764}
4. {e1,e2} {e1,e2} {e1,e2,e3,e4}
5. {e1,e2,e3} {e1,e2,e3}
6. {61362563764}
(Ls, L) L3 = [eq, €9, €3, €5, €4]

Egl (61) E]§2 (62) EE3 (63) El_34 (65) EEs (64)
7. @ {61} {61} {61562563} {61562563565}
8. {61762} {61762563} {61162563765}
(La, Lo) L, = [e1, e3, €9, €5, €4]

Ep, (e1) Ep,(e3) By, (e2) Ep,(es) Ep, (e4)
9. 0 {e1} {e1,e3} {e1,e3,e2} {e1,e3,e2,e5}

Figura 4.3 (a): Geragao de extensdes ordens fracas de P.
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(L5,L2) L= [61,63,62,64,65]

Egl (el) E§2 (63) Egs (62) E§4 (64) Egs (65)
10. @ {61} {61,63} {61,63,62} {61,63,62}
11. {61363562764}

Figura 4.3 (b): Geracdo de extensoes ordens fracas de P.

e
2 e e,
e
2 e e,
e e
1 1
6 7 8 9 10
e, e e
e e, e,
e3 e3 e2
ez e2 e3
e e e

11.

Figura 4.4: Extensoes ordens fracas de P.

Em [6] sdo apresentados por Bertet, Gustedt e Morvan algoritmos para a geracao

de extensoes ordens fracas de uma ordem P. Para tais algoritmos, é inicialmente
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definido um grafo WE(P) = (Ap, Eye), onde Ap é o conjunto das anticadeias de P.
Para a defini¢do do conjunto de arestas de W E(P), se consideramos A e A’ duas

anticadeias distintas de P, temos (A, A’) € Ey. se e somente se valem
(i) AC Ep[AT, e
(i) A"\ A= Ep[A]\ Ep[A].

Bertet, Gustedt e Morvan mostraram uma correspondéncia 1-1 entre todos os
caminhos de W E(P) da tnica fonte ao inico sumidouro e todas as extensoes ordens
fracas de P. Além disso, com uma modificagdo da defini¢do das arestas de W E(P)

de forma que (A, A’) € Ey,. se e somente se
(i) AC Ep[AT], e

. .
(i) ANAC My

é mostrado que as extensoes ordens fracas de P podem ser geradas em tempo
O(nyA + m) e espago O(m), onde m é o nimero de comparabilidades da reducao
transitiva de P, n,, é o numero de extensoes ordens fracas, e A é o nimero maximo

de sucessores imediatos dos elementos de P.

Com o céomputo do digrafo W E(P), explicitamente, é apresentado em [6] um
método de geracao das extensoes ordens fracas de P, o qual requer tempo
O(m'wlogn+ny) e espago O(wn'+m'), onde n’ é o niimero de nés de W E(P), m’
é o niimero de arcos de WE(P), e w a largura de P. Para a geragao de extensoes
ordens fracas minimais de P — ou seja, extensdes ordens fracas () tais que nao existe
extensdo ordem fraca @' de P com @' C (Q — é apresentado um algoritmo o qual
requer tempo O (nym,(w? +m)) e espagco O(m), onde n,,, é o niimero de extensoes
ordens fracas minimais de P. Além de resultados estruturais e de geracao, em [6]
é mostrado que o numero n,, de extensoes ordens fracas de P é uma invariante de

comparabilidade, enquanto o nimero n,,, de extensoes ordens fracas minimais de

P nao é uma invariante de comparabilidade.
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Capitulo 5

Extensoes Intervalares

5.1 Caracterizacao de Extensoes Intervalares

Neste capitulo serd apresentada uma aplicacdo da segunda caracterizacao de
e(P) em [12] para a geragdo de extensdes intervalares P’ de uma dada ordem P.
Considerando B; ; um acréscimo lexicografico de P,_; relativo a (L;_, L'[E;_41]),
definimos uma ordem C;_; em E; ; tal que, para e; # e, temos (e;,e;) € C;_1 se e

somente se B (e;) D Ef,_ (ex). Para e; € E;_; consideramos (e;,¢;) € Ci_1.

Observamos que se S; é um ideal de C;_; entdao S; é um ideal de B;_;. Este
fato pode ser mostrado como segue. Se supomos o contrério, considerando e; ¢
Si, ex € Si e (ej,ex) € Bi_1, temos Ey  (ex) C Ef  (ej). Consequentemente,
(ej,ex) € Ci_1, 0 que contradiz S; ser um ideal de C;_;. Observamos que se P = B,
é intervalar, entao temos B, C C,, C P,. Para o préximo teorema, seja 5; um ideal

de B;_; contendo Ey(e;) e S} = Eg_ [Mz N Ef(e;)].

Teorema 5.1 Seja B;_1 um acréscimo lexicogrifico de P;_1 relativo a (L;—_1, L'[F;_1)),
e considere B;_ intervalar. Entdo B; € intervalar se e somente se S;N S, é um ideal

de Ci,l.

Prova. Seja B; intervalar. Suponha que S; N S} ndo seja um ideal de C; ;. Neste
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caso, existem e;, ey € E;_; tais que (e;,e;) € Ci_1, e; € S;N S, e e € S;NS,. Visto
que (ej,ex) € Ci_1, temos E5_ (e;) D Ef_ (ex) e existe e, € B (e;) \ Ef._ (ex)-
Isto é, (ej,e;) € Bi_1, e (ex,€) ¢ Bi—1. Observamos que (e, ex) ¢ Bi_1, caso
contrario estarfamos contradizendo S; N S; ser um ideal em B; ;. Visto que e; €
Si N S;, temos (e, ;) € B;. Sabemos que (ej,e;) ¢ B;. Logo (e, e;) ¢ B;. Sabemos
que (ex,e;) ¢ B;. Caso contrério, teriamos Ef;_ (e;) C Ef_ (ex). Além disso,
(ej,er) ¢ Bi_1 visto que, caso contrdrio, estariamos contradizendo S; N S} ser um
ideal em B;_;. Logo (ej,e;), (ex,€;) € B; formam uma subestrutura proibida para

ordens intervalares, contradizendo B; ser intervalar.

Por outro lado, suponha que S; N S; seja um ideal em C;_; porém B; nao seja
intervalar. Neste caso, existem e;, ey, e; € E;_ tais que (ej, €;), (ex, ;) € B; formam
uma subestrutura proibida. Sabemos que e; € Ef_ (e;), e e; & Ef._ (ex). Visto que
B;_1 é intervalar, temos Ef,  (ex) C Ef  (e;). Logo (ej,ex) € Ci_1. Pelo fato de
Si N S; ser um ideal em C;_;, temos e; € S; N S;. Consequentemente, (e;,¢e;) € B,

contradizendo a subestrutura proibida em B; formada por e;, e;, ek, €. U

Pela Proposigao 2.4 (ver [37] e [58]), se B; é uma ordem de intervalo entdo temos
Ef (ej) € Ef (ex) ou Ef (ex) C Ef (e5), para todo ej,e; € E;. Desta forma, a
ordem C; pode ser interpretada como a cadeia de vizinhancas de saida dos elementos
em B;. Na Sec¢ao 5.2 é apresentado um método de geragao das extensoes intervalares

de P, baseado nos Teoremas 2.15 e 5.1.

5.2 Geracao de Extensoes

Para a geracao de extensoes intervalares, observamos que a propriedade de uma
ordem ser intervalar é hereditaria. Portanto, devemos ter By, ..., B;_; intervalares
para que B; seja intervalar. Logo, se S; é um ideal de C;_; contendo E(e;), e
S; = Eg, [Mg N Ef(e)] para todo 1 < i < n, a recorréncia (3)-(4) pode ser

aplicada para a geragdo de todas as extensoes intervalares de P.
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Observamos que a ordem C; é dada por

Ci = Ci1 U{(ei, )} U{(eq &) : B (eq) # 0}
U{(ej,ek) 1€j || e em Bi—l}; €j € S; N SZI, (% Q/ S; N SZ’ .

Desta forma, a ordem C; pode ser obtida de C; ; em tempo O(n?), se armaze-
namos os graus de saida de cada elemento e; € E;_;. Além disso, por [25], cada
ideal de C; 1 pode ser gerado em tempo constante. Por tais fatos, a geragdo das
extensoes intervalares de P pode ser executada em tempo O(n?) por extensdo, se

ndo utilizamos a construgdo de C; descrita em [44].

Observamos que, por [44], C; 1 é uma extensdo ordem fraca de B; ;. Desta
forma, para cada chamada de EXT-INTERVALARES(B;_1,C;_1,i,L,L"), os ideais de
C;_1— A podem ser gerados em tempo constante por ideal. Além disso, supondo uma
representagao de C;_; pela altura h(e;) de cada elemento e; € E;_;, é possivel obter-
se C; de C;_; em tempo O(n) (ver [44]). Para tal, considere A, a altura maxima
de um elemento em C;_1, defina I; = S;US! e I} o conjunto dos elementos em I; com
altura hy,q,. Se IF = () entdo atribuimos h(e;) := hyqe. Caso contrario, atribuimos
h(€;) := hmaz + 1 a todo elemento e; € MEH \ I}, atribuimos h(e;) = hpmae + 1 €
hmaz := hmez + 1. Podemos gerar as extensoes lineares de P em tempo O(n) por
extensao, utilizando o método apresentado em [62]. Consequentemente, o algoritmo

requer tempo O(n?) por extensdo intervalar gerada.

Algoritmo: GERAEXT-INTERVALARES(P)
Seja L' € ¢1(P)
Para cada extensao linear L de P Facga

EXT-INTERVALARES((,0,1,L,L")

Figura 5.1(a): Geracdo de extensdes intervalares baseada nos Teoremas 2.15 e 3.1.
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Algoritmo: EXT-INTERVALARES(B;_1,C;_1,i,L,L")
Se 7 > n Entao
Enumere B;_;
Senao
A= U, Eg._ [ej], para todo e; € Ep, (e;)
Para cada ideal S; de C;_; — A Facga
Si=SIUA
Bi = Bi_1 U{(ei,e))} U{(ej, &)lej € SiU Eq,_ [Mg,_, N E(e;)]}
Ci = Ci1 U {(es, )} U {(ej, &) | B, (e5) # 0}
U{(ej,ex) 1 ej || ex em B;_1}, e, € S;NS;, e & SiNS) .

EXT-INTERVALARES(B;,C;,i + 1,L,L')

Figura 5.1 (b): Geracdo de extensoes intervalares baseada nos Teoremas 2.15 e 5.1.

Em uma aplicacdo do método, geramos inicialmente uma extensao linear L' de
P. Definimos By = () e Cy = (). Para cada extenséo linear L de P geramos B; (com

1 <i < n) utilizando a recorréncia (3)—(4), considerando E} (e;) um ideal de C;_;.

Como exemplo, consideramos a ordem P apresentada na Figura 5.2.

63 ' e4
el ‘ e2

Figura 5.2: Ordem P.

As extensoes lineares de P sao:
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L, = [e1, e3, €9, €4, €5],
Ly = ey, ea, €3, €4, 5],
L3 = [eq, €1, €3, €4, €5],
Ly = [es, €1, €4, €3, €5],
Ls = [e1, e, €4, €3, €5],
L¢ = [e1, €2, €4, €5, €3],
L7 = [eq, €1, €4, €5, €3],
Lg = [eg, €4, €1, €5, €3], €

Ly = [62,64,61,63,65]-

A ordem P possui 40 extensoes, das quais duas nao sao ordens intervalares:

P'=P,e

P" = {(e1, €3), (ea, €4), (€1, €5), (€2, €5), (€3, €5), (€1, €5) }.

Com a aplicagdo do algoritmo descrito na Figura 5.1, considerando L, uma
extensao linear fixa de P, podemos obter as extensoes intervalares de P apresentadas
nas Figuras 5.3(a), 5.3(b) e 5.3(c). Na geracdo dos acréscimos lexicogréficos de
P relativos a (Lg,Ly), observamos que Ep (es) = {e2} ndo é um ideal de C3 =
{(e1,€2), (e1,e3)}. Esta situagdo corresponde as extensoes nao intervalares de P
e, consequentemente, nao sao geradas pelo método. As subestruturas proibidas
para ordens intervalares em tais extensoes sdo formadas por {(eq,e3), (e2,€4)}. Nas

Figuras 5.4(a) e 5.4(b) sdo apresentados os diagramas de Hasse das Extensdes 1-38.

(LI;LQ) Ll = [61’63’62764765]
Ey (e1) Ey, (e3) Epg.(e2) By, (e4) Ep (es)
L. 0 {e1} {e1,es} {e1,e3, €2} {e1,e3,e2,e4}

Figura 5.3 (a): Geragao de extensdes intervalares de P.
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(La, Lo)

Ly = [eq, €9, €3, €4, €5]

Ej (e1) Ey, (e2) By, (e3) By, (e4) By (es)
2. 0 0 {e1} {e1,e2} {e1,e2,e4}
3. {61762563,64}
4. {e1,e2,e3} {e1,e2,€e3,e4}
5. {e1,e2} {e2} {e1,e2,e4}
6. {e1,e2,€3,€4}
7. {e1,ea} {e1,e2,e4}
8. {61,62,63,64}
9. {61762763} {61762763764}
10. {e1} {er} {e1,e2} {e1,e2,e4}
11. {e1,e9,e3,e4}
12. {61} {61362563} {61162363564}
13. {e1,e2} {e1,e2} {e1,e2,e4}
14. {61,62,63,64}
15. {e1,e2,e3} {e1,e2,€3,€4}
(L3, L2) L; = [62, €1, €3, €4, 65]

Ep (e2) Eg, (e1) E7p, (es) Ep, (e4) B, (es)
16. @ {62} {62,61} {62} {62,61,64}
17. {62361563764}
18. {e2,€1} {e2,e1,e4}
19. {ea2,e1,€3,€4}
20. {62761763} {62361763764}
(L4;L2) L4 = [62’61’64763765]

Eg, (e2) B, (e1) B, (e4) Ep, (e3) Ep,(es)
21. 0 {e2} {e2} {ez,€1,e4} {ea,€1,€e4}
22. {62761564,63}
23. {ez,€e1} {ez,€1,€4} {ea,e1,€4}
24. {62761564,63}

Figura 5.3 (b): Geracao de extensoes intervalares de P.

65



(Ls, Lo)

Ly = [61,62,64,63765]

Ey, (e1) Ey,(e2) By (e4) By, (e3) Ey (es)
25. 0 0 {e2} {e1,e2,€4} {e1,e2,e4}
26. {61762764763}
27. {e1,e2} {e1,e2,e4} {e1,e2,€4}
28. {61, €2, 64,63}
29. {e1} {e1,ea} {e1,e2,e4} {e1, e, €4}
30. {61362564,63}
(L67 L2) L¢ = [61, €2, €4, €5, 63]

Egl (61) E§2 (62) EE3 (64) E§4 (65) Eg5 (63)
31. 0 0 {e2} {e1,e2,e4} {e1,e2,e4,e5}
32. {e1,ea} {e1,ea,e4} {e1,ea, 4,65}
33. {e1} {e1,e2} {e1,e2,e4} {e1,e2,€e4,€5}
(L77L2) L7 = [62a€1a64a€5a63]

Ep, (e2) Eg,(e1) By, (e4) Ep, (es) Ep (e3)
34. 0 {e2} {e2} {e2,e1,e4} {ez,e1,¢€4,€5}
35. {e2,e1} {e2,e1,e4} {e2,e1,e4,65}
(L87L2) L8 = [62,64,61,65,63]

Ep (e2) By, (e4) Ep, (e1) Ep,(e5) Ep, (e3)
36. ] {e2} {ea,e4} {ez,e4,€1} {ea,€4,€1,€5}
(Lo, Lo) Ly = [es, €4, €1, €3, €5]

E3, (e2) E3, (ea) Ep. (e1) Eg,(es) Ep.(es)
37 @ {62} {62,64} {62,64,61} {62,64,61}
38. {e2,e4,€1} {e2,e4,e1,e3}

Figura 5.3 (c): Geragao de extensoes intervalares de P.
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Capitulo 6

Extensoes Semi-ordens

6.1 Caracterizacao de Extensoes Semi-ordens

Para a geragao de extensoes semi-ordens P’ de uma dada ordem P, consideramos
B; 1 um acréscimo lexicografico de P; ; relativo a (L; 1, L'[E; 1]) e C; 1 a ordem
em F,; ; definida para a geragdo de extensoes intervalares. Definimos a ordem D;
em F;_; como uma extensao do acréscimo lexicografico B;_; tal que, para e; # e
temos (ej,e;) € D; 1 se e somente se Ep  (e;) C Ep  (ex). Parae; € E;
consideramos (e;, e;) € D;_1. Observamos que se P = B,, é intervalar, entdo temos
B, C D, C P*. Para o préoximo teorema, considere S; um ideal de B;_; contendo

Ep(e;) e Sj=Eg_ [Mg _ NEf(e)].

Teorema 6.1 Seja B;_; um acréscimo lexicogrifico de P;_1 relativo a (L;_1, L'[F;_1]),

e considere B;_1 uma semi-ordem. Entdao B; ¢ semi-ordem se e somente se

1) Sz U Sz, é um ideal de Ci—l;

11) SZ U S; ¢ um ideal de Di—l;

i) F; 1\ (M]‘,fi_1 U M;iilngi_l) C S;uUS..

Prova. Para a diregao se, considere B; um acréscimo lexicografico tal que i), ii),

e iii) ocorrem porém B; ndo seja uma semi-ordem. Visto que B; ; é semi-ordem,
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nao temos em B; ; as subestruturas 2 + 2 ou 1 4+ 3. Pelo Teorema 5.1, temos
B; intervalar, visto que S; U S; é um ideal de C;_;. Logo, para que B; nao seja
semi-ordem, devemos ter uma subestrutura isomorfa a 1 4+ 3. Ou seja, existem

elementos e;, e, e, tais que
a) ou e; é incomparavel aos elementos de uma cadeia formada por {e;, e, e},

b) ou ¢; é o elemento maximo de uma cadeia formada por {e;, e, €;} cujos elementos

Sa0 incomparaveis a e;.

No primeiro caso, supondo (e;, ex), (ex,e) € Bi_1 temos e; € E;_y \ (Mf_ U

M} :
Bi*l_Mgi—l )

bilidade entre e; e e;. No segundo caso, supondo (ej,ex), (ex,e;) € B; , temos

Consequentemente, e; € Egz_ (e;), o que contradiz a incompara-

ej,ex € S;US]. Além disso, sabemos que e; € Ey  (ex) e e; € Ep (). Pelo
fato de B; ser intervalar, temos Ey _ (e)) C Ep._ (ex). Logo, (e, ex) € Di_1, 0 que

contradiz o fato de S; U S; ser um ideal em D;_;.

Por outro lado, considere B; semi-ordem e suponha que ou i) ou ii) ou iii) ndo
ocorra. Se i) nao ocorre, entdao, pelo Teorema 5.1, temos B; nao intervalar. Se
ii) ndo ocorre, entdo existem e;,e; € E;_; tais que (ej,e;) € D;1, ¢ € S; US| e
e; ¢ S; U S). Sabemos que S; U S! é um ideal em B;_; e, portanto, (e;,€;) & Bi_1.
Visto que Eg. (e;) C Ep. (&), existe e; # e;, tal que e, € Ep (&) \ Ep, | (e)).
Temos ey, e e; incomparaveis a e; em B; ;. Consequentemente, {e;} e {ex, e, e;}
formam uma subestrutura proibida para semi-ordens em B;. Se iii) nao ocorre,

entdo existe e; € By \ (M7_ U Mg;l ) tal que e; ¢ S; U S]. Logo, existem

R Ve
MBi—l

+ + : , : 4

er € MBFPM; 1 e e € My | tais que {ej, ex, e} formam uma cadeia em B;_;.
i

Visto que e; é um elemento maximal e incomparavel a {e;,ex, €} em B;, temos

{ej,ex, e} e {e;} formando uma subestrutura proibida para semi-ordens em B;. [

Para a geracao das extensoes semi-ordens da ordem P, considerando 1 <7 < n
na recorréncia (3)-(4), devemos gerar os ideais de B;_; os quais conduzirdo a uma
semi-ordem B;. Observamos que é necessario termos By, ..., B;_1 semi-ordens para

que B; seja uma semi-ordem. Desta forma, podemos aplicar a recorréncia (3)-(4),
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considerando S; como sendo um ideal de C;_; e de D;_q, contendo FE;(e;) U [FE;—1 \
(Mf_ U Ml;_l—Mng)] e S um ideal de C;_; e de D;_; contendo [M7 _ U Ef,(e;)].
Na Secao 6.2 é apresentado um método para a geracao de ideais comuns a duas

ordens.

6.2 Geracao de Ideais Comuns

Sejam C' e D duas ordens em um conjunto FE. Para a geracdo dos ideais de
C e D definimos inicialmente um grafo direcionado G = (V,A), onde V = E e
A =CUD. Seja G'" = (V',A") o grafo componente ou grafo condensacdo de G,
isto é, com cada vértice de V'(G') = {¢y, ..., ¢y } correspondendo a uma componente
fortemente conexa de G e (c;,¢;) € A’ se e somente se existem e; € ¢; e e; € ¢,
em G tais que (e;,e;) € A. Observamos que a familia {ci, ..., cx} das componentes

fortemente conexas de GG é uma particao de V = E.

Sejam e; e e; dois vértices em uma mesma componente fortemente conexa de
G, e (e; = v1,...,v% = e;) um caminho direcionado de e; para e; em G. Para cada
aresta (v, vj41), com 1 <1 < h—1, no caminho direcionado, temos ou (v;,v;11) € C
ou (v, v41) € D. Portanto, se I é um ideal de C e é um ideal de D entao temos
que e; € I implica e; € I. Desta forma, é facil ver que I é ou o conjunto vazio ou
uma colecao de componentes fortemente conexas de G. Seja T o fecho transitivo de
A'(G"). O seguinte lema estabelece uma correspondéncia entre os ideais de T e a

familia de conjuntos que sao ideais de C' e de D.

Lema 6.1 Seja I = {cy,...,cn} um conjunto de componentes fortemente coneras

cr € um ideal de C e de D.

de G. Entio I é um ideal de T se e somente se |J,, <,

Prova. Sejal = {ci,..., ¢y} um ideal de T e suponha que |J,, ., ¢k nao seja um ideal
de C e de D. Neste caso, existem e;,e; € E, e; € Uckel cpee & Uckel ¢k, tais que

ou (e;,e;) € C ou (e;,e;) € D. Suponha, sem perda de generalidade, que (e;, €;) €
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C. Sejam c; e c¢; as componentes fortemente conexas distintas possuindo e; e e;,

respectivamente. Sabemos que ¢; ¢ I pois, caso contrério, teriamos e; € |J Ck-

cpel
Visto que (e;,e;) € C, temos (e;, e;) € A(G) e, consequentemente (¢;, ¢;) € A'(G").

Isto contradiz I ser um ideal de T.

Por outro lado, seja UCkeI cr um ideal de C' e de D e suponha que I = {cy, ..., ¢ }
nao seja um ideal de T'. Neste caso, existem duas componentes fortemente conexas
c; e cj tais que (c;,¢;) € T, ¢; & I, ¢; € I. Visto que (¢;,¢j) € T, existem e; € ¢
e ej € ¢; com um caminho direcionado (e; = vy,...,v, = ¢;) de e; para e; em G.
Seja v; um vértice deste caminho tal que a componente fortemente conexa de v; ndao
pertenga a I e considere [ € {1,...,h — 1} maximo. Sejam ¢; e ¢;;; as componentes
fortemente conexas de G com v; € ¢; e vj11 € ¢;p1- Temos ¢; € I e ¢y € I. Além
disso, ou (v, vj41) € C ou (v, v41) € D. Assim, v; & |J
um ideal de C' e de D. [

¢ contradiz |, ;¢ ser

cp€l cp€el

A construcao do grafo condensagao G’ de G pode ser executada em tempo O(n+
m), onde n = |E| e m = |A|. O algoritmo apresentado por Jaumard e Minoux [27]
pode ser utilizado para o computo de T em tempo O(nm). Algoritmos para o
computo de fechos transitivos em tempo O(mn) e O(n?) sdo também apresentados
por Habib, Morvan e Rampon [23] e Warshall [63], respectivamente. O algoritmo
apresentado por Squire [52] pode ser utilizado para a geragao dos ideais de T, em

tempo O(logn') por ideal, onde n' é o nimero de componentes fortemente conexas

de G.

Observamos que o Lema 6.1 pode ser estendido a geracdo de ideais comuns a
uma dada colegdo Q = {Q1,...,Q;} de ordens em E. Por [44], a geracdo dos ideais
comuns as ordens de Q requer tempo O(logn) por ideal ap6s um pre-processamento

em tempo O(nm + lm).
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6.3 Geracao de Extensoes

Seja a ordem D; dada por
Di = D;_1 U{(e;, &)} U{(eg, &) : E,(eq) C Ep,(ei)}.

E facil ver que Ey.  (ej) = Ep (e;) para todo e; € E;_;. Portanto, D; pode ser
obtida de D; ; em tempo linear, se armazenamos os graus de entrada de cada ele-
mento e; € E; ;. Para a geragdo dos ideais de C;_; e D;_; contendo E(e;) U[E;_1\

(Mg, UM} )JJU S, com 1 < i < n, devemos computar G;_1(V;_1, A;_1)
i i1

Mt
Bi—1

assim como o grafo condensacdo Gj_;(V;_;,Aj_;). Seja c¢; a componente forte-
mente conexa de G, tal que e; € ¢; e defina K; | = {¢; € V/ ,(G}_))|e; €

Ep(e) U[Ei-y \ (Mg U Mgi_l )] U Si}. Isto é, defina K; ; como o con-

Mt
Bi—1

junto das componentes fortemente conexas c; de G;_; tais que e; € c;, para todo
e; € E;(ez) U [Eifl \ (Mgiil U M;i_l
G; , edefina K] | = B, [K; 1]

o+ U S Seja Tiy o fecho transitivo de
Bi_1

Como conseqiiéncia do Lema 6.1, os ideais de C;_; e D;_; contendo Ep(e;) U

[Eio\(Mp, | UMJ‘;_1 )]US! estao em uma correspondéncia 1-1 com os ideais de

Mt
Bi—1

T;—1 que contém K ,. Desta forma, o procedimento apresentado na Se¢do 6.2 pode
ser utilizado para a geragao de tais ideais em tempo O(logn) por ideal, ap6s um pro-
cessamento necessario para a construcao do grafo condensacao G _; = (V' ,, A} )

de G;—1 = (Vi_1, Ai_1), de seu fecho transitivo T;_; e da ordem 7} , = T;,_1 — K| ;.

Considerando I} um ideal de T} , e sendo I; = K] ;UI}, temos U, g, cx um ideal
de C;_1 e de D;_1 como requerido pelo Teorema 6.1. Observamos que este método,
apresentado na Figura 6.1, ndo utiliza a construgdo de G} a partir de G_,. Desta
forma, a geracao das extensoes semi-ordens de pode ser executada, com a aplicagao

da recorréncia (3)-(4), em tempo O(n*) por extensao.
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Algoritmo: GERAEXT-SEMI-ORDENS(P)
Seja L' € €1(P)
Para cada extensao linear L de P Facga

ExT-SEMI-ORDENS((,0,0,1,L,L")

Algoritmo: EXT-SEMI-ORDENS(B;_1,C;_1,D;_1,i,L,L")
Se 7 > n Entao
Enumere B; ;
Senao
A= Eple) UM}, 0 B (e)
A=Eq \ (Mg, U M;_fl,M;i_l)
K1 :={c; € Vi1(Gi_,)le; e AU A"}
K, = Eg [Kii]
Gere G_,
Gi.=Gi 1 —Ki,
Para cada ideal I} de G, Faca
I =I'UK!,
B; = B;_1 U {(es,e:)} U{(ej,ei)lej € Uger,cs}
Ci = Ci1 U{(e, &)} U {(ej, &) | B, (e5) # 0}
D; = D1 U{(e;,e;)} U{(ej, &) E,(e;) C Ef,(e:)}
EXT-SEMI-ORDENS(B;,C;,D; i + 1,L,L")

Figura 6.1: Geracao de extensoes semi-ordens baseada nos Teoremas 2.15 e 6.1.

Como exemplo, consideraremos a aplicacao do método a ordem P apresentada

na Figura 6.2. As extensoes lineares de P sdo:

Ly = [e1, e3, €9, €4, 5],
Ly = [e1, e, €3, €4, €3],
L3 = [eq, €1, €3, €4, €3],
L, = [eq, €1, €4, €3, €5],

L5 = [ela €2, €4, €3, 65],
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L6 = [6176276456&63]7 €

L7 = [627 €1, €4, €5, 63]-

&
63 e A
€ €

Figura 6.2: Ordem P.

A ordem P possui 25 extensoes, das quais duas nao sao semi-ordens:

P'=P,e

P" = {(e1,e2), (e1, 3), (€1, €s), (€2, €4), (€1, €5), (€2, €5), (€, €5)}-

As subestruturas proibidas para semi-ordens em tais extensoes sao formadas por
{{es},{e2,€4,e5}}. Nas Figuras 6.3(a), 6.3(b) e 6.3(c) sdo apresentadas as ex-
tensoes semi-ordens de P obtidas pela aplicacao do algoritmo descrito na Figura 6.1,
considerando-se L, uma extensao linear fixa de P. Observamos que na geracao dos
acréscimos lexicograficos de P relativos a (Lg, Ls), se temos Dy = {(eq, e3), (€2, €3),
(e1,€4), (e2,€4), (e3,€4)} ou Dy = {(e1,e2), (e1,€3), (e1,€4), (€2,€4), (e3,€4)}, entdo
Egs(e;,) = {e1,es,e4} ndo é um ideal de Dy. Esta situagio corresponde as ex-
tenstes de P ndo geradas pelo método descrito. Nas Figuras 6.4(a) e 6.4(b) sdo

apresentados os diagramas de Hasse das Extensoes 1-23.

(LI;LQ) Ll = [61’63’62764765]
Eg (e1) Eg, (e3) Eg. (e2) By, (e4) Ep,(e5)
1. @ {61} {61763} {61763562} {61163562764}

Figura 6.3 (a): Geracdo de extensoes semi-ordens de P.
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(LZ;LQ) L2 = [61’62’63764765]

Eg (e1) E3, (e2) Ep.(e3) Ep,(e4) Ey.(es)
2. @ @ {el} {61762} {61762763764}
3. {e1,e2,e3} {e1,e2,€3,€4}
4. {e1,e2} {e1,e2} {e1,e2,e4}
5. {e1,e2,e3,e4}
6. {61762563} {61162563764}
7. {e1} {e1} {e1,e2} {e1,e2,e3,e4}
8. {61762563} {61362563764}
9. {e1,e2} {e1,e2} {e1,e2,€e4}
10. {61,62,63,64}
11. {e1,e2,€3} {e1,e2,e3,e4}
(L35L2) L3 = [62,61,63,64,65]

Eg, (e2) Eg,(e1) Ep. (e3) Ep,(e4) Ep,(e5)
12. 0 {e2} {e2,e1} {e2,e1} {ea,e1,e4}
13. {ea,€e1,€3,€4}
14. {62,61,63} {62,61,63,64}
(L47L2) L4 = [62,61,64,63,65]

Ep (e2) Ey, (e1) By, (e4) Ep, (e3) By (es5)
15. 0 {e2} {e2,e1} {e2,e1,e4} {e2,e1,e4}
16. {62, €1, 64,6’3}
(L5, L2) L; = [61, €2, €4, €3, 65]

Ep, (e1) Eg,(e2) Ep, (e4) Ep,(e3) Eg, (es)
17. 0 ) {e1,e2} {e1,e2,e4} {e1, €2, €4}
18. {61, €2, 64,6’3}
19. {e1} {e1,e2} {e1,e2,e4} {e1,e2,€4}
20. {61, €2, 64,63}

Figura 6.3 (b): Geracdo de extensoes semi-ordens de P.

76



(Le, Lo) Lg = [e1, €9, €4, €5, €3]

Eg, (e1) Eg,(e2) Ep,(e4) Eg,(es) Ep,(e3)
21. @ @ {61762} {61762764} {81762764765}
22. {e1} {e1,ea} {e1,e2,e4} {e1,e2,e4,e5}
(L75L2) L7 = [62,61,64,65,63]

Ej (e2) Ey,(e1) By, (e4) Ej,(e5) Ey. (e3)
23. 0 {e2} {e2, €1} {e2,e1,e4} {eg,e1,¢€4,€5}

Figura 6.3 (c): Geragdo de extensdes semi-ordens de P.

1 2 3. 4 5
e
s
A
e e
2 € 5 &
e3 63 e A 63 e A e3 e A
el el e2 el ez el ez
6 7 8 9 10

Figura 6.4 (a): Extensoes semi-ordens de P.
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16. 17. 18. 19. 20.

4 e, e 4
e €, &
& € & €
21. 22. o 23. o
3 3
& &
& &
& &
e e

Figura 6.4 (b): Extenstes semi-ordens de P.

Observamos que na primeira versao desta tese foi mencionada a complexidade
amortizada de tempo de O(n?) por extensdo semi-ordem gerada, para o algoritmo
apresentado na Figura 6.1. No periodo compreendido entre a submissao desta tese e
sua defesa, foi obtida a complexidade de tempo de pior caso de O(n?) por extensdo
gerada. Tal complexidade esta baseada na utilizacao do algoritmo devido a Barbosa
e Szwarcfiter [5] para a geracao de ideais de um digrafo aciclico D — nao neces-
sariamente transitivo — em tempo O(n + m) por ideal. Na geragdo de extensdes
semi-ordens, com a utilizacdo do algoritmo apresentado em [5], podemos obter o
acréscimo lexicografico semi-ordem B; em tempo O(n?), para 1 < i < n. Obser-
vamos que, desta forma, o computo do fecho 7; torna-se desnecessario. Portanto,
podemos gerar o acréscimo lexicogrifico semi-ordem B, em tempo O(n®) no pior

caso.
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Capitulo 7

Conclusoes

Em [54] foram apresentados problemas em aberto referentes a geragdo de ex-
tensoes P’ de uma ordem P. Dentre os quais estdo a geragao de extensées P’ com
dimensao < 2, a geragao de extensoes com largura limitada por um dado inteiro
k, a geracao de extensoes com altura limitada por um dado inteiro k, a geragdo de
extensoes arboreas, a geracao de extensoes ordens fracas, e a geracao de extensoes

intervalares e semi-ordens.

Para o problema da geragao de extensoes com largura limitada por um dado
inteiro k, uma possivel aplicacdo da caracterizac¢io de £(P) devida a Corréa e Szwar-
cfiter [11], baseada no conceito de pares passivos, deve ser verificada. Observamos
que, sendo (L, L') um par de extensoes lineares de P e considerando L' fixa, pode-
mos ter L como o unico acréscimo lexicografico de P relativo a (L,L’). Temos
h(L) = n. Portanto, para o problema da geragao de extensoes com altura limitada
deve ser verificada uma aplicacdo da caracterizacao de (P) baseada no conceito de
acréscimos. Analogamente, para o problema da geracdo de extensoes P’ € e9(P),
deve ser verificada uma aplicacao desta caracterizacao, com a utilizacao de resulta-

dos apresentados em [17] e da propriedade de monotonicidade da dimensao.

Pelo método apresentado no Capitulo 3, podemos gerar as extensoes arboreas
de uma ordem P em tempo O(n') por extensio. Como operacdo dominante do

método estd a construcao da ordem auxiliar (). Em uma pesquisa futura estd o
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desenvolvimento de estruturas auxiliares e/ou de procedimentos mais eficientes para
a construcao de (), que permitam uma menor complexidade na geracao das extensoes

arboreas de P.

O método para a geracao de extensoes ordens fracas de P apresentado no
Capitulo 4 requer tempo O(n?) por extensao. Por Bertet, Gustedt e Morvan [5],
tais extensdes podem ser geradas em tempo O(n,A + m), onde n, é o nimero de
extensoes ordens fracas, e A é o nimero maximo de sucessores imediatos dos ele-
mentos de P. Uma pesquisa futura deverd incluir a busca por um algoritmo sem

lacos para a geracao desta classe de extensoes.

No Capitulo 5 é apresentado um procedimento para a geracao de extensoes in-
tervalares de P em tempo O(n?) por extensio baseado na caracterizagio de &(P)
por acréscimos lexicograficos. Visando uma geragao mais eficiente de tais extensoes,
deve ser verificada uma aplicacao da caracterizacao de (P) baseada no conceito de
acréscimos, assim como resultados estruturais que permitam a geragao desta classe

de extensoes em tempo amortizado constante.

Pelo método apresentado no Capitulo 6, extensoes semi-ordens de uma ordem
P podem ser geradas em tempo O(n?) por extensio. A operacio dominante do
método apresentado estd na construcdo do digrafo condensagao G de G;, onde G}
¢ a uniao das ordens auxiliares C; e D;. Para uma menor complexidade na geragao
desta classe de extensoes, deve ser verificada a obtencao de G} a partir de G}_,, além
do desenvolvimento de outras estruturas auxiliares e procedimentos eficientes para

suas construgoes.

Observamos que os métodos apresentados estao baseados nas caracterizacoes das
classes de ordens estudadas, assim como no conceito de acréscimos lexicograficos.
Aplicagbes das demais caracterizagos de (P) apresentadas em [11] devem ser pesqui-
sadas, assim como novas bijecoes envolvendo extensoes de dimensao < 2, de largura

e de altura limitada por um inteiro k.
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