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Resumo da Dissertacao apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtencao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

PROPRIEDADES ESTRUTURAIS DOS GRAFOS CORDAIS
COMPARABILIDADE

Rodrigo Fernandes Souto

Dezembro /2024

Orientador: Méarcia Rosana Cerioli

Programa: Engenharia de Sistemas e Computacao

Um grafo GG é cordal se todo ciclo de tamanho pelo menos 4 em G possui uma
corda; ¢ de comparabilidade se admite uma orientacao transitiva de suas arestas; e
é cordal comparabilidade se é simultaneamente cordal e de comparabilidade. Neste
texto, revisamos alguns resultados estruturais sobre os grafos cordais comparabili-
dade e apresentamos alguns novos resultados. A saber, mostramos que a classe dos
grafos cordais comparabilidade é uma classe de intersecao, ao construir uma classe de
familias de subarvores T tal que os grafos cordais comparabilidade sdao os grafos de
intersecao de 7. Provamos a inexisténcia de um limite superior para o grau maximo
de arvores caracteristicas dos grafos cordais comparabilidade. Mais especificamente,
provamos que para todo n > 3, existe um grafo cordal comparabilidade RS, tal que
sua arvore caracteristica ¢ unica e isomorfa a K;,. Finalmente, provamos que a
dimensao linear dos grafos split comparabilidade, uma subclasse dos grafos cordais

comparabilidade, ¢ menor ou igual a 3.
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STRUCTURAL PROPERTIES OF CHORDAL COMPARABILITY GRAPHS

Rodrigo Fernandes Souto

December /2024

Advisor: Marcia Rosana Cerioli

Department: Systems Engineering and Computer Science

A graph G is chordal if every cycle of size at least 4 in G has a chord; it is
a comparability graph if it admits a transitive orientation of its edges; and it is a
chordal comparability graph if it is both a chordal graph and a comparability graph.
In this text, we review some structural results about chordal comparability graphs
and present some new results. Namely, we show that the class of chordal compa-
rability graphs is an intersection class, by defining a class of families of subtrees T
such that the chordal comparability graphs are the intersection graphs of 7. We
prove the non-existence of an upper bound for the maximum degree of clique trees
of chordal comparability graphs. More specifically, we prove that for every n > 3,
there exists a chordal comparability graph RS, such that its clique tree is unique
and isomorphic to K;,. Finally, we prove that the linear dimension of the split

comparability graphs is less than or equal to 3.
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Capitulo 1

Introducao

Em Teoria dos Grafos, é comum o estudo de classes de grafos obtidas pela aplica-
cao de certas operagoes aos grafos de uma determinada classe ou a classes de grafos
previamente dadas. Exemplos bem conhecidos sao as classes Cocordal, formada pe-
los grafos que sao os complementos dos grafos cordais'; Cocomparabilidade, formada
pelos complementos dos grafos de comparabilidade; Split, que é a intersecao das
classes Cordal e Cocordal; Permutacdo, que ¢é a intersecao das classes Comparabilidade
e Cocomparabilidade; e Intervalo, que ¢ a intersecao das classes Cordal e Cocompara-
bilidade: A Figura 1.1 ilustra as relacoes de intersecao e complementacao das classes
Cordal e Comparabilidade. Em cada regiao do diagrama ha um grafo que pertence
apenas a subclasse definida por aquela regiao.

No livro [17], M. C. Golumbic apresenta estudos detalhados sobre as classes
Cordal e Comparabilidade, bem como sobre as classes Split, Permutacdo, Intervalo e
Threshold, que estao relacionadas com Cordal e Comparabilidade através das operagoes
complemento de um grafo e intersecao de classes de grafos. Porém, em [17], nada
¢ dito sobre a intersecao das classes Cordal e Comparabilidade. Este fato mostra um
angulo sobre o qual parece haver pouco na literatura sobre a intersecao destas classes.
Portanto, surge naturalmente um interesse em se fazer um estudo aprofundado sobre
este tema.

Um grafo é cordal comparabilidade se é, simultaneamente, cordal e de compa-
rabilidade. Denotamos por Cordal comparabilidade a classe de todos os grafos cordais
comparabilidade.

De maneira geral, os resultados ja existentes sobre Cordal comparabilidade podem

INo que segue, quando definimos um tipo de grafo por uma palavra, empregamos a mesma
palavra em letra sem serifa para definir a classe de grafos correspondente. Além disso, quando nao
ha uma inconsisténcia gramatical, empregamos a denominacao Nome de uma classe de grafos e a
expressao “grafos nome” intercambiadamente.
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Figura 1.1: Diagrama das classes Cordal, Cocordal, Comparabilidade e Cocomparabi-

lidade.



ser classificados em trés categorias: os que sao adaptacoes mais ou menos diretas dos
resultados ja existentes sobre os grafos cordais e sobre os grafos de comparabilidade;
os que sao adaptacoes de resultados sobre os grafos cordais ou sobre os grafos de
comparabilidade, mas cujo estabelecimento necessita de construcoes novas; e 0s
que destacam aspectos realmente novos e, aparentemente, caracteristicos dos grafos
cordais comparabilidade. Um dos principais objetivos deste trabalho — além de
exemplificar estas facetas dos estudos sobre Cordal comparabilidade — ¢é apresentar
resultados estruturais que destaquem algum aspecto novo sobre os grafos cordais
comparabilidade.

Na bibliografia sobre o tema, encontramos apenas duas caracterizacoes dos gra-
fos cordais comparabilidade. A primeira, de 1999, devida a R. B. Borie e J. P.
Spinrad [1], é uma adaptagao direta das caracterizagoes dos grafos cordais e de com-
parabilidade por subgrafos induzidos proibidos. A outra, de 2016, devida a H. Ohsugi
e T. Hibi [34], apresenta uma faceta ndo trivial, de cardter mais algébrico do que
combinatoério, dos grafos cordais comparabilidade, pois emprega ferramentas algeé-
bricas como bases de Gribner quadrdticas de ideais toricos associados a multicadeias
de conjuntos parcialmente ordenados.

Por outro lado, condigoes necessarias mas nao suficientes para um grafo ser
cordal comparabilidade aparecem na bibliografia em maior quantidade. Estas estao
descritas sumariamente a seguir — apenas a primeira delas é detalhada neste texto.

Em 1991, T.-H. Ma e Spinrad [30] provaram que a dimensdo linear dos grafos
cordais comparabilidade é menor ou igual a 4. O resultado de Ma e Spinrad foi
complementado, em 1992, por H. A. Kierstead, W. T. Trotter e J. Qin [28], que
exibiram um grafo cordal comparabilidade que possui dimensao exatamente 4.

Em 1999, Borie e Spinrad [1]| definiram a no¢ao de esquema de eliminagao simples
e forneceram um algoritmo que, dado um grafo cordal comparabilidade, obtém um
esquema de eliminagao simples de seus vértices. Os autores deixaram a entender
que esta nocao fornece uma caracterizagao dos grafos cordais comparabilidade, o
que nao ¢ verdade, uma vez que existem grafos que nao sao cordais comparabiliade
e possuem esquemas de eliminacao simples.

Uma terceira condicao necessaria, mas nao suficiente, foi descrita por D. S. Gun-

derson, V. Rodl e N. W. Sauer, em 1993 [20]. Para os grafos F, G e H, e inteiro

H
r

positivo r, a seta de Ramsey F — (G);" significa que para toda particdo, em no
méaximo r blocos, do conjunto dos subgrafos induzidos de F' isomorfos a H, existe
um subgrafo induzido de F' isomorfo a GG, digamos G, tal que todos os subgrafos in-
duzidos de G’ isomorfos a H pertencem a um mesmo bloco da particdo. Além disso,

neste contexto, dizemos que um grafo G é convero se existe uma ordem parcial de



V(G) tal que a ordem linear com 3 pontos é a tnica ordenagao dos vértices de P
induzida (como ordem) em G. Na verdade, Gunderson [19] j& havia provado, em
1990, que para todo grafo G, existe um grafo F' tal que F — (G)2* se, e somente
se, GG é cordal comparabilidade ou G é convexo.

Um outro resultado, devido E. S. Wolk [47], ndo produz uma caracterizagdo da
classe Cordal comparabilidade mas, sim, de uma de suas subclasses. Wolk provou
que os grafos comparabilidade de drvore — i.e., aqueles cujo diagrama de Hasse da
ordem que define o grafo é uma arvore — possuem pelo menos um vértice universal.
Baseado nisto, mostrou que um grafo é cordal comparabilidade sem P, induzido se,
e somente se, é comparabilidade de arvore.

Os grafos cordais comparabilidade podem ser reconhecidos eficientemente pela
aplicacao de resultados herdados das duas classes que os definem.

O primeiro resultado sobre o reconhecimento de grafos cordais comparabilidade
que encontramos é devido a Ma e Spinrad [31] que, em 1991, construiram um algo-
ritmo que determina, em tempo linear, se um digrafo aciclico obtido de um grafo
cordal é transitivo. Como corolario, os grafos cordais comparabilidade podem ser
reconhecidos em O(n?). A parte mais lenta deste reconhecimento trata de orientar
transitivamente um grafo cordal. Neste sentido, W.-L. Hsu e Ma [26, 27| apresenta-
ram um algoritmo linear para decomposi¢cao modular em grafos cordais. Baseados
neste algoritmo, exibem, em tempo linear, uma orientacao transitiva para um grafo
cordal comparabilidade. Estes resultados otimizaram o reconhecimento dos grafos
cordais comparabilidade de O(n?) para O(n +m).

Concomitantemente, e em contraste com o trabalho de Hsu e Ma, R. M. Mc-
Connel e Spinrad [32] desenvolveram um outro algoritmo linear para decomposicio
modular de qualquer grafo, nao apenas dos cordais. Como corolario, McConnel e
Spinrad afirmam que o reconhecimento dos grafos cordais comparabilidade pode ser
feito em O(n + mlogn).

Os livros |2, 17, 25, 33, 42, 44| e a pagina web [43] contém informacoes relevantes
para o estudo dos grafos cordais comparabilidade.

Neste trabalho, nos concentramos em resultados estruturais relativos a Cordal
comparabilidade e, como consequéncia, a classes correlatas a esta. Principalmente,
revisamos o resultado de Golumbic e Scheinerman [18] que mostram que Compara-
bilidade & uma classe de inclusao; o resultado de Borie e Spinrad [1] que caracteriza
os grafos cordais comparabilidade por subgrafos induzidos proibidos; o resultado de
Borie e Spinrad [1], que mostram que a dimensao linear dos grafos cordais compa-
rabilidade é menor ou igual a 4; e o resultado de Ma e Spinrad [30], que exibem uma

familia de grafos que prova que este limite é justo. Em adicao a estes resultados,



apresentamos os seguintes:

e Uma caracterizacao dos grafos cordais comparabilidade como grafos de inter-

se¢dGo — resolvendo um problema proposto por [30] e, novamente, em [1].

e Uma prova de que o grau mdzrimo das drvores caracteristicas dos grafos cor-
dais comparabilidade € ilimitado. Este resultado apresenta um contraste entre
Cordal comparabilidade e Cordal cocomparabilidade — ou seja Intervalo —, outra
importante subclasse de grafos cordais, que é caracterizada pelo fato de um
grafo G ser de intervalo se, e somente se, possui uma arvore caracteristica cujo

grau méaximo é menor ou igual a 2.

e Uma prova de que o limite superior para a dimensao linear dos grafos split de

comparabilidade € 3.

O texto esta estruturado do seguinte modo.

No Capitulo 2, revisamos definicoes e resultados sobre os grafos cordais e sobre os
grafos de comparabilidade. Desta forma, revisamos também defini¢oes e resultados
sobre ordens parciais. Todos os resultados apresentados sao bem conhecidos e podem
ser encontrados em [2, 17, 33].

No Capitulo 3, revisamos a definicao dos grafos cordais comparabilidade e a sua
caracterizacdo por subgrafos induzidos proibidos [1].

No Capitulo 4, revisamos a defini¢ao de classe de intersecao e o Teorema de Schei-
nerman [41], que caracteriza as classes de interse¢ao por meio de certas propriedades
estruturais. Baseados no Teorema de Scheinerman, mostramos que Comparabilidade
¢ classe de intersecao. Além disso, exibimos um modelo de interse¢do para Cordal
comparabilidade, listando condicoes que caracterizam as familias de subarvores de
certas arvores, cujos grafos de intersecdo sao exatamente os grafos cordais compara-
bilidade. Este resultado foi apresentado no IX Encontro de Teoria da Computagao
(ETC 2024) [5].

No Capitulo 5, provamos que o grau maximo das arvores caracteristicas dos
grafos cordais comparabilidade é ilimitado. Para isto, exibimos uma classe de grafos
cordais comparabilidade, RS, 3 < n, tal que cada RS,, possui uma estrela de grau
maximo n como unica arvore caracteristica. Este resultado foi apresentado no VIII
Encontro de Teoria da Computagao (ETC 2023) [4].

No Capitulo 6, revisamos defini¢coes e resultados sobre a dimensao linear das
ordens parciais. De maneira natural, este conceito é estendido para os grafos de
comparabilidade. Feito isso, detalhamos o resultado principal de Ma e Spinrad [30]:

se G é um grafo cordal comparabilidade, entao sua dimensao linear ¢ no méximo 4.



Em seguida, pormenorizamos o resultado de Kierstead, Trotter e Qin [28|, que
exibe um grafo cordal comparabilidade cuja dimensao linear é exatamente 4, mos-
trando que o limite apresentado em [30] é justo. Por ultimo, acrescentamos um
resultado nesta linha de investigagao, apresentando uma prova detalhada da carac-
terizacdo, de Ortiz e Villanueva 35|, dos grafos split de comparabilidade e, por meio
dela, mostrando que a dimensao linear dos grafos split de comparabilidade é no
maximo 3.

No Capitulo 7, revisamos o trabalho desenvolvido, de modo a levantar problemas
e temas que poderao ser tratados em estudos futuros.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Codigo de Financiamento 001.



Capitulo 2

Grafos cordais e grafos de

comparabilidade

Neste captitulo, apresentamos uma revisao dos conceitos e resultados sobre Cor-
dal e Comparabilidade que sao empregados neste texto. Dividimos o capitulo em duas
secoes cujo conteido esta descrito a seguir.

Na Secao 2.1, revisamos a definicao e trés resultados fundamentais referentes
aos grafos cordais. Seguimos o roteiro classico. Primeiro, apresentamos a definicao
usual, por meio da existéncia de cordas em ciclos de determinado tamanho. A
seguir, apresentamos a definicao de vértice simplicial e a caracterizagao dos grafos
cordais pela existéncia de vértices simpliciais. Em seguida, apresentamos a defini¢cao
de arvore caracteristica e a caracterizacao dos grafos cordais como os grafos que
possuem arvores caracteristicas. Finalmente, exibimos a prova de que um grafo é
cordal se, e somente se, é grafo de intersecao de subarvores de uma arvore.

Na Secao 2.2, revisamos a defini¢ao e duas caracterizacoes dos grafos de compa-
rabilidade. Aqui, também, seguimos o roteiro classico. Primeiramente, revisamos a
nocao de ordem parcial e associamos a cada ordem parcial um grafo de comparabi-
lidade. Em seguida, revisamos a caracterizagao dos grafos de comparabilidade por
subgrafos induzidos proibidos. Finalmente, mostramos que os grafos de comparabi-

lidade sao os grafos de inclusao de subestrelas de uma estrela.

2.1 Grafos cordais

Os grafos cordais sao definidos por meio da existéncia de cordas em ciclos de
tamanho maior ou igual a 4, o que resulta em uma proibigao de ciclos induzidos que

nao sejam triangulos.



Definicao 1. Um grafo G é cordal se todo ciclo de tamanho pelo menos 4 em G

possui uma corda, isto é, uma aresta que une dois vértices nao consecutivos do ciclo.

Denotamos por Cordal a classe de todos os grafos cordais.

Podemos caracterizar os grafos cordais através de subgrafos induzidos proibidos.

Teorema 1. Um grafo G é cordal se, e somente se, nao possui ciclos de tamanho

pelo menos 4 como subgrafos induzidos.

PROVA. (=) Seja G um grafo cordal. Suponhamos, para uma contradi¢do, que
G possui um ciclo C} como subgrafo induzido, com k > 4. Como G é cordal, por
definicao, existe uma corda entre dois vértices nao consecutivos de (Y, contradizendo
que C} é subgrafo induzido.

(<) Seja G um grafo que nado possui um ciclo Cy, com k > 4, como subgrafo
induzido. Desta forma, todo ciclo de tamanho pelo menos 4 em G possui uma corda

entre algum par de vértices nao consecutivos. Logo, por definicao, G é cordal. =

Exemplo 1. Verifica-se diretamente que o grafo abaixo é cordal:

a b

e f q

Figura 2.1: Um grafo cordal.

Por outro lado, o Grafo de Petersen, da Figura 2.2, nao é cordal:



[
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d ¢ ®» C

Figura 2.2: O grafo de Petersen nao é cordal.

De fato, como indicado, os vértices a, f, i, d e e induzem um C5 no grafo de

Petersen.

Os grafos cordais foram introduzidos por A. Hajnal e J. Suranyi [23|, em 1958,
pela proibicao de circuitos sem cordas. Em 1961, G. Dirac [8] caracterizou os grafos
cordais através de separadores minimazs. Mais tarde, em 1962, C. G. Lekkerkerker e
J. Ch. Boland [29] provaram que todo grafo cordal ndo completo possui dois vértices
simpliciais nao adjacentes. Usando este fato, D. R. Fulkerson e O. A. Gross [12]
descreveram em 1965, de modo genérico, o processo iterativo de retirada de vértices
simpliciais de um grafo cordal: retiramos um vértice simplicial do grafo, obtendo
um outro grafo cordal a partir do qual repetimos o processo, iteradamente, até es-
gotarmos os vértices do grafo e obtermos uma sequéncia com todos os vértices do
grafo original. Mais tarde, em 1970, este processo foi desenvolvido formalmente por
D. J. Rose [39] que nomeou essa sequéncia de vértices como esquema de elimina-
cao perfeito. Rose provou que a existéncia de um esquema de eliminagao perfeito
caracteriza o fato do grafo ser cordal. Rose, R. E. Tarjan e G. S. Leuker [40]| desen-
volveram o aspecto algoritmico dos esquemas de eliminagao perfeito, reconhecendo
os grafos cordais linearmente. Por outro lado, somente em 1973, F. Gavril [14] e
em 1974, P. Buneman [3], demonstraram que os grafos cordais sao caracterizados
em termos de grafos de intersegdo, de fato, os grafos cordais sao os grafos de inter-
secao de subarvores de uma arvore. Outros aspectos combinatorios e algoritmicos
dos grafos cordais podem ser encontrados em [2, 17]. Em particular, os problemas
do ciclo hamiltoniano, conjunto dominante e corte méximo sao NP-completos na
classe Cordal; existem algoritmos eficientes para os problemas de coloragao, clique,
conjunto independente e cobertura por cliques; e o problema de determinar se dois
grafos cordais sao isomorfos é GI-completo. Os livros [2, 17, 33| contém estudos
detalhados sobre os grafos cordais. Nos limitamos apenas a detalhar os conceitos e

resultados que sao empregados nos capitulos seguintes.



A classe dos grafos cordais é hereditéria.

Proposicao 1. Se G é um grafo cordal e H é um subgrafo induzido de G, entao H

¢ um grafo cordal.

PRrROVA. Suponha, para uma contradi¢ao, que existe subgrafo induzido H de G que
possui um C}% como subgrafo induzido, com 4 < k. Desta forma, C} também é

subgrafo induzido de (G, uma contradigao. [ |

Lekkerkerker e Boland [29] introduziram o conceito de vértice simplicial e carac-

terizaram os grafos cordais através da existéncia destes vértices.

Definigao 2. Seja G um grafo e v € V(G). Dizemos que v ¢ simplicial se N(v) é

uma clique.

Todo grafo completo ¢é grafo cordal e todos os vértices de um grafo completo sao
simpliciais. Veremos, agora, que todo grafo cordal possui um vértice simplicial. E
mais, um grafo cordal que nao é um grafo completo possui ao menos dois vértices

simpliciais nao adjacentes.

Proposigao 2. [Lekkerkerker & Boland, 1962| Se G é um grafo cordal nao completo,

entao G possui ao menos dois vértices simpliciais nao adjacentes.

PRrovA. Por inducdo em |V(G)| = n.

Base: Suponhamos que n = 2. Pela hipotese, G = 2K, e, pela definicao, G tem

dois vértices simpliciais nao adjacentes.

Hipdtese: Suponhamos que se G é um grafo cordal nao completo com |V (G)| < n,

entao G possui ao menos dois vértices simpliciais nao adjacentes.

Passo: Seja G um grafo cordal ndo completo com |V (G)| =n + 1.

Tomemos a,b € V(G) tais que ab ¢ E(G).

Consideremos S um ab-separador minimal em G, isto é, S C V(G) tal que G\ S
é desconexo e a e b pertencem a componentes conexas distintas.

Sejam G, e Gy, as componentes conexas de G\ S que contém a e b, respectiva-
mente.

Vamos provar que S é uma clique. De fato, suponhamos, para uma contradicao,
que existem z,y € S tais que xy ¢ FE(G). Como S é minimal, x possui vizinhos
e em G, e x, em Gy; e, pela mesma razao, y possui vizinhos y, em G, e y, em Gy,
Tomemos um caminho P,, em G,, de z, para y, com o menor tamanho possivel e

um caminho P, em Gy, de x;, para y,, também, com o menor tamanho possivel. O
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conjunto de veértices {zq, z, 2y} UV (B) U{yp, ¥, Yo} UV (P,) produz' um ciclo em G.
Este ciclo tem tamanho maior ou igual a 4, uma contradi¢ao. Logo, S é uma clique.

Agora, consideremos os subgrafos induzidos H, = G[SUV(G,)] e H, =
G[SUV(Gy), de G.

Vamos considerar quatro casos.

Caso 1. Se H, e Hy, sao completos, todos os vértices de G, e G}, sao simpliciais em

G. Em particular, a € V(G,) e b € V(G}) sdo simpliciais em G e nao sdo adjacentes.

Caso 2. Se H, é completo e H, nao é completo, pela hipotese de inducao, H, tem
dois vértices simpliciais nao adjacentes, digamos u e v. Como S é clique, pelo menos
um destes vértices, digamos u, estd em G} e é simplicial de G. Por outro lado, como
H, é completo, todos os vértices de (G, sao simpliciais de G. Portanto, u e a sao

vértices simpliciais nao adjacentes de G.

Caso 3. Se H, nao é completo e H, é completo, um raciocinio anélogo ao do Caso

2 mostra que G possui dois vértices simpliciais nao adjacentes.

Caso 4. Se H, e H, nao sao completos, pela hipotese de inducao, H, possui vér-
tices simpliciais u, e v, nao adjacentes e H, possui vértices simpliciais u; e v, nao
adjacentes. Como S é clique, pelo menos um dos vértices u, ou v,, digamos u,, esta
em (G,. Analogamente, u, estd em Gy. Logo, u, e u, sdo vértices simpliciais nao
adjacentes de G. [}

A Proposicao 2 desempenha um papel fundamental em, pelo menos, duas carac-
terizacoes estruturais dos grafos cordais. A primeira, utiliza diretamente a nocao de

vértice simplicial.

Teorema 2. Um grafo G é cordal se, e somente se, todo subgrafo induzido de G

tem ao menos um vértice simplicial.

PROVA. (=) Sejam G um grafo cordal e H um subgrafo induzido de G. Vamos
considerar dois casos. Se H é completo, todo vértice de H é simplicial. Se H nao
é completo, pelas Proposicoes 1 e 2, H tem dois vértices simpliciais nao adjacentes.

Logo, H tem ao menos um um vértice simplicial.

(<) Suponhamos que todo subgrafo induzido de G' tem ao menos um vértice sim-
plicial. Agora, suponhamos, para uma contradi¢ao, que G nao é cordal. Portanto,

existe um ciclo C, com k > 4, que é subgrafo induzido de GG. Por ser um ciclo com

!Este conjunto de vértices ndo induz, necessariamente, um ciclo em G, pois = pode ser adjacente
a outros vértices de P, ou P,. Entretanto, mesmo que isto ocorra, existe um ciclo induzido —
produzido — por tal conjunto de vértices.
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mais de trés vértices, C, nao possui vértices simpliciais, uma contradicao. Portanto,
G é cordal. m

A segunda caracterizagdo, devida a Fulkerson e Gross [12], utiliza a nogao de

esquema de eliminacao perfeito (EEP).

Definicao 3. Seja G um grafo e (vq,...,v,) uma permutacao dos vértices de G.
Dizemos que (vy,...,v,) é um esquema de eliminagao perfeito de G se, para
todo i, 1 < i < n, v; é vértice simplicial de G [{v;, vi1, ..., 00}

Teorema 3. [Fulkerson & Gross, 1965] Um grafo G é cordal se, e somente se, G

possui um esquema de eliminacao perfeito.

PROVA. (=) Seja G um grafo cordal. Pela Proposicao 2, existe v; € V(G) tal que
vy & simplicial. Consideremos G — vy = (V(G) \ {1}, E(G) \ {uvy : u € V(G)}).
Como G — v; é grafo cordal, pela Proposicao 2, existe vy € V(G — v1) tal que vy é
simplicial. Consideremos, agora, (G — v1) — v9. Como (G — vy) — vy é grafo cordal,
pela Proposicao 2, existe vs € V((G —v;) —vg) tal que vs é simplicial. Como V(G) é
finito, este processo deve terminar ao escolhermos o vértice, digamos v,, em V(G).
Por construcao, a sequéncia (vq,...,v,) é tal que para todo ¢ com 1 < i < n, v; é

vértice simplicial de G [{v;, viy1,...,v,}]. Isto &, (v1,...,v,) é EEP.

(<) Seja (vq,...,v,) um EEP de G. Vamos provar que o grafo G é cordal por

indugao em n.
Base: Suponhamos que n = 1. Neste caso, G = K7, que é cordal.

Hipotese: Suponhamos que todo grafo G que possui um esquema de eliminac¢ao

perfeito (vq,...,v,) é cordal.

Passo:  Seja G é um grafo que possui um esquema de eliminagao perfeito
(V1o Uy Un1)-

Consideremos G — v1. Como (ve,...,v,) ¢ EEP de G — vy, temos, pela hipotese
de inducao, que G — v é cordal. Suponhamos, para uma contradi¢ao, que G nao é
cordal. Desta forma, existe Cj induzido em G, onde 4 < k, com k o menor possivel.
Vamos considerar dois casos. Se v; € V(Cy), entdao Cj é induzido de G — vy, uma
contradigdo. Se v; € V(C}), tomemos u,v € V(Cy)NN(v1). Como v é simplicial de

G, temos que uv € E(G), uma contradigao com o fato de Cy ser um ciclo induzido. B

Mesmo tendo sido amplamente estudados desde 1960, foi apenas em meados de
1970 que os grafos cordais comecaram a ser explorados como grafos de intersecao.

Recordamos que o grafo de intersecao de uma familia de conjuntos F possui F como
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conjunto de vértices e dois vértices sao adjacentes se, e somente se, tém intersecao
nao vazia (cf. Segdo 4.1). De maneira independente, Buneman [3], Gavril [14] e
Walter [46] provaram que os grafos cordais sao grafos de interse¢ao de subarvores

de uma arvore.

Definicao 4. Seja G um grafo. Dizemos que G é grafo de subarvores se existem
uma arvore T e uma familia F = {T3,..., T} de subarvores de T, tais que G é o

grafo de intersecao de F.

Dizemos que duas subarvores T; e T de T" tém intersecao ndao vazia quando T;
e T; possuem pelo menos um vértice em comum, i.e, V(T;) NV (T};) # 0.
Exemplo 2. Consideremos a arvore 71"

@ L 4 L 4 L 4 L J
C’1 02 03 04 05

E consideremos as seguintes subérvores de T":

T, = e—e T,= e T.= e—e—e
Cl Cg 05 CQ C(3 04
Ty=T T.= e Ty= e—e T,= e
Cs Cs Cy Cy

O grafo cordal ilustrado na Figura 2.1 é o grafo de intersecio de F =
{TavaaTcde7Tean7Tg}'

Dado um grafo G e u,v € V(G), denotamos por P,, um caminho qualquer de
u para v. Se G é arvore, entdo para todo par u,v € V(G), temos que P,, é tnico.

Além disso, quando conveniente, denotamos o conjunto {1,...,n} por [n].

Exemplo 3. O grafo C4 nao é grafo de subarvore.

De fato, suponhamos, para uma contradicao que existem uma arvore T e uma
familia F = {1}, T5,T3,T,} de subarvores de T, tais que C} é o grafo de interse¢io
de F.

Pela estrutura do Cy, temos T1NTy # (0, TyNT3 # 0 e ToNT3 = (. Logo, existem
a€TiNTyebe Ty NT;y tais que a # b.

Analogamente, como ToNTy # 0, TsNTy # 0 e ToNT5 = B, existem ¢ € ToNT}
e d € T3N Ty tais que ¢ # d.

Agora, como a # b # ¢ # d, os caminhos Py, Py, Py e P., formam um ciclo em

T, uma contradicao.
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A caracterizagao dos grafos cordais como grafos de subarvores é baseada em dois

resultados estruturais bem conhecidos:

e Se T é uma arvore e u,v,w € V(T), entao P,, C P,,UP,,. Além disso, existe

x € V(T) tal que x pertence a P,,, Py, € Pyy.

e Sep>2e{Ty,...,T,} ¢ uma familia de subarvores de uma &arvore tal que

'4
T; N T; # 0, para quaisquer i # j em [p], entdo [ Ty # 0.
k=1

Agora, estamos aptos a caracterizar os grafos cordais como os grafos de subér-

vores.

Teorema 4. [Buneman 1972; Gavril, 1974; Walter, 1974] Um grafo G é cordal se,

e somente se, G é grafo de subarvores.

PROVA. (=) Seja G um grafo cordal. Vamos provar, por indugdo em n = |V(G)],

que G ¢ um grafo de subarvores.

Base: Suponhamos que n = 1. Neste caso, G = K;. Dali, basta tomarmos T = K;

como arvore e {T'} como a familia de subarvores de 7.

Hipdtese: Suponhamos que se G é um grafo cordal com n vértices, entao G é grafo

de subarvores.

Passo: Seja G um grafo cordal com V(G) = {v1,...,v,41}. Como G é cordal, G
possui vértice simplicial v. Suponhamos, sem perda de generalidade, que v = v,,41
e que N(vpy1) = {v1,...,v}. Como o grafo G — v, é cordal com n vértices, pela
hipotese de indugao, G — v,,41 é grafo de subérvores. Isto é, existem uma arvore 7"
e uma familia 7' = {T7],...,T} de subarvores de 7", tais que G — v, é grafo de
intersecao de F'.

Como G[{vy,...,v;}] € um grafo completo, o subconjunto {77,--- 7} de F’
k

é tal que T NT; # 0, para quaisquer ¢ # j em [k]. Dai, (] T] # 0. Tomemos
—1

2

k
uwe (T].
=1

Consideremos a arvore T'= (V(T") W {y}, E(T") W {uy}) obtida a partir de 7" ao
adicionarmos o vértice y e a aresta uy. E consideremos 17, ...7T,, 1 as subarvores de

T definidas do seguinte modo:

Tn+1 = T[?A;
T; = T! paracadai e {k+1,...,n},

Ti+uy = (V(T)w{y}, E(T}) & {uy}), para cada i€ {1,... k}.
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Vamos mostrar que G ¢é o grafo de interse¢do da familia {T},...,7T,.1}. De fato,

vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que v;,v; € V(G) sdo tais que 4,5 # n + 1. Neste caso,
vv; € E(G) se, e somente se, v;v; € E(G — v,41). Mas, pela hipotese de indugao,
vv; € E(G—vny1) se, e somente se, T/NT; # (. Assim, pela defini¢do das subarvores
acima, T} N Tj # () se, e somente se, T; N T; # 0.

Caso 2. Suponhamos que v;v; € V(G) sdo tais que ¢ = n+ 1 ou j = n+ L.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que i = n + 1, dai v,v; € E(G) se, e
somente se, j € {1,...,k}. Mas, pela defini¢ao das subarvores acima, j € {1,...,k}
se, e somente se, T; = (V(Tj) W {y}, E(T}) & {uy}). Porém, isto acontece se, e
somente se, T; N T # (.

(<) Seja G o grafo de subarvores da familia {7},...,7,}, onde, para cada i € |n],
T; ¢ uma subarvore da arvore T.

Suponhamos, para uma contradicao, que G nao é cordal. Isto é, suponhamos
que existem vy,...,v; € V(G), com k > 4, tal que G[{vy,...,vx}] = Ck.

Desta forma, Cy é o grafo de interse¢ao da familia de subarvores {71, ...,T;} de
T. Ou seja, C} é grafo de subarvores.

Agora, mostraremos que, se C} é grafo de subarvores, entao Cj_; é grafo de
subarvores.

De fato, tomemos u € T,_1 N1, e v € T, NT;. Como T é arvore, existe um
tinico caminho de u para v, denotado por P,, = z1...x,, com x1 = u e x, = v. Pela
unicidade do caminho e pelo fato de P,, também estar contido em T}, pois u,v €
V(T}), obtemos {x1,...,z.} C V(T}). Agora, consideremos {71, ...,Tx_o,T*}, onde

a subarvore
T = (V(Tk_l) %) {ZEQ, N ,ZBT}, E(Tk_l) () {Uﬂfg, T3, ... ,[L’r_lafr})

é obtida através da subarvore Tj_; ao adicionar o caminho P,,. O grafo C,_; é o
grafo de intersecao de {717,...,Tx_2,T*}. Com efeito, as subarvores T;, i € [k — 2],
geram um caminho induzido com k — 2 vértices, pela hipotese, i.e, C ser grafo de
intersegio de {11, ..., Ty }. Por outro lado, T*NTy_1 # 0, pois Ty_1 NT}_o # 0, pela
hipétese e pela construgao de V(7). Em adigao, T*NTy # 0, pois z, = v € T*NTy
e x, € V(T*). Por outro lado, para todo i € {2,...,k — 3}, temos T* NT; = (). De
fato, para todo v € V(T™), temos v € V(T}_1) ou v € {xa,...,x,}. Suponhamos
que v € V(Ty_1), dai, pela hipotese, Tj,_; N'T; = (), para todo i € {2,...,k — 3}.
Assim, v ¢ V(T;), para todo i € {2,...,k — 3}. Suponhamos que v € {zs,...,z,}.
Como {x9,...,2,.} C V(T}) e T, N T; = (0, para todo i € {2,...,k — 3}, obtemos
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que v ¢ V(T;). Desta forma, T* inclui, ao caminho induzido com k — 2 vértices ja
obtido através de {T},...,Tx_2}, um vértice e duas arestas a mais que formam um
ciclo de tamanho £ — 1.

Concluimos que se C} é grafo de subarvores, entao Cy_; é grafo de subarvores.

Aplicando este raciocinio iteradamente, concluimos que C é grafo de subarvores.
Uma contradicao com o Exemplo 2.

Logo, os ciclos nao sao grafos de subarvore. Desta forma, G nao pode ter ciclos

como subgrafos induzidos e portanto G é cordal. [ |

A 1ltima caracterizacao dos grafos cordais que vamos considerar também foi en-
contrada, de maneira independente, por Buneman [3], Gavril [14] e Walter [46]. Eles
associaram a cada grafo cordal G uma arvore, possuindo uma certa caracteristica,
cujos vértices sao as cliques maximais de GG e provaram que os grafos cordais sao os
unicos grafos que possuem tais arvores denominadas por drvores caracteristicas.

Seja G um grafo. O conjunto formado pelas cliques maximais de G sera denotado
por CMg. Ao longo do texto, caso nao haja ambiguidade, utilizaremos apenas
CM. Além disso, dado v € V(G), o subconjunto de CM formado pelas cliques
maximais que contém v serd denotado por CMg(,). De maneira analoga, caso nao

haja ambiguidade, utilizaremos apenas CM,,.

Definicao 5. Seja G um grafo e 7" uma arvore. Dizemos que T é uma arvore
caracteristica de G se V(T') = CMg e para cada v € V(@) existe uma subarvore
T, de T tal que T,, = T[CM,].

Um mesmo grafo pode possuir arvores caracteristicas nao isomorfas.

Exemplo 4. Consideremos o grafo cordal G da Figura 2.3.

a

be ec

f

Figura 2.3: Um grafo cordal G com duas arvores caracteristicas.

As duas arvores apresentadas na Figura 2.4 sao arvores caracteristicas de G .

16



|a,c,dH d,e | a,c,d

e o) ] [oi] [i]

Figura 2.4: Duas arvores caracteristicas para G.

A propriedade de possuir uma arvore caracteristica caracteriza um grafo como

cordal.

Teorema 5. |[Buneman, 1972; Gavril, 1974; Walter, 1974] Um grafo G é cordal se,

e somente se, possui uma arvore caracteristica.

PROVA. (=) Seja G um grafo cordal. Vamos demonstrar, por inducdo em n =

[V(G)|, que G possui uma arvore caracteristica Tg.

Base: Suponhamos que n = 1. Como CMg = {{vi}}, basta definir T; e T),
do seguinte modo: V(1g) = V(T,,) = CMg e E(Tg) = E(T,,) = 0. De fato,
Ty, = TalCMg].

Hipdtese: Suponhamos que todo grafo cordal G com |V (G)| < n possui uma arvore

caracteristica Tg.

Passo: Seja G um grafo cordal com V(G) = {vy,...,v,}. Vamos considerar trés

Casos.

Caso 1. Suponhamos que G é um grafo completo. Como CM¢g = {{v1,...,vn}},
basta definir T¢ e, para cada i € [n], T,, do seguinte modo: V(Tg) = V(T,,) = CMg
e E(Tg) = E(T,,) = 0. De fato, dado v; € V(G), temos T,, = T[CM¢] .

Caso 2. Suponhamos que GG nao é completo e é desconexo. Sejam Gi,...,Gy as
componentes conexas de G. Para cada i € [k], temos que G; ¢ cordal e |V (G;)| <

n. Dai, pela hipotese de inducao, existe uma arvore caracteristica T, para Gj.

Tomemos, para cada i € [k], uma clique maximal qualquer C; de G;. Consideremos

k k
Te definida do seguinte modo: V(Tg) = |J V(Tg,) e E(Te) = U E(Tg,) U{CiCis1 :
i=1 i=1

1 < i < k—1}. Pela hipotese de indugao, OV(TGZ.) = LkJCMGi = CMg e,
para cada u € V(G), por G ser desconexo, existle i € [k] tal é_[ue u € V(G;) onde
Ty = Tg,[CMcyw) = Te[CMaw)-

Caso 3. Suponhamos que GG nao é completo e é conexo, pela Proposicao 2, como G é
cordal, existem a,b € V(G) simpliciais tais que ab ¢ E(G). Tomemos A = G[{a} U
N(a)], a unica clique maximal a qual a pertence. Seja U = {u € A : N(u) C A}.
Como a é simplicial, N(a) C A e, portanto, a € U. Desta forma, U # (.
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Consideremos Y = A — U. Temos que Y # (. De fato, caso contrario, para

todo v € A teriamos N(v) C A. Desta forma, G seria completo ou desconexo, uma

contradicao.
Agora, seja G' =G —-U = (V(G)\U,E(G) \{uv: u e U ewv € V(G)}). Como

G’ & um grafo cordal com |V(G')| < n, pela hipotese de indugao, G’ possui arvore

caracteristica T onde T, € a subarvore de Ty associada ao vértice w € V(G')

induzida por todas as cliques maximais que possuem w.
Se Y € CMe, entdo CMg = (CMa \{Y}) U{A}. Se Y ¢ CMc, entdo
CMg=CM¢g U{A}.

Vamos considerar dois subcasos.

3.1.

3.2.

Se Y € CMg, consideremos a arvore Ty construida como segue:
V(Te) = (V(Te) \Y) U {A}

E(TG) = (E(T(y) \ {CY :C € NTG/(Y)}) U {CA :C € NTG’ (Y)}
Ou seja, a arvore T ¢ obtida através de Ty ao trocar Y € V(T ) por A.
Como CM¢g = (CMe \ {Y}) U{A} temos que V(1) = CMg.

Ainda precisamos demonstrar a existéncia das subarvores T, de T tal que

V(Tew)) € o conjunto das cliques maximais de G que possuem w.
Suponhamos que w ¢ U. Desta forma, w ¢ Y ou w € Y.

Se w ¢ Y, entao a subarvore T (, de T, dada pela hipotese de inducao, é
tal que V(T (w)) € 0 conjunto de todas as cliques maximais de G’ que possuem
w. Pela hipotese, Tqi(y) € subarvore de T tal que V(T (w)) € 0 conjunto das

cliques maximais de G que possuem w. Dai, basta tomar Ty = T (w)-

Se w € Y, entdo a subarvore T, de T, dada pela hipotese de indugao, é
tal que V(T (w)) € 0 conjunto de todas as cliques maximais de G’, portanto,
Y € V(Tqr(wy)- Dai, basta tomar T, obtida através de T () ao substituir
a clique maximal ¥ por A. Assim, pela construgao de T, Tg(w) € subarvore

de Tz com V(Tgw)) conjunto das cliques maximais de G que possuem w.

Suponhamos que w € U. Neste caso, basta tomar Tg(,) = Te[Al.

Se Y ¢ CMg, tomemos B € CM¢ tal que Y C B.

Consideremos a arvore Tg = (V (1o )W{A}, E(Te )W {AB}). Neste caso, como
CMg =CMe U{A}, concluimos que V(1) = CMg.
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Ainda precisamos demonstrar a existéncia das subéarvores T,y de Ti; tal que

V(Tew)) € o conjunto das cliques maximais de G que possuem w.
Suponhamos que w ¢ U. Desta forma, w ¢ Y ouw € Y.

Se w ¢ Y, entao a subarvore T () de Ter, dada pela hipotese de inducdo, é
tal que V(T (w)) € 0 conjunto de todas as cliques maximais de G’ que possuem
w. Pela hipotese, T () € subarvore de T tal que V(T (w)) € 0 conjuto das

cliques maximais de GG que possuem v. Dai, basta tomar Tg(w) = Tar(w)-

Se w € Y, entdo a subarvore T, de T, dada pela hipotese de indugao, é
tal que V(Ter(w)) € 0 conjunto de todas as cliques maximais de G’, portanto,
B € V(T (w))- Dai, basta tomar T(,) obtida através de T (y,) ao substituir
a clique maximal Y por A e mais a aresta AB de Tg. Assim, pela construcao
de T, Tt (w) ¢ subarvore de Ty com V(Tgw)) conjunto das cliques maximais

de G que possuem w.

Suponhamos que w € U. Neste caso, basta tomar Tg.y = Te[B].

(<) Seja um grafo G com arvore caracteristica Tg. Considere a familia F = {7, :
v € V(G)}. Temos que, para quaisquer u # v € V(G), T, N'T, # 0 se, e somente
se, existe C € CMg tal que u,v € C. Mas u,v € C se, e somente se, uv € E(G). N

2.2 Grafos de comparabilidade

Os grafos de comparabilidade sao definidos por meio da nocao de conjunto par-
citalmente ordenado.
Sejam V' um conjunto nao vazio e R uma relacao em V. Dizemos que R é uma

ordem parcial sobre V', se R é:
(1) reflexiva sobre V, isto é, para todo = € V, temos (z,x) € R.

(2) antissimétrica sobre V, isto &, para todos z,y € V', se (x,y) € Re (y,z) € R,

entao r = y.

(3) transitiva sobre V| isto é, para todos z,y,z € V, se (z,y) € Re (y,2) € R
entdo (z,z) € R.

Como usual, denotamos ordens parciais genéricas por simbolos sugestivos como
< < < et

Um conjunto parcialmente ordenado é um par (V, <), onde V' é um conjunto
nao vazio e < é uma relagao de ordem parcial sobre V.

Quando todos os elementos de V' estao relacionados segundo uma relacao de

ordem parcial R, denominamos R de ordem total.
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Definicao 6. Seja R uma relacao de ordem parcial sobre um conjunto finito V.
Dizemos que R é de ordem total, ou linear, se para todos x,y € V, temos
(x,y) € Rou (y,z) € R.

Os exemplos candnicos de conjuntos parcialmente ordenados sao as ordens de

conjuntos, obtidas através da relacao C de continéncia entre conjuntos.

Proposicao 3. Se F ¢ uma familia de conjuntos, entao (F,C) é um conjunto

parcialmente ordenado.

PrOVA. E um fato bem conhecido que C é reflexiva, antissimétrica e transitiva sobre

qualquer familia de conjuntos. [ |

Um isomorfismo de um conjunto parcialmente ordenado (V, <) em um conjunto
parcialmente ordenado (V/,<’) é uma bijecdo f : V. — V', tal que, para todos
x,y € V, x <y se, e somente se, f(z) <" f(y). A existéncia de um isomorfismo é
uma relacao de equivaléncia na classe de todos os conjuntos parcialmente ordenados.
Dois conjuntos parcialmente ordenados sao isomorfos se existe um isomorfismo
entre eles.

Do ponto de vista estrutural — ou seja, a menos de isomorfismo —, as ordens

de conjuntos sao as unicas ordens parciais que existem.

Teorema 6. |[Representacao das ordens parciais| Se (V, <) ¢ um conjunto parcial-
mente ordenado, entdo existe uma familia F de subconjuntos de V' tal que (V, <) e

(F, Q) sao isomorfos.

PROVA. Seja (V, <) um conjunto parcialmente ordenado. Para cada x € V defini-
mos o conjunto x; = {y € V :y < x}. Tomemos F = {z| : x € V}.

Pela Proposicao 3, (F,C) é um conjunto parcialmente ordenado.

Agora, definimos ¢ : V — F tal que ¢(z) = x|, para todo x € V. Vamos provar
que ¢ ¢ um isomorfismo de (P, <) em (F, C).

1. ¢ ¢é injetiva. Sejam x,y € V. Suponhamos que ¢(z) = ¢(y). Dai, x; = y,.
Como < é reflexiva em V, temos x < z. Dali, € x;. Assim, z € y;. Logo,
x < y. De maneira andloga, y < x. Agora, como < é antissimétrica em V,

temos x = y.
2. ¢ € sobrejetiva. Seja x| € F. Como z € V, por defini¢do, ¢(z) = z;.

3. Para todos v,y € V, x <y se, e somente se, x;y Cy,. Sejam x,y € V.
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(=) Suponhamos que z < y. Seja z € x;. Dai, z < z. Assim, como < ¢é
z <

transitiva em V', temos y. Dai, z € y;. Logo, x| C y,.

(<) Suponhamos que z; C y;. Como < é reflexiva em V, temos = < z. Dal,

x € x. Assim, z € y;. Logo, x < y.

Isto conclui a prova. [ |

Toda ordem parcial sobre um conjunto finito possui, de maneira natural, um

grafo associado.

Definigao 7. Seja P = (V, <) um conjunto parcialmente ordenado. O grafo de
comparabilidade de P é o grafo Gp = (V, Ep) tal que, para todos z # y € V,

temos xy € Ep se, e somente se, x < y ou y < .

Dado um conjunto parcialmente ordenado (V, <), como < é antisimétrica em V,
o “ou” na Defini¢ao 7 é exclusivo. Além disso, como < é transitiva em V', para todos
u,v,w € V, distintos dois a dois, se uv,vw € Ep, entao uw € Ep. Caso nao haja
ambiguidade, denotamos G'p simplesmente por G.

Os grafos de comparabilidade sao os grafos dos conjuntos parcialmente ordena-

dos.

Defini¢ao 8. Um grafo G = (V, E) é de comparabilidade se existe um conjunto
parcialmente ordenado P = (V,<), tal que G é Gp. Neste caso, dizemos que P
corresponde a G, e vice-versa.

Denotamos por Comparabilidade a classe de todos os grafos de comparabilidade.

Exemplo 5. O grafo da Figura 2.5 é de comparabilidade.

a

o

e

Figura 2.5: Grafo de comparabilidade G.

Verifica-se diretamente que, por exemplo, o conjunto parcialmente ordenado
(V,<), onde V = {a,b,c,d,e} e < = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (e, e),(a,b), (a,c),
(b,c),(e,b), (e, c),(d,c)} corresponde a G.

Por outro lado, o grafo net abaixo nao é um grafo de comparabilidade.
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Figura 2.6: O grafo net nao é grafo de comparabilidade.

De fato, suponhamos, para uma contradicdo, que o grafo da Figura 2.6 é de
comparabilidade. Seja (V, <) um conjunto parcialmente ordenado que corresponde
a G. Como ab é uma aresta do grafo net, temos a < b ou b < a.

Vamos considerar os dois casos.

Caso 1. Suponhamos que a < b. Como < ¢é transitiva em V' e ac,ad ¢ E(G),
necessariamente, ¢ < b e d < b. Analogamente, temos c < e e d < f.

Agora, vamos considerar dois subcasos.

1.1 Suponhamos ¢ < d. Como d < f, pela transitividade de <, temos ¢ < f.
Contradi¢do com cf ¢ E(G).

1.2 Suponhamos d < ¢. Como ¢ < e, pela transitividade de <, temos d < e.
Contradicdo com de ¢ E(G).

Caso 2. Suponhamos que b < a. Por um raciocinio analogo ao empregado no Caso
1, obtemos uma contradicao.

Logo, o grafo net nao é de comparabilidade.

Exemplo 6. Para relacoes de ordens totais, de acordo com a Defini¢ao 6, obtemos
grafos de comparabilidade completos. Isto é, para todos z,y € V(G) distintos, como

estdo relacionados segundo R, entao zy € E(G).

Recordamos que, dados um conjunto nao vazio V' e uma relacao R sobre V, a
reversa de R ¢ a relagao R™! = {(y,z) : (z,y) € R}. Temos que R & de ordem
parcial sobre V se, e somente se, R~! é de ordem parcial sobre V. Além disso,
(R~Y~! = R. Deste modo, G ¢ grafo de comparabilidade se, e somente se, Gr-1 é
grafo de comparabilidade.

Dado um grafo de comparabilidade G e um conjunto parcialmente ordenado P

que lhe deu origem, obtemos de maneira direta um digrafo associado a G (e P).
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Defini¢ao 9. Seja Gp = (V, Ep) o grafo de comparabilidade associado ao conjunto
parcialmente ordenado P = (V, <). O digrafo associado a G é Dp = (V, Ap) tal

que, para todos z,y € V', temos: (x,y) € Ap se, e somente se, © £y e x < ¥.

Dado um digrafo associado Dp = (V, Ap) e z,y € V, escrevemos © —p y ou
x <p y no lugar de (z,y) € Ap. Caso nao haja ambiguidade, escrevemos apenas

xr — you x < y; e denotamos Dp simplesmente por D.

Exemplo 7. O digrafo associado ao grafo de comparabilidade G com a ordem

parcial apresentada no Exemplo 5 é:

(&

Figura 2.7: Digrafo D associado ao grafo G' da Figura 2.5.

O proximo resultado é simples e util. De certa maneira, ele mostra que a cons-

trucao do digrafo transitivo associado a um grafo garante que o grafo é de compa-
rabilidade.

Proposicao 4. Um grafo G = (V| E) é de comparabilidade se, e somente se, existe
uma relacao transitiva O sobre V tal que, para todos x # y € V temos: zy € FE se,

e somente se, (x,y) € O ou (exclusivo) (y,x) € O.

PROVA. (=) Suponhamos que G é o grafo de comparabilidade associado ao conjunto
parcialmente ordenado P = (V, ).
Definimos a relagao O sobre V' como segue: para todos z,y € V, (z,y) € O se,

e somente se, t Zy e r < y.

1. O é transitiva em V.

Sejam x,y,z € V tais que (z,y) € O e (y, 2) € O. Pela defini¢do de O, x # v,
r <y, y#zey< 2z Dai como < é transitiva em V, temos x < z. Agora,
suponhamos, para uma contradi¢do, que x = z. Desta forma, z <y ey < z.
Dai, como < é antisimétrica em V| temos y = 2z, uma contradicao com y # z.

Logox # z e x < z, isto é, (x,2) € O.

2. Para todos x # y € V, xy € E se, e somente se, (x,y) € O ou (exclusivo)
(y,z) € O.
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Sejam x # y € V. Para provarmos a implicagdo da esquerda para a direita,
suponhamos que xy € E. Dai, como G é de comparabilidade, x <y ou y < x.
Assim, como z # y, temos (z,y) € O ou (y,x) € O. Agora, suponhamos,
para uma contradi¢do, que (z,y) € O e (y,z) € O. Dai, x < yey < z.
E, pela antissimetria de <, temos z = y, uma contradicao com x # y. Para
provarmos a reciproca, suponhamos que (z,y) € O ou (exclusivo) (y,z) € O.
Pela defini¢ao de O, temos = # y, onde x < y ou (exclusivo) y < . Em ambos

os casos xy € E.

(<) Suponhamos que existe relacao transitiva O sobre V' tal que para todos = #
y € V temos zy € E se, e somente se, (z,y) € O ou (exclusivo) (y,z) € O.
Definimos a relacao < sobre V' tal que, para todos z,y € V: x < y se, e somente
se, (z,y) € O oux =y.
Vamos mostrar que P = (V, <) é um conjunto parcialmente ordenado.

1. < € reflexiva sobre V. Segue direto da definicao de <.

2. < € antissimétrica sobre V. Sejam x,y € V tais que x < y e y < x. Supo-
nhamos, para uma contradicao, que x # y. Assim, pela definicao de <, temos

(z,y) € O e (y,x) € O, contradizendo o “ou (exclusivo)” na definigao de O.

3. < € transitiva sobre V. Sejam x,y,z € V. Suponhamos que z <y ey < 2.

Vamos considerar dois casos.

(a) Suponhamos que x = y. Desta forma, x =y < z.

(b) Suponhamos que x # y. Vamos considerar dois subcasos. Se y = z,
temos * <y = z. Se y # z, temos (x,y) € O, (y,z) € O. Mas, como O é

transitiva em V, temos (z,z) € O. Logo, = < z.

Finalmente, dados x # y € V, temos: zy € FE se, e somente se, (z,y) € O
ou (exclusivo) (y,x) € O se, e somente se, [(z,y) € O ou x = y| ou (exclusivo)
[(y,z) € O ouy = x| se, e somente se, z < y ou (exclusivo) y < z. Assim, G = (V, E)
esta associado ao conjunto parcialmente ordenado P = (V,<). Portanto, G é de

comparabilidade. [ |

Seja G = (V,FE) um grafo e O uma relagdo em V. Dizemos que O é uma
orientagao transitiva de G se:
(1) para todos z,y € V: zy € E se, e somente se, (z,y) € O ou (exclusivo)
(y,x) € O;
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(2) O ¢é transitiva em V.

Dizemos que as arestas de G podem ser orientadas transitivamente se
existe uma orientacao transitiva de G. Neste contexto, a Proposicao 4 garante que
um grafo é de comparabilidade se, e somente se, suas arestas podem ser orientadas
transitivamente.

Os grafos de comparabilidade foram introduzidos por M. A. Ghouila-Houri [15],
em 1962, como os grafos subjacentes das ordens parciais. Em 1964, P. C. Gilmore e
A. J. Hoffman [16] caracterizaram os grafos de comparabilidade por meio de certas
estruturas proibidas, denominadas por eles de ciclos impares sem cordas triangulares.
Além disso, a prova da condicao suficiente desta caracterizagao fornece um algoritmo
para orientar transitivamente as arestas do grafo. Em 1967, T. Gallai [13] descreveu
diversas propriedades importantes dos grafos de comparabilidade e caracterizou os
grafos de comparabilidade por meio de uma lista infinita de subgrafos induzidos
proibidos.

Sobre o reconhecimento dos grafos de comparabilidade, A. Pnueli, A. Lempel
e S. Even [38], em 1971, descreveram um algoritmo que decide se um grafo é de
comparabilidade e, em caso afirmativo, exibe uma orientagao transitiva deste grafo.
Segundo os autores, este algoritmo é mais simples e eficiente do que o apresentado
por Gilmore e Hoffman. No livro [17], Golumbic utiliza das técnicas de decomposicao
dos grafos de comparabilidade dadas por Pnueli, Lempel e Even, e descreve um
algoritmo que determina se um dado grafo é de comparabilidade ou nao. Como
corolario, Golumbic afirma que os grafos de comparabilidade podem ser reconhecidos
em O(A -m), onde A é o grau maximo do grafo e m é seu niimero de arestas.

Os problemas do ciclo hamiltoniano e conjunto dominante sao NP-completos na
classe dos grafos de comparabilidade; existem algoritmos eficientes para os problemas
de coloracao, clique, conjunto independente e cobertura por cliques; e o problema
de determinar se dois grafos de comparabilidade sao isomorfos é GI-completo. Os
livros |2, 17, 25, 33, 42, 44| contém estudos detalhados sobre grafos de comparabili-
dade. Nos limitamos apenas a revisar os conceitos e resultados que sao empregados
nos capitulos seguintes.

A classe Comparabilidade é hereditaria.

Proposicao 5. Se G é um grafo de comparabilidade e H é um subgrafo induzido

de G, entao H ¢ grafo de comparabilidade.

PRrROVA. Seja G um grafo de comparabilidade e H um subgrafo induzido de G, tal
que V(H) ={vy,..., v}
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Tomemos D um digrafo transitivo associado a G, que exibe a orientacao O

transitiva das arestas de G. Temos que D[{vy, ..., v;}] é digrafo transitivo associado
a uma orientagdo O’ transitiva obtida de O ao se restringir aos vertices {vy, ..., v}
Caso contrario D nao seria transitivo. Logo, H é de comparabilidade. [ |

Como toda classe hereditaria, Comparabilidade possui caracterizacao por subgra-
fos induzidos proibidos. Esta caracterizagao é dada por uma lista infinita de grafos

conhecida como familia de Gallai, foi exibida por Gallai em [13].

Teorema 7. |Gallai, 1967] Um grafo é de comparabilidade se, e somente se, nao
possui nem os grafos listados nas Figuras 2.8, 2.9, 2.10, 2.11 e 2.12 nem os comple-

mentos dos grafos listados na Figura 2.13 como subgrafos induzidos.

Figura 2.8: Grafos C,,, para n > 6.

<N

(%1 Von+4 (%1 V2n+3

Figura 2.9: Grafos X F2""3 e X F;""?, para n > 0, respectivamente.

il

Figura 2.10: Grafos Ty, X5 e X;.
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U1

Von—1

Figura 2.11: Grafos Cs,_1, para n > 3.

Figura 2.12: Grafos Xgo, X31 X32, X33, X34, X35 e X36.

U1 Un+2 U1 Un+1 U1 Un+1

Figura 2.13: Grafos X Fy'™', XFP e XFP, para n > 0.

Uma prova detalhada deste resultado é extensa demais para ser apresentada aqui.

Ao contrario do que acontece com os grafos cordais, nao conhecemos uma ca-
racterizacao dos grafos de comparabilidade como grafos de intersecao. Observamos
que, na Secao 4.1, provamos que Comparabilidade é classe de intersecao. Alterna-
tivamente, em 1989, Golumbic e Scheinerman [18| provaram que um grafo é de
comparabilidade se, e somente se, é um grafo de inclusao.

Recordamos que, dada uma familia 7 = {Si,...,S,}, possivelmente com ele-
mentos repetidos, o grafo de inclusao de F, denotado por W(F), é o grafo cujo

conjuntos de vértices ¢ F e tal que, para todos i # j € [n], S; e S; sdo adjacentes se,
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e somente se, S; € 5 ou §; C 5;. Um grafo G é um grafo de inclusao se existe
uma familia F tal que G ¢é isomorfo a W(F).

Golumbic e Scheinerman exibiram um modelo de inclusao para os grafos de com-
parabilidade cujos elementos sdo subestrelas de uma estrela (e, portanto, subarvores
de uma arvore), o que, pelo Teorema 4, relaciona de uma certa maneira os grafos de
comparabilidade com os grafos cordais.

Vamos provar este resultado como um corolario do Teorema 6.

Teorema 8. |Golumbic & Scheinerman, 1989] Um grafo G é de comparabilidade
se, e somente se, ¢ um grafo de inclusao. Em adicao, existem uma estrela T' e uma

familia F de subestrelas de T tais que GG é o grafo de inclusao de F.

PROVA. Seja G um grafo com V(G) = {xzy,...,z,}.

(=) Suponhamos que G é um grafo de comparabilidade associado ao conjunto par-
cialmente ordenado P = (V(G), <).
Pela Proposicao 6, (V(G), <) é isomorfo a (F,C), onde F = {z, : x € V(G)}.
Assim, para quaisquer x,y € V(G): zy € E(G) se, e somente se, t < youy <

se, e somente se, v C y, ou y, C z;. Logo, G é grafo de inclusao de F.

(<) Suponhamos que G é grafo de inclusao de uma familia 7 = {S,,...,5,}.
Consideremos a orientagao das arestas de G definida, para todos x # y € V,
por: ¥ — y se, e somente se, S, C .S,
Dados z,y € V, se x — y, temos S, C S, e, dai, zy € E(G). Além disso, dados
z,y,z € V(G),sex = yey— z temos S, C S, e S, CS,. Dai, S, CS,. E assim,
T — z.

Logo, pela Proposicao 4, G é um grafo de comparabiildade.

Adicionalmente, vamos construir uma estrela 7' e uma familia F de subestrelas
de T tais que G é grafo de inclusao de F.

Definimos a estrela Sg com conjunto de vértices V(Sg) = V(G)U{w} e conjunto
de arestas F(Sq) = {wz : x € V(G)}. Além disso, para cada v € V(G), considere-
mos a subestrela S, de Sg com conjunto de vértices V(S,) = vy U{w} e conjunto
de arestas E(S,) = {wz :xz € v }.

Agora, sejam u,v € V(G). Como w ¢ V(G), temos u; C v, se, e somente se,
uy U{w} C vy U{w} se, e somente se, V(S,) C V(S,). Além disso, u; C v se, e
somente se, {wz : v € u } C {wy :y € v} se, e somente se, £(S,) C E(S,). Ou
seja, u; C vy se, e somente se, S, ¢ subestrela de .S,,.

Sendo assim, para quaisquer u,v € V(G): uv € E(G) se, e somente se, u < v ou
v < u se, e somente se, u; C v, ou v; C uy se, e somente se, S, ¢ subestrela de 5,
ou S, é subestrela de S,. Logo, G é grafo de inclusao de F = {S, :v € V(G)}. ®
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Na Secao 4.2, vamos nos basear nos Teoremas 5 e 8 para exibir um modelo de

intersecao para os grafos cordais comparabilidade.
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Capitulo 3
Grafos cordais comparabilidade

Neste capitulo, revisamos a definicdo da classe Cordal comparabilidade e apresen-
tamos dois resultados sobre os grafos cordais comparabilidade. Dividimos o capitulo
em duas sec¢oes cujo contetdo esta descrito a seguir.

Na Secao 3.1, motivamos o estudo da classe Cordal comparabilidade no contexto
das classes de grafos definidas pela aplicacao da operagao complemento de um grafo
ou da operacao conjuntista de intersecao entre duas classes, por exemplo, a classe
Cocordal é a classe composta pelos grafos cujos complementos sdo cordais e a classe
Cordal N Cocordal, composta pelos grafos que sao cordais e cocordais, concomitan-
temente.

Na Secao 3.2, exibimos a lista infinita de grafos que caracteriza os grafos cordais
comparabilidade por subgrafos induzidos proibidos, devida a Borie e Spinrad [1].
Este resultado é uma simples juncao da definicao dos grafos cordais e do resultado
de Gallai [13], que caracteriza os grafos de comparabilidade por subgrafos induzidos

proibidos.

3.1 Grafos cordais comparabilidade

Classes de grafos caracterizadas pela aplicacao da operagao complemento a um
grafo e de operagoes conjuntistas — intersecao e uniao — a outras classes, surgem
frequentemente em Teoria dos Grafos. Exemplos bem conhecidos sao as classes dos
grafos de intervalo (24|, de permutacao [38] e split [11]. Cada uma destas classe

possui uma caracterizagao como uma classe de grafos de intersecao. De fato:

e Hajos [24] definiu os grafos de intervalo como aqueles que possuem um modelo

de intersecao cujos elementos sao intervalos da reta real.

e Pnueli, Lempel e Even [38] definiram os grafos de permutacdo como aqueles

30



que possuem um modelo de intersecao cujos elementos sao segmentos de retas

com extremos em duas retas paralelas distintas.

e Folder e Hammer [11]| definiram os grafos split como aqueles com conjunto de
vértices que podem ser particionado em conjunto independente e uma clique.
Além disso, provaram que um grafo é split se, e somente se, é grafo de intersecao

de subestrelas de uma estrela.

Porém, todas estas classes de grafos possuem caracterizacoes por meio das ope-
racoes conjuntistas aplicadas as classes dos grafos cordais e de comparabilidade. De
fato, denotando as classes dos grafos de intervalo, de permutacao e split por Intervalo,

Permutacdo e Split, respectivamente, temos:

e Punueli, Lempel e Even [38] provaram que um grafo é de permutagao se, e
somente se, é, simultaneamente, de comparabilidade e de cocomparabilidade.

Em outras palavras, Permutacdo = Comparabilidade N Cocomparabilidade.

e Gilmore e Hoffman [16] provaram que um grafo é de intervalo se, e somente
se, é cordal e cocomparabilidade. Em outras palavras, Intervalo = Cordal N
Cocomparabilidade. Em adi¢ao, provaram também que um grafo é de intervalo
se, e somente se, suas cliques maximais podem ser linearmente ordenadas, i.e,

possui uma arvore caracteristica que é um caminho.

e Gilmore e Hoffman [16] provaram que um grafo é split se, e somente se, é

cordal e cocordal. Em outras palavras, Split = Cordal N Cocordal.

No livro [17], Golumbic abordou os grafos de intervalo, os grafos de permutagao
e os grafos split, mas deixou — sob o prisma das operagoes conjuntistas aplicadas a
classe de grafos — pelo menos uma lacuna importante: o estudo da classe Cordal N
Comparabilidade, em destaque na Figura 1.1. Assim surge o interesse no objeto de
estudo deste trabalho.

Definicao 10. Um grafo é cordal comparabilidade se é, simultaneamente, cordal
e de comparabilidade. A classe dos grafos cordais comparabilidade é denotada por

Cordal comparabilidade.

Nosso objetivo principal foi estudar a classe Cordal comparabilidade, de modo
a produzir um texto contendo, de maneira organizada, resultados estruturais que
possam contribuir com propriedades inerentes ao fato de um grafo ser cordal e de
comparabilidade, concomitantemente. Durante este processo, fizemos um levanta-

mento bibliografico sobre a classe (cf. Capitulo 1) e obtivemos alguns resultados
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relacionados a estruturas dos grafos cordais comparabilidade, especificamente, no
que tange a sua representacao por modelos de intersecao e no que tange a uma

propriedade interessante sobre suas arvores caracteristicas (cf. Se¢oes 4.2 e 5.2).

3.2 Caracterizacao por subgrafos induzidos proibi-

dos

Existe uma caracterizacao dos grafos cordais comparabilidade pela proibi¢ao de
subgrafos induzidos, devida a Borie e Spinrad [1]. Ela é bastante natural uma vez
que decorre, de maneira direta, das classes Cordal e Comparabilidade possuirem, cada

uma, caracterizacao por subgrafos induzidos proibidos.

Teorema 9. |[Borie & Spinrad, 1999] Um grafo G é cordal comparabilidade se,
e somente se, nao possui os grafos das Figuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 como subgrafos

induzidos.

U1 V2

-

Figura 3.1: Ciclos C), paran > 4

Von—2

U1 Von+4 (%1 Von+3

Figura 3.2: Grafos X F"™ e XF;""? paran > 0.

Figura 3.3: Grafos X34 e Xsg.
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Figura 3.4: Grafos de Hajos, net e co-rising-sun.

PRrROVA. As classes Cordal e Comparabilidade possuem caracterizacoes por subgrafos
proibidos (cf. Seg¢oes 2.1 e 2.2). Unindo as listas de proibidos em ambas as carac-
terizacoes e retirando os grafos redundantes, obtemos a lista de grafos induzidos

proibidos para Cordal comparabilidade. [ |
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Capitulo 4
Grafos de intersecao

Neste capitulo, provamos que a classe Cordal comparabilidade é uma classe de
intersecao. Este resultado foi apresentado no IX Encontro de Teoria da Computagao
(ETC 2024) |5]. Dividimos o capitulo em duas se¢oes cujo contetdo estd descrito a
seguir.

Na Segao 4.1, revisamos os conceitos e resultados basicos sobre grafos de inter-
secao e classes de intersecao. Em particular, descrevemos o Teorema de Scheiner-
man, que caracteriza as classes de grafos que sao classes de intersecao. Como uma
aplicacao deste resultado, provamos que a classe Comparabilidade é uma classe de
intersecao. Apesar disto, ainda é uma questao sem resposta se existe uma classe
C de familias F geometricamente, ou, combinatoriamente interessantes tal que um
grafo G ¢ de comparabilidade se, e somente se, existe F € C tal que G é grafo de
intersecao de F. Isto porque o Teorema de Scheinerman produz uma classe de fa-
milias, de certa maneira, bastante artificial que mostra que Comparabilidade é classe
de intersecao.

Na Secao 4.2, provamos que a classe Cordal comparabilidade é uma classe de
intersecdo. Este é um problema proposto por Ma e Spinrad [30] e, posteriormente,
novamente proposto por Borie e Spinrad em [1]. Ao invés de aplicarmos o Teorema
de Scheinerman, fazemos isto de maneira direta, definindo uma classe de familias de
subarvores T tal que os grafos cordais comparabilidade sao os grafos de intersecao
de 7. Nosso resultado pode ser entendido como uma juncao de dois resultados: a
caracterizagao dos grafos cordais como os grafos que possuem arvores caracteristicas
(cf. Teorema 5) e a representacio dos conjuntos parcialmente ordenados como as

ordens de conjuntos (cf. Teorema 6).
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4.1 A classe Comparabilidade é classe de intersecao

Uma maneira natural de definirmos um grafo é como um grafo de intersecao,
i.e., considerarmos uma familia de conjuntos como seu conjunto de vértices e co-
nectarmos dois tais vértices se, e somente se, eles possuirem intersecao nao vazia.
Dada uma classe de grafos G — definida por propriedades algébricas, combinatorias,
geométricas, etc. —, é natural perguntarmos se existe uma classe de familias C tais
que os grafos de G sao exatamente os grafos de intersecao das familias F € C.

Os grafos e as classes de intersecao sao parte importante da Teoria dos Grafos.
Com seus proprios conceitos e resultados, contribuem de maneira significativa para
o estudo das propriedades estruturais dos grafos. Também possuem aplicagoes nas
areas de biologia, computacao, analise de matrizes e estatistica. Detalhes sobre os
grafos e as classes de interse¢cdo podem ser encontrados em [33].

No que segue, consideramos que familias F = {5}, ...,.S,} sd@o multiconjuntos,

isto é, ha a possibilidade de termos S; = S; mesmo que i # j, para alguns 7, j € [n].

Definicao 11. Seja F uma familia de conjuntos. O grafo de intersegcao de F,
denotado por Q(F), é o grafo cujo conjunto de vértices é F e para todos S;, S; € F,
com i # j, temos que S; ¢ adjacente a S; se, e somente se, S; N.S; # (.

Seja G um grafo. Dizemos que G é grafo de intersecao se existe familia F tal

que G ¢ isomorfo a Q(F).

Exemplo 8. Seja F = {{z1}, {z1, xo, 23}, {x1, T3, x4, 25}, {za}, {x1}}. A Figura 4.1

ilustra o grafo de intersecao de F.

gl

L1T273

€

Xyq
L1T3L4T5

Figura 4.1: O grafo Q(F)

Definicao 12. Sejam G uma classe de grafos e C uma classe de familias de conjuntos
de um certo tipo. Dizemos que os grafos em G sao os grafos de intersecao de
C se para todo grafo GG, temos G € G se, e somente se, existe F € C tal que G é o
grafo de intersecao de F.

Dizemos que G é classe de intersecao se existe uma classe de familias de

conjuntos C tal que os grafos de G sao os grafos de intersecao de C.
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Como vimos no Teorema 4, Cordal é a classe de intersecao das subarvores das
arvores. Entretanto, nem toda classe de grafos é classe de intersegao (cf. o paragrafo
apos o Teorema 10).

Em 1985 [41], Scheinerman caracterizou as classes de interse¢ao através dos con-

ceitos de monotocidade, expansao de vértices e composicao em séries.

Definicao 13. Seja G uma classe de grafos. Dizemos que G é moné6tona se, para
todo G € G e para todo H subgrafo induzido de G, temos H € G.

Defini¢ao 14. Sejam G um grafo e v € V(G). Uma expansao do vértice v é uma
substituicao de v por uma clique {vy,...,v,} de forma que, para todo u € V(G) tal
que uv € E(G), temos que u é adjacante a v;, para todo ¢ € {1,...,n}.

Seja H um grafo. Dizemos que H é obtido de GG por meio da expansao de
vértices se H ¢ obtido de G ap6s uma expensao de algum vértice v € V(G).

Seja G uma classe de grafos. Dizemos que G é fechada para expansao de
vértices se, para todos G € G e v € V(G), o grafo obtido de G pela expansao do

vértice v pertence a G.

Definicao 15. Seja G uma classe de grafos. Uma série de composicao de G é
uma sequéncia contavel (Gy,...,G,,...) de grafos de G tal que (1) para qualquer
i > 1, o grafo G; é subgrafo induzido do grafo G,;;; e (2) para todo G € G, existe
© > 1 tal que G é subgrafo induzido de G;.

O principal resultado do trabalho de Scheinerman [41] é o seguinte.

Teorema 10. Se G é uma classe de grafos, entao G é classe de intersecao se, e
somente se, G é monotona, fechada para expansao de vértices e possui série de

cOMposicao.

O Teorema 10 nao serd demonstrado pois foge do tema do texto, que versa sobre
os grafos cordais comparabilidade.

Um exemplo de uma classe de grafos G que nao é classe de intersecao ¢ a classe
dos grafos que nao possuem nem Cj e nem C5 como subgrafos induzidos. De fato,
em [41] esta provado que G nao nao possui série de composicao.

Como corolario do Teorema 10, demonstamos o seguinte resultado do folclore:

Teorema 11. Comparabilidade ¢é classe de intersecao.

PROVA. De acordo com o Teorema 10 precisamos provar que a classe Comparabili-

dade & mondtona, fechada para expansao de vértices e possui série de composicao.
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Comparabilidade é mondétona, pela Proposigao 5.

Comparabilidade é fechada para expansdo de vértices. De fato, sejam G grafo de
comparabilidade e v € V(G). Tomemos O, uma orientacao transitiva de G. Con-
sideremos H o grafo obtido de G através da expansao do vértice v. Definimos O’,

uma orientacao para H, da seguinte maneira:

e Para todos u,w € V(H) \ {vy,...,v,} temos (u,w) € O se, e somente se,
(u,w) € O.

e Paratodosu € V(G)\{v1,...,v,}ei e {l,...,n}, (u,v;) € O (resp. (v;,u) €
O') se, e somente se, (u,v) € O (resp. (v,u) € O).

e Para todos i # j em {1,...,n}, (v;,v;) € O se, e somente se, i < j.

E de imediata verificacdo que a orientacdo O’ é transitiva e portanto H é grafo

de comparabilidade.

Comparabilidade possui série de composi¢ao. Consideremos G’,El), o ,ngl) todos os

i.e, G; é o grafo obtido pela uniao disjunta de todos os grafos de comparabilidade

grafos de comparabilidade com i vértices, parai > 1. Tomemos G; = GZ(»

com ¢ vértices, para ¢ > 1.

O grafo G; é de comparabilidade. De fato, tomemos O orientagao transitiva de
Gﬁp), para todo p € {1,...,k;}. Consideremos a orientagao O; = Ogl) CRER T Ofki)
de G}, i.e, a orientacao obtida através da unido disjunta das orientagoes transitivas
dos grafos de comparabilidade com i vértices. E de imediata verificacdo que O; é
transitiva e, portanto, GG; ¢ de comparabilidade.

Agora, vamos mostrar que, para todo ¢ > 1, temos que G; é subgrafo induzido
de G;41. Um primeiro fato é que, para todo p € {1,...,k;}, existe algum [, €
{1,..., kiy1}, tal que Gﬁfi é o grafo de comparabilidade com i 4+ 1 vértices obtido
através da uniao disjunta de G§p> com um vértice isolado. Desta forma, G; =
GZ(»I)LJ:J- : ~L{rJG§k") é subgrafo induzido de Ggﬂ&k : wGE’j;), que, por sua vez, é subgrafo
induzido de Gy, pela definicao de G;;1. Dai, pela transitividade de subgrafos
induzidos, G; é subgrafo induzido de G;;.

Por ultimo, vamos mostrar que, dado qualquer G de comparabilidade, existe
¢ > 1 tal que G é subgrafo induzido de G;. De fato, neste caso, basta tomar
i = |V(G)|, pela definigdo de G;. [

Apesar do Teorema 11 ainda nao conhecemos um modelo de intersecao baseado

em propriedades combinalorias naturais ou propriedades geomélricas para a classe
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Comparabilidade. Ao contrario do que ocorre para a classe Cordal, que é classe de in-
tersecao, e, possui um modelo de intersecao combinatoriamente ou geometricamente

significativo, como vimos no Teorema 4.

4.2 Grafos cordais comparabilidade como grafos de
intersecao

Nesta secao, provamos que os grafos cordais comparabilidade sao grafos de in-
tersecao. Mais especificamente, associamos a cada grafo cordal comparabilidade
GG, com orientacao transitiva O, uma arvore 7' — com determinada configuracao
— ¢ uma familia F de subarvores de T" — com determinadas propriedades — e
mostramos que G é o grafo de intersecao de F.

A arvore T e a familia F sao o resultado da implementacao das seguintes ideias.

Em primeiro lugar, para construir a arvore 7', tomamos como ponto de partida a
arvore caracteristica Ty de G, que existe, pelo Teorema 5. Em seguida, adicionamos
folhas a T, para obter T, da maneira a seguir. Para cada C; C V(G) e para cada
x € C; acrescentamos um novo vértice x; e uma nova aresta x;C;.

Em segundo lugar, para construir as subarvores de JF, usamos como ponto de
partida os modelos de inclusao de subestrelas de uma estrela dos grafos completos
induzidos pelas cliques maximais de GG, que existem, pelo Teorema 8.

Para facilitar a compreensao do se que segue, vamos exemplificar estes procedi-

mentos.

Exemplo 9. Consideremos o grafo cordal comparabilidade rising-sun munido da

orientacao transitiva, ilustrados abaixo.

C C

g f g f

Figura 4.2: O grafo rising-sun, G, e uma orientacao transitiva, O, de G.
Seguindo o raciocinio esbocado acima, consideremos, como ponto de partida,
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Te, a Gnica arvore caracteristica de G (cf. Exemplo 12), onde C; = {b,¢,d},Cy =
{a,b,9},Cs =1{b,d, f, g}, Ca = {d,e, f} e V(Tg) = {C1,Cz,C5,Cu}.

ch

& e, Cy
— @ B

Figura 4.3: Arvore caracteristica Ty do rising-sun.

Agora, vamos criar T, a partir de Tg. Para isto, a cada clique maximal C; de
(G, acrescentamos novos vértices a Ty que serao folhas em 7. Ou seja, para cada
x € C;, criamos uma copia x; — com o mesmo indice que C; — tal que z; é adjacente
somente a C; em 7. Por exemplo, como C; = {b,c,d}, acrescentamos as folhas
by, c1,d; adjacentes somente a C;. A Figura 4.4 mostra a arvore T obtida apods

executarmos este procedimento para todos os vértices de G.

Figura 4.4: A arvore T construida a partir de Tg.

Nesta ultima etapa, construiremos a familia F de subarvores de T" de modo que
G é o grafo de intersecdo de F. Para isto, vamos associar a cada v € V(G) a
subéarvore T, de T', definida da maneira a seguir. Dado v € V(G), consideremos o

subgrafo T, de T" induzido pelo seguinte conjunto de vértices:
{CirielkleveCiU{vielkleveCiU{x,:iclklevel ex—pov}

Ou seja, T, é induzido pelas cliques maximais C; tais que v € C;; pelas folhas v; — que

sao copias de v — tais que v € C;; e pelas folhas x; — que nao sao copias de v — tais
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que x —p v € C;. Como Ty é arvore caracteristica de G e os vértices acrescentados
a T para formar T sao folhas de T, existe um dnico caminho entre quaisquer dois
vértices de T,. Desta forma, T, é, de fato, uma subarvore de T'. Por exemplo,
a subarvore associada a b é T, = T[Cy,Cs,C3,b1,bo, b3, c1,dy, a2, go,ds, f3, 93], em

destaque na Figura 4.5.

Figura 4.5: A subarvore T}, associada ao vértice b.

De fato, b pertence exatamente as cliques Cy,Cs, C3; as folhas que sao copias de b em
C1, Cy e C3 830 by, by € bs, respectivamente; as setas que apontam para b em O sao
a—bc—bd—bf—>bg—b

A Figura 4.6 mostra todas as subarvores T, de T obtidas apo6s efetuarmos esta
construcao para todos os vértices de GG, orientado por O, como na Figura 4.2.

Vamos mostrar que GG é o grafo de intersecao de F, i.e, para quaisquer u,v €
V(G), ww € E(G) se, e somente se T, N T, # (. Para provarmos a implicacao
da esquerda para a direita, suponhamos que uwv € F(G). Dai, existe uma clique
maximal C;, tal que u, v € C;. Assim, pela definicao de T,,, temos C; € T,,. De maneira
analoga, C; € T,. Logo, T,, N T, # (). Para provarmos a reciproca, suponhamos que
T.NT, # 0. Sejaw € T,NT,. Dai, w € T, e w € T,. Desta forma, pela constru¢io
de T, temos duas possibilidades: w = C;, para algum i € {1,2,3,4} ou w é uma
folha da forma x;, com x € C;, para algum i € {1,2,3,4}. Assim, vamos considerar

dois casos.

Caso 1. Suponhamos que w = C;, para algum ¢ € {1,2,3,4}. Assim, pela construcao
de T, e T,, sabemos que u,v € C; e, portanto, uv € E(G).

Caso 2. Suponhamos que w é uma folha da forma x;, com z € C;, para algum
i€ {1,2,3,4}. Assim, pela construcao de T, e T,, temos C; € T, N T,,. Entdo, por
um raciocinio completamente anélogo ao caso anterior, temos uv € E(G).

O Exemplo 9 mostra como podemos construir um modelo de intersecao para

o grafo rising-sun munido de uma orientacao transitiva. Nosso objetivo, agora, é
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Figura 4.6: Familia F das subarvores de T'.
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descrever esta construcao de forma geral, para qualquer grafo cordal comparabilidade

munido de qualquer orientacao transitiva.

Teorema 12. Se G é um grafo com conjunto de cliques maximais {Cy,...,C}, tal
que |C;| = n;, para cada i € [k], entdo, as seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(a) G é cordal comparabilidade.

(b) G é o grafo de interse¢io de uma famila F = {7, : v € V(G)} de subarvores de

uma arvore 1" que satisfazem as seguintes propriedades:

P1. Existem conjuntos nao vazios {ci, ..., ¢k}, {fl(l), Cey ,(ﬁ)}, cey {fl(i), . ,f,g?},
R {fl(k), . .,f,si)}, dois a dois disjuntos, tais que V(T) = {c1,...,c} U
Ule{fl(i), . féi)}, T [ci,...,¢,) é subarvore de T e f]@ sao folhas.

Em geral, denotamos H =< G quando o grafo H é subgrafo induzido do grafo
G. No que segue, para todos T, € F e i € [k], se ¢; € V(T,), o subgrafo
induzido T,[{¢;} U {fJ@ : fJ@ € V(T,)}] é denotado por T,

P2. Para todos Ty, T, € F e i € [k], se ¢; € V(T,,) N V(T,), entao T < 7o) oy
(exclusivo) T\ < T,

P3. Para todos T, € F e i € [k], se existe j € [n;] tal que fJ@ € V(T,), entao
Cc; € V(Tv)

P4. Para todas T,,T,,T, € F, se existem ¢; e ¢; tais que T < T e T\ <
T,Sfj), entdo ¢;,¢c; € V(T,) NV (T,) NV (Ty).

P5. Para todas T,,T, € F tais que ¢;,¢; € V(T,) NV (T,), se 7L < 7L entio
TS < i,

PROVA. Seja G um grafo com conjunto de cliques maximais {Ci,...,Cy}, tal que

|Ci| = n;, para todo i € [k]. Desta maneira, para cada i € [k], podemos assumir que
Ci = {UY), e ,Uq(—f)}

(=) Suponhamos que G é cordal comparabilidade.
Sejam T uma arvore caracteristica de G com V(Tg) = {Cy,...,Cr} e < uma
orientacao transitiva de G.

Para definirmos 7" e F, tomamos os conjuntos nao vazios e disjuntos dois a

dois {c1,...,cet, {FY, 0 f DY O L W Y Alem

disso, assumimos que os elementos de {ci,...,cx} correspondem aos elementos de
{Cy,...,Ck} e, para cada i € [k], que os elementos de {fl(i), o ,f,(L?} correspondem
aos elementos de {vy), . ,vfl?}
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A partir dai, definimos a arvore T' como segue:

k
V(T) = {er, e WA 10
i=1

k
E(T) = {cic; : C:C; € BE(To)y U JHeifl”, . eif Y.
i=1

Isto é, para cada clique maximal C; de GG, a arvore T possui o vértice ¢; correspon-
dente a C; e os n; vértices fl(z), e ,f,g? correspondentes aos elementos de C;. Além
disso, T' possui arestas de dois tipos: as do tipo c;c;, correspondentes as arestas
da arvore caracteristica de GG, e as do tipo ¢; f]m, correspondentes & pertinéncia dos
vértices de G as cliques maximais de G.

Agora, para cada v € V(G), definimos:
T, =T |{c; : i € [K] evECi}U{fJ@ i€ k], g€ n],ved; evj(.i) < v}

Isto é, para cada vértice v de G, o grafo T, é induzido em T pelos seguintes vérti-
ces: os vértices ¢; correspondentes as cliques maximais de G que possuem v como
elemento; para cada clique maximal C;, de G, que possui v como elemento, a folha
de T que corresponde a v e, também, as folhas de T" que correspondem aos vértices
que apontam para v (menores que v), de acordo com a orientacao transiva <.

Como Tg é arvore caracteristica de G e os vértices acrescentados a Ty para
formar T sao folhas de T, existe um tnico caminho entre quaisquer dois vértices de
T,. Desta forma, T, é subarvore de T

Seja F ={T,:v eV}

Por definicao, T satisfaz P1. Vamos, agora, provar que G é o grafo de intersecao
de F e que F satisfaz as condicoes P2, P3, P4 e P5.

G € o grafo de intersecio de F. Sejam u,v € V(G). Vamos provar que uv € E(G)
se, e somente se, T, N'T,, # ().

Para provarmos a implicacao da esquerda para a direita, suponhamos que uv €
E(G). Dai, existe uma clique maximal C; de G tal que u,v € C;. Assim, pela
defini¢ao de T, temos ¢; € V(T,). Analogamente, ¢; € V(T,). Logo, T, N T, # 0.

Para provarmos a reciproca, suponhamos que T, N T, # (). Dai, existe w € V(T
tal que w € V(T,) e w € V(T,). Pela construcao de T', temos duas possibilidades:
w = ¢;, para algum ¢ € [k], ou, w = f]@, para algum i € [k] e para algum j € [n,].
Assim, vamos considerar dois casos:
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Caso 1. Suponhamos que w = ¢;, para algum i € [k]. Assim, u,v € C;. Logo,
wv € E(G).

Caso 2. Suponhamos que w = f]@, para alguns ¢ € [k] e j € [n;]. Assim, pela
construcao de T, e T,, obtemos que ¢; € T, NT,. Desta forma, um raciocinio
completamente andlogo ao caso anterior garante o resultado.

F satisfaz as condigoes P2-P5. Sejam T, T,,T,, € F e i € [k].

P2. Suponhamos que ¢; € V(T,) NV (T,). Dai, pela defini¢ao de T,, temos u € C;.
Analogamente, v € C;. Assim, como C; é clique, temos uv € E(G).
Agora, como < ¢ uma orientacao transitiva de GG, vamos considerar dois casos

exclusivos.

Caso 1. Suponhamos u < v, vamos provar que V(T\*) c V(T')). Para isto,
tomemos w € V(T\). Dai, pela definicio de T\, existe i € [k] tal que w = ¢; ou

existem ¢ € [k] e j € [n;] tais que w = f]@. Assim, vamos considerar dois subcasos.

1.1. Se existe ¢ € [k] tal que w = ¢;, entao, como ¢; € V(T,) temos w € T pela

definicio de 7.

1.2. Se existem i € [k] e j € [n;] tais que w = fj(z') entéio fj(z) corresponde a um
vértice v](-i) € C; tal que vj(.i) < u, pela definicdo de T.%.

(k)

M e Ti%) e, desta forma, u < v, pela

Por outro lado, pela definicao de quci), existe v,/ correspondente ao vértice u,

(

)

para algum k € [n;]. Pela hipotese, v
definicio de T,

Desta forma, UJ@ < u <w. Logow = f;i) e Ti%, pela definicio de T\,

Assim, em ambos os subcasos, concluimos que V(T) ¢ V (T,
Para demonstrar que Téci) =< T 561), resta-nos provar que, dados x,y € V(quci)
tais que xy € E(Tlgci), temos Ty € E(Tqﬁci)). De fato, se xy € E(Tv(c")), entao, sem

perda de generalidade, podemos considerar x = ¢; e y = f@

5, para algum j € [ng].

Assim, cifi(j) € E(Téci)), pela construcao das subarvores.

Caso 2. Suponhamos que v < u. Este caso é inteiramente analogo ao caso u < v, 0
que demonstra T\ < T
P3. Suponhamos que existe j € [n;] tal que f]@ € V(T,). Dai, pela defini¢ao de T,
temos v € C;. Logo, ¢; € V(T5,).
P4. Suponhamos que existem ¢; e ¢; tais que T < T o T < 7).

Dali, pela definicao de quci), existe k € [n;] tal que f,ii) € V(TL(LCZ')) correspondente
ao vértice u. Pela hipotese, temos que f,gi) € V(TU(C")). Assim, pela definicao de

T obtemos que u < v.
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Analogamente, pelo fato de T < TIE,C“, obtemos que v < w.

Pela transitividade de <, temos u < w. Assim, uw € E(G). Logo uv, uw,vw €
E(G) e portanto u,v,w € C; N C;. De onde podemos concluir, pela definicdo de
Tu, Ty e Ty, que ¢;,c; € V(T,) N V(T,) NV (Ty,).

P5. Suponhamos que ¢;,¢; € V(T,,) NV (T,) e e < 7led).
Vamos demonstrar que V(Técj)) C V(Tv(cj) ).
Seja x € V(Técj)). Pela construcao de T', vamos considerar dois casos, = ¢; ou

z=f9 para algum k € [n;].

Caso 1. Suponhamos que z = ¢;. Assim, pela definicao de Tv(cj), temos que = €
V(T).

Caso 2. Suponhamos que z = f,gj), para algum k € [n;]. Assim, pela definicdo de
T , x corresponde a algum v,gj) € C; tal que v,ij) <.

Além disso, pela definicao de Téci), existe fl(i) correspondente ao vértice vl(i) = u.

Assim, pela hipotese, vl(i) € V(T e, pela definicdo de T, temos vl(i) =u <.

Desta forma, pela transitividade de <, obtemos v,(cj) < u < v. Dali, pela definicao
de T\, 2 = f,ﬁj) € V(Tv(cj)).

Assim, fica demonstrado que V(qucj)) C V(Tv(cj)).

Falta-nos demonstrar que, para todos z,y € V(qucj)) tais que xy € E(Tv(cj)),
temos xy € E(Técj) ). Mas aqui, o raciocinio sera omitido pois é completamente

analogo ao utilizado em P,.

(<) Seja T uma arvore e F = {T,,...,T,} uma familia de subarvores de T satisfa-
zendo as propriedades P1 — P5, listadas no enunciado do Teorema 12. Vamos provar

que Q(F) é um grafo cordal comparabilidade.

Q(F) € grafo cordal. De fato, como F é uma familia de subarvores de uma arvore,
pelo Teorema 4, Q(F) é cordal.

Q(F) € grafo de comparabilidade. Seja — a relagdo sobre F, definida do seguinte
modo, para todas T,,,T, € F:

T, — T, se, e somente se, existe ¢; € V(T,,) NV (T,) tal que T\ < T\,

Vamos provar que — ¢é orientagdo transitiva de Q(F).

Em primeiro lugar, vamos provar que — € uma orientacao de Q(F), ou seja,
que para todas T,,T, € F, temos T,,T, € E()(F)) se, e somente se, T,, — T, ou
(exclusivo) T, — T,,.

Sejam T,,,T, € F.
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Para provarmos a implicacao da esquerda para a direita, suponhamos que 7T, T), €
E(Q(F)). Dai, T,NT, # 0. Seja w € V(T,,) NV (T,). Como w € V(T), por P1,
V(T)=A{c1,...,c U Ule{fl(i), . ,fﬁ?}. Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que existe ¢ € [k] tal que w = ¢;. Assim, ¢; € V(T,,) NV (T,).
Entdo, por P2, T\ < T ou (exclusivo) T < T{. Logo, pela defini¢io de —»,
temos T, — T, ou (exclusivo) T, — T,.

Caso 2. Suponhamos que existem i € [k] e j € [n;] tais que w = fj@, como
w e V(T,) e w € V(T,), por P3, temos ¢; € V(Ty,) e ¢; € V(T,), ou seja, ¢; €
V(T)NV(T,). Assim, por P2, TS — T ou (exclusivo) TS — Ti%). Logo, pela
defini¢do de —, temos T,, — T, ou (exclusivo) T, — T,,.

Para provarmos a reciproca, suponhamos que 1,7, ¢ E(Q(F)). Dai, V(T,,) N
V(T,) = 0. Assim, nao existe i € [k] tal que ¢; € V(T,,) "V (T,,). Dai, pela defini¢ao
de —, temos T,, /~ T, e, também, T,, /4 T,. Logo, nao é o caso que T,, — T, ou
(exclusivo) T, — T,,.

Em segundo lugar, vamos provar que — ¢ transitiva sobre Q)(F), ou seja, que
para todas 1,,71,,T, € F,se T, — T, e T, — T,, entao T,, — T,,.

De fato, sejam T,,T,,T, € F. Suponhamos que T,, — T, e T,, — T,. Dali,
pela definicio de —, existem ¢; € V(T,,) N V(1,) e ¢; € V(T,) NV (T,) tais que
T4 < 78 e T\ < TSP, Dai, por P4, ¢;,¢; € V(T,) N V(T,) NV (T,). Assim,
como ¢, ¢; € V(T,) NV(T,) e 7% < T por P5, T < Ti. Dai, pela
transitividade de <, temos 7o) < T, Assim, existe ¢; tal que T, < T Logo,
pela definicao de —, temos T,, — T,,. [ |
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Capitulo 5
Arvores caracteristicas

Neste capitulo, provamos que as arvores caracteristicas dos grafos cordais com-
parabilidade nao possuem grau limitado. Este resultado foi apresentado no VIII
Encontro de Teoria da Computacao (ETC 2023) [4]. Dividimos o capitulo em duas
secoes cujo conteiido esta descrito a seguir.

Na Secao 5.1, motivamos o problema, a partir do resultado de Gilmore e Hoff-
man [16] que mostram que um grafo G é de intervalo se, e somente se, possui uma
arvore caracteristica com grau méaximo menor ou igual a 2. A seguir, ilustramos a
construcao e o raciocinio que serd empregado para mostrar que um resultado ana-
logo, limitando o grau das &rvores caracteristicas, nao se estabelece para os grafos
cordais comparabilidade.

Na Secao 5.2, apresentamos a construcao e o resultado geral, baseados nos exem-

plos anteriormente apresentados.

5.1 Arvores caracteristicas dos grafos RS, ..., RSy

Uma das principais caracterizacoes dos grafos de intervalo — ou seja, os grafos
de intersecdo de intervalos da reta real — é dada por Gilmore e Hoffman [16] que
mostram que um grafo G é de intervalo se, e somente se, é cordal cocomparabilidade
se, e somente se, possui uma arvore caracteristica que ¢ um caminho.

Dado um grafo G, denotamos o grau maximo dos seus vértices por A(G) e uma
arvore caracteristica qualquer de G por Ty;. Com estas notagoes, o resultado de
Gilmore e Hoffman garante que um grafo GG é de intervalo se, e somente se, existe
uma arvore caracteristica T tal que A(Tg) < 2.

Como o nosso estudo é dedicado a classe Cordal comparabilidade, é natural que

investiguemos se um resultado anélogo ao de Gilmore e Hoffman é verdadeiro para
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os grafos cordais comparabilidade. Neste capitulo, respondemos esta pergunta nega-
tivamente, provando que, para cada n € N, existe um grafo cordal comparabilidade
RS, tal que RS,, possui uma unica arvore caracteristica Trg, isomorfa a K ,, com
A<TRSH) = nNn.

Para facilitar a compreensao do se que segue, nesta secao, examinamos alguns

valores iniciais de n. Na Secao 5.2, apresentamos a construcao geral.

Exemplo 10. Para n = 1, tomemos o grafo RS; = K, ilustrado na Figura 5.1 e
definido por uma clique central com 2-n —2 = 21— 2 vértices e mais n = 1 vértice
adicional que formam cliques simpliciais de tamanho n = 1, conforme ilustrado

abaixo. Assim, V(RS;) = {a1} e E(RS;) = 0.

aq

Figura 5.1: Grafo RS; e sua arvore carateristica Tgg, .

Temos que RS; é cordal. De fato, como RS; possui um tnico vértice, nao
possui ciclos induzidos. Além disso, RS; é de comparabilidade. De fato, como
RS, nao possui arestas, ) ¢ uma orientacao transtiva de RS;. Finalmente, RS,
possui Trs, = Kj, com A(Tgs,) = 0, ilustrada na figura 5.1, como tnica arvore

caracteristica. De fato, {a;} ¢ a unica clique de RS;.

Exemplo 11. Para n = 2, tomemos o grafo RS, = Ps, ilustrado na Figura 5.2 e
definido por uma clique central com 2-n—2 = 2-2 — 2 vértices e mais n = 2 vértices
adicionais que formam cliques simpliciais de tamanho n = 2. Assim, V(RSy) =

{U1,027@1>a2} € E(RSQ) = {Uva,UlabUzaQ}-

a a2

Figura 5.2: Grafo RS, e sua arvore carateristica Trg,.

Temos que RSy ¢ cordal. De fato, como RS ¢ um caminho, nao pos-
sui ciclos induzidos. Além disso, RS; é de comparabilidade. De fato, O =
{(a1,v1), (vo,v1), (v9,a2)} & uma orientagdo transtiva de RS,. Finalmente, RS,
possui a estrela Trg, = Kjo, com A(Tgs,) = 2, ilustrada na Figura 5.2, como
tnica arvore caracteristica. De fato, as cliques maximais de RS sao as simpliciais
Cy ={a1,v1}, Co = {ag,vo} e a central C = {vy,v5}. A aresta C;C de Tgg, € forcada

pelo vértice v; de RS, e a aresta CoC é forcada pelo vértice vs.
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Exemplo 12. Para n = 3, tomemos o grafo rising-sun, RS, ilustrado na Figura 5.3
e definido por uma clique central com 2-n —2 = 2 -3 — 2 = 4 vértices centrais e
mais n = 3 vértices adicionais que formam cliques simpliciais de tamanho n = 3.
Assim, V(RS3) = {v1, v2, 3,04, a1, a2,a3} e E(RS3) tem como elementos as arestas
da clique central C = {vy,...,v4} e, para cada i € {1,2, 3}, as arestas associadas da

clique simplicial C; = {a;, v;, Vi1 1, Viga}-
Qs

2, V2, U3

(3

vy 4 a1,v1, V2 V1, V2, VU3, Uy as, U3, U4

Figura 5.3: Grafo RS3 e sua arvore carateristica Trg,.

aq

Temos que RS3 é cordal. De fato, por inspecao, vemos que todos os ciclos
induzidos de RS5 sao triangulos. Além disso, RS3; é de comparabilidade. De fato,
uma orientacao transitiva de RSz é dada pela seguinte orienta¢ao: a; — vo, as — s,
U3 —> Ug, Uy — Vg, U5 — Uy, U3 — Qg, U3 — Us, U3 — Uy, U3 — A3, 4] — Us, Uy —> A3 €
Vg — Us.

Finalmente, RS3 possui Tgrs, = K13, com A(Tgg,) = 3, ilustrada na Figura 5.3,
como tunica arvore caracteristica. De Fato, Trg, = K; 3 ou Tgs, = P4. Suponhamos,
para uma contradi¢ao, que Trg, = P;. Desta forma, RS3 é um grafo de intervalo.
Assim, por [16], RS3 é de cocomparabilidade. Obtemos, pois, uma contradigao, uma
vez que o complemento de RS3 é um subgrafo induzido proibido para comparabili-
dade, de acordo com a Figura 2.13.

Concluimos que K 3 é a tnica arvore caracteristica de Trg,.

Os Exemplos 10, 11 e 12 mostram que, para n € {0, 1,2, 3}, existe um grafo
cordal comparabilidade RS, tal que RS, possui uma tnica arvore caracteristica
Tgrs, com A(Tgs,) = n. Vamos, agora, mostrar que a construcao apresentada no
Exemplo 12 pode ser generalizada para todo n. Continuamos apresentando as ideias
passo a passo, exibindo em primeiro lugar, no Exemplo 13, o grafo cordal compara-
bilidade RSs — uma generalizacao do rising-sun — que possui a estrela K 4, com
A(Tgs,) = 4, como unica arvore caracteristica. Em seguinda, generalizamos o RS,
provando o Teorema 13. O Exemplo 13 esté redigido de modo a ilustrar as ideias

usadas na prova do Teorema 13.
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Exemplo 13. Para n = 4, tomemos o grafo RS, ilustrado na Figura 5.4, definido
por uma clique central com 2-n —2 = 2.4 — 2 = 6 vértices e mais n = 4 vértices
adicionais que formam cliques simpliciais de tamanho n = 4. Assim, V(RSy) =
{v1, v9, V3, V4, V5, Vg, a1, az, agz,as} € E(RSy) tem como elementos as arestas da clique
central C = {vy,...,v6} e, para cada i € {1,2,3,4}, as arestas da clique simplicial

Ci= {aiyviavi+17vi+2}-

a2,v2,V3,V4 | | a3,v3,v4,V5

@1,v1,v2,V3

a4,V4,V5,V6

Figura 5.4: O grafo RS, e sua arvore caracteristica Tgg,.

Vamos mostrar que RSy é cordal, isto é, qualquer ciclo de RS, com pelo menos
quatro vértices possui uma corda. Sejam C' um ciclo em RS, com pelo menos quatro

vértices consecutivos x,y, z, w. Vamos considerar dois casos:

Caso 1. Suponhamos que z,y, z,w € C. Assim, como C é clique, zz é uma corda

em C.

Caso 2. Suponhamos que existe algum elemento em {z,y, z,w} que nao pertence a
C. Assim, supomos, sem perda de generalidade, que x ¢ C. Dai, pela definicao de

RS, temos y € V(C). Vamos considerar trés possiveis subcasos.
2.1 Se z,w € V(C), como C é clique, entdo yw é uma corda em C.

22 SezeV(C)ew ¢ V(C), entdao, como z,w ¢ C, temos que zw ¢ E(RS,). Dai,
como C' é ciclo e cada vértice que nao pertence a C é adjacente a vértices em
C, existe vértice s do ciclo tal que s € C adjacente a w. Logo, como s € C,

obtemos que zs é uma corda em C.

23 Se z ¢ V(C) e w € V(C, entao, por um raciocinio andlogo ao Subcaso 2.2,

existe s € C tal que s € C e zs € F(RSy). Dai, ys é uma corda em C.

Agora, mostraremos que RS; é de comparabilidade, isto é, RS; possui uma

orientacao transitiva. Seja < a orientacao do RS, ilustrada na Figura 5.5:
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Figura 5.5: Orientacao das arestas de RSj.

Mais especificamente, < pode ser descrita da seguinte maneira:

e as arestas da clique central C formam uma ordem total, orientadas como segue:

Uy S U5 < U S U1 S VU2 < U3;

e as arestas a;v;, onde ¢ € [4] e j € {i,i+ 2,7+ 2}, estdo orientadas como segue:

(

=
=

v;, para todo j € {1,2,3},

Q
)

]
INCINCIN N

&

@

&

v, para todo j € {2,3}, e vy < ay,
< vj, para todo j € {4, 5},

a4, para todo j € {4,5,6}.

,
S
<

Uma ilustracao mais clara de < é dada na Figura 5.5, esta figura possui uma
parte esquerda e uma parte direita. Além disto, os arcos estao classificados como
os que apontam parae baixo, os que apontam para cima, os da clique central que
apontam da esquerda para a direita e os da clique central que apontam da direita

para a esquerda.

a2 as Gy

Figura 5.6: Outra ilustracao para a orientacao das arestas de R.S,.
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Vamos mostrar que < é transitiva, isto é, vamos mostrar que para todos x,vy, 2z €
V(RS,), se x <yey < z, entdo zz € F(RS,) e x < z. Sejam z,y,z € V(RSy).

Suponhamos que x < y e y < z. Vamos considerar quatro casos.

Caso 1. Suponhamos que z,y,z € C. Assim, como < restrita a C é uma ordem

total, obtemos z < z.

Caso 2. Suponhamos que x ¢ C. Assim, como x < y e a4 nao aponta para baixo,
existem 7 € {1,2,3} e j € {¢,...,3} tais que v = @, e y = v;, ou seja, v < y
¢ um arco que aponta para baixo na Figura 5.6. Por outro lado, como y < z e
v3 & um sumidouro, y # vs. Dai, como para todo i,j € {1,2,3} temos v; £ a;,
existe k € {7+ 1,...,3} tal que z = v, ou seja, y < z é um arco que aponta da
esquerda para a direita na parte esquerda da Figura 5.6. Desta forma, temos a; com
i€ {1,2,3},i < jcomj € {i....,3ev, comk € {j+1,...,3}. Além disso,
{ai,vi,vi41,vi42} € uma clique e, pela defini¢io de <, a; aponta para todos os v;’s

tais que i < [ < 3. Logo, existe a;up € F(RS,) tal que a; < v, ou seja, = < z.

Caso 8. Suponhamos que y ¢ C. Assim, como = < y e ay,a9,a3 apontam para
baixo, existem ¢ € {4,5,6} e j € {2,3,4} tais que x = v; e y = a;, ou seja, + < Y
¢ um arco que aponta para cima na Figura 5.6. Por outro lado, como y < z, existe
k € {1,2,3} tal que z = v, ou seja, y < z é um arco que aponta para baixo na
Figura 5.6. Assim, temos v; tal que i € {4,5,6} e vy com k € {1,2,3}. Agora,
por ser uma ordem total quando restrita a clique C, existe v;u, € E(RSy) que, pela

definicao de <, é orientada de v; para v, ou seja, x < z.

Caso 4. Suponhamos que z ¢ C. Assim, z = a; com i € {1,2,3,4}. Como existe
um vértice y tal que y < z, pela Figura 5.6, temos que i € {2,3,4} e y = v; com
j € {4,5,6}. Suponhamos, para uma contradi¢do, que y = v4. Pela hipotese, existe
r € V(RS,) tal que x < y, uma contradigao, pois, pela Figura 5.6, vy é fonte de
RS4. Assim, podemos concluir que z = a; e y = v; com i{3,4} e j € {5,6}. Pela
hipotese, existe x € V/(RSy) tal que x < y. Como y = v;, com j € {5,6}, obtemos
que x = v, com 4 < k < j. Desta forma, {a;,v;,v;} é uma clique e, portanto, pela
Figura 5.6, v, aponta para a;, isto é, vy =z < 2 = a;.

Finalmente, vamos provar que RSy possui a estrela Kj 4, com A(Tgg,) = 4
como Unica arvore caracteristica. De fato, em primeiro lugar, a arvore Tgs, = K4

ilustrada na Figura 5.4 ¢ uma arvore caracteristica para RS;. Com efeito, V (Tgs,) ¢
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o conjunto de cliques maximais de RS, e tomando as seguintes subarvores de Tgg,:

T, = Trs,[C,Ci],
Ty, Trs, [C,C1,Ca],
Ty, = Tgs,[C,C1,Co,C5,
Ty, = Tgs,[C,C2,C5,C],
To, = Tgrs,[C,Cs3,C4l,
T = Trs,[C,C4l,
T., = Trs,[Ci], para i€ [4],
verificamos diretamente que F = {1, ..., Tys Tays - - -, Tu, } satisfaz & Definigao 5 e

que RS, é o grafo de intersecao de F.

Em segundo lugar, vamos mostrar que nao existe outra arvore caracteristica para
RS4. Com efeito, suponhamos, para uma contradi¢ao, que existe uma outra arvore
caracteristica Thg, de RSy diferente de K 4. Dai, existem C;,C; € V(Thg,) com
CiC; € E(Tgs,), para i # j € [4].

Pela construcao de RSy, existem vértices v;,v,40 € V(RSy4) tais que v; € CNC,,
v; & Cj, vip2 € CNCj e vjpe ¢ C,.

Consideremos T, e T} ..o as subarvores de Tk, associadas a v; € v, respecti-
vamente.

Desta forma, existe um tnico caminho P; = Cy ...Cp em T;, com k > 1,
Ci, = C e Cy = C; (P, também ¢ tnico em Thg, ).

Temos, analogamente, um tnico caminho P; = Cj, ---C;, em Tqﬁjw, com7r > 1,
Cj, =C e Cj, = C; (P; também ¢é tinico em Ty, ).

Tomemos os maiores indices [p] e j,, com p € [k] e s € I,, tais que Cp = Cj,.
Desta forma, consideremos os respectivos subcaminhos de P; e Pj: P/ = Cp - - Cpy
e P =Cj,...Cj. Ao concaternar P/, P/ com C;C; € E(Tgg,), obtemos um ciclo em
Ths,, uma contradigao. Logo, a tinica drvore caracteristica de RSy é Tgs,, isto &, o
K 4.

5.2 Arvores caracteristicas dos grafos RS,

Nesta se¢ao, generalizamos a construgao do grafo RSy, analisado no Exemplo 13,
definindo, para cada n, o grafo R.S,, que é cordal comparabilidade e possui uma tnica

arvore caracteristica Tgg, = K, cujo grau maximo ¢é igual a n.

Teorema 13. Para todo n € N, existe um grafo RS, tal que RS, é cordal compa-

rabilidade e RS,, possui uma tnica arvore caracteristica Trg, com A(Tgs,) = n.
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PrROVA. Tomemos o grafo RS, ilustrado na figura 5.7. Observamos que V(RS,,) =
{v1, ..., v2n_0,a1,...,a,}, E(RS,) = {viv; 1 4,5 € Iy o} U{aw; 1 i € [n]ej €
{i,...,n+1i—2}}. Além disso, RS, possui n + 1 cliques maximais. Uma destas
¢ a clique central C = {wvy,...,v9, o}, que induz em RS, o subgrafo completo
Ky, o, ilustrado no centro da Figura 5.7. As outras n cliques maximais sao as
cliques simpliciais C; = {a;, v;, ..., Vn1i 2}, para cada i € {1,...,n}, que induzem

os subgrafos completos K,,’s na borda da Figura 5.7.

Figura 5.7: Grafo RS,.

Uma arvore caracteristica Tgg, de RS, esté ilustrada abaixo (cf. Proposicao 8).

Q2,V2,...,Up Qp—1,Vn—1,--.,V2n-2

a1, Viy- -+, Un-1 U1y v vy U2n—2 QpyUn - V2n—2

Figura 5.8: Arvore caracteristica Trs, de RS,,.

A prova termina nas Proposi¢oes 6, 7 e 8 que mostram, respectivamente, que
RS,, é cordal, é de comparabilidade e possui Tgg,, com A(Tgs,) = n, como unica

arvore caracteristica. [ ]
Proposicao 6. O grafo RS, é cordal.

PROVA. Seja C' um ciclo em RS, com pelo menos quatro vértices consecutivos

x,Yy, z,w. Vamos considerar dois casos:
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Caso 1. Suponhamos que z,y,z,w € C. Assim, como C é clique, xz é uma corda

em C.

Caso 2. Suponhamos que existe algum elemento em {z,y, z, w} que nao pertence a
C. Assim, supomos, sem perda de generalidade, que x ¢ C. Dai, pela defini¢do de

RS, temos y € V(C). Vamos considerar trés possiveis subcasos.
2.1 Se z,w € V(C), como C é clique, entdo yw é uma corda em C.

22 Sez e V(C)ew ¢ V(C), entdo, como z,w ¢ C, temos que xw ¢ FE(RS,).
Dai, como C' é ciclo e cada vértice que nao pertence a C é adjacente a vértices
em C, existe vértice s do ciclo tal que s € C adjacente a w. Logo, como s € C,

obtemos que zs é uma corda em C.

23 Se z ¢ V(C) e w € V(C, entdao, por um raciocinio analogo ao Subcaso 2.2,

existe s € C tal que s € C' e zs € E(RS,,). Dai, ys é uma corda em C.
Fica demonstrado que RS,, é cordal. [ |
Proposicao 7. O grafo RS, é de comparabilidade.

PROVA. Agora, consideremos a orientacao das arestas de RS, de acordo com a
Figura 5.9 (que é uma generalizacao da orientagao transitiva de RS, apresentada na
Figura 5.6).

Figura 5.9: Outra ilustracao para a orientagao transitiva das arestas de RS,,.

Descrevemos esta orientacao da seguinte maneira: em primeiro lugar, as arestas

av; € E(RS,), onde i € {1,...,n} e j € {1,...,2n — 2}, estdao orientadas como
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segue:

ap —viseie{l,...,n—1}
ag —v;sei €42,...,n—1}; e v, — ay
a3 —~»v;sei €43,...,n—1}; ev; > azset € {n,n+ 1}

(5.2)
ano—visei€{n—2n—1}; ev; > a, osei € {n,...,2n—4}
Up—1 —> Up_1; € V; = Ap_1 e 1 € {n,...,2n — 3}
kvi—>anseie{n,...,2n—2}

Em segundo lugar, as arestas v,v; € E(RS,) de C, para cada i # j em

{1,...,2n — 2}, estao orientadas de tal forma que induzem a seguinte ordem to-
tal em {’Ul, . ,’Ugn,Q}l
Up S Upt1 S+ S V23 S V22 SV S V2SS VUp2 S Upg (5.3)

Finalmente, vamos mostrar que a orientacao das arestas de RS, dada na Fi-
gura 5.9 é transitiva.

Tomemos x,y, z € V(RS,) tais que x — y e y — 2. Consideremos 2 casos.
Caso 1. Suponhamos que z,y, z € C. Desta forma, x — z por 5.3.

Caso 2. Suponhamos que z,y ou z nao pertencem a C. Consideremos 3 subcasos.

2.1 Sex ¢C.

Como existe y € V(RS,) tal que + — y temos que x = a; e y = v; para
i,7 €{1,...,n—1} (i.e, r — y é um arco que aponta para baixo na Figura 5.9).
Por outro lado, como y — z, obtemos y # v,_1 e z = v tal que k € {j +
1,...,n—1} (i.e, y — z &€ um arco da clique central que aponta da esquerda
para a direita na parte esquerda da Figura 5.9). Assim, a transitividade da
ordem total em C garante que existe x — z (i.e, existe  — z arco que aponta

para baixo na Figura 5.9).

2.2 Sey ¢C.
Como existe x € V(RS,) tal que + — y temos que * = v; e y = a; para
i€{n,....2n—2} e j € {2,...,n} (i.e, z — y é um arco que aponta para
cima na Figura 5.9). Por outro lado, como y — z, obtemos z = v, para

kEe{l,...,n—1} (i.e, y — é um arco que aponta para baixo na Figura 5.9).
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Assim, existe a transitividade da ordem total em C garante que x — z (i.e,
existe arco x — z da clique central que aponta da direita para a esquerda,

especificamente na parte direita para a parte esquerda da Figura 5.9).

2.3 Se z ¢ C.

Como existe y € V(RS,) tal que y — z temos que y = v; ¢ z = a; para
iedn,....2n—2} e j € {2,...,n} (i.,e y — z & um arco que aponta para
cima na Figura 5.9). Por outro lado, como = — y, obtemos y # v, (j& que v,
é fonte de RS,) e © = v para k € {n,...,i — 1} (i.e, x — y é um arco da
clique central que aponta para a direita na parte direita da Figura 5.9, com x
anterior ao y). Assim, existe vya; € E(RS,) tal que v, — a;, ou seja, x — 2

(i.e, existe x — z um arco que aponta para cima na Figura 5.9).
Fica demonstrado que RS, é comparabilidade. [ |
Proposicao 8. A tnica arvore caracteristica Tgg, do RS, ¢ 0 Ky ,.

PRrROVA. Em primeiro lugar, Trs, ¢ uma arvore caracteristica para RS, e, Tgg, ¢
K, (Figura 5.8).
De fato, V(Tgs, ) € o conjunto de cliques maximais de RS, e existem as seguintes

subarvores de Trg, que satisfazem & Definicao 5:

(
Ty, = Trs, [C,C1]
Tvz == TRSn [Ca Cla C?]
T’U3 = TRSn [Ca Cl7 627 CS]

Tvn_l = TRSn [C, Cla CQ> CS> s 7Cn71]
Tvn = TRSn [Ca C27 C37 oo 7Cn]
Ty = Trs, [C.Cs,...,Cp

(5.4)

Ty, » = Tkrs, [C7cn]
| o, = Tkrs, [C;] parai e {l,...,n}

Verificamos diretamente que o grafo RS, é grafo de intersecao da familia de
subarvores {1y, ..., Doy 5y Loy Ta, }-
Em segundo lugar, vamos mostrar que nao existe outra arvore caracteristica para

RS,.
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Com efeito, suponhamos, para uma contradicdo, que exista uma outra arvore
caracteristica Tpg de RS, diferente de K,. Dai, existem C;, C; € V(Tgg ) com
CiC; € E(Tkg, ), para i # j em [n].

Pela construcdo de RS,,, existem vértices v;, v,4j_2 € V(RS,) tais que v; € CNC;,
0; € Cj, Untj—2 €CNCj e vyyja ¢ C.

Consideremos Ty e T; . as subdrvores de Thg associadas a v; e vy4j o, res-
pectivamente.

Desta forma, existe um tnico caminho P; = Cy, ...Cp em T, com k > 1,
Ci, = C e Cpy = C; (P, também ¢ tinico em Thyg ).

Temos, analogamente, um tnico caminho P; = Cj,---C;, em Tlﬂj, com r > 1,
Cj, = Ce Cj, =C; (P; também é tinico em Tpy ).

Tomemos os maiores indices [p] e j,, com p € [k] e s € I, tais que Cp = Cj,.
Desta forma, consideremos os seguintes subcaminhos de P; e P;, respectivamente:
Pl = Cp---Cpy e P; = Cj,...Cj,. Ao concaternar P/, P/ com C;C; € E(Tgg, ),
obtemos um ciclo em Tgg , uma contradi¢ao. Logo, a tinica arvore caracteristica de
RS,, & Tgg,, isto é, 0 K1 ,. [ |
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Capitulo 6
Dimensao linear

Neste capitulo, revisamos os resultados de Ma e Spinrad [30] e de Kierstead,
Trotter e Qin [28] que mostram, respectivamente, que um grafo cordal comparabili-
dade possui dimensao linear no méximo 4 e existe um grafo cordal comparabilidade
cuja dimensao linear é exatamente 4. Além disso, como uma complementacao a este
estudo, provamos que se um grafo é split comparabilidade, entao sua dimansao linear
é no maximo 3. Observamos que os grafos RS,, sdao split, comparabilidade e possuem
dimensao exatamente 3. Dividimos o capitulo em duas segoes cujo conteiido esti
descrito a seguir.

Na Secao 6.1, revisamos a definicao de relacao de ordem livre de ciclos — que
é a relacao de ordem parcial que define os grafos cordais comparabilidade —, a
definicao de dimensao de uma ordem parcial e algumas de suas propriedades funda-
mentais. Baseados nisto, apresentamos uma prova detalhada do resultado de Ma e
Spinrad [30]. Para complementar o resultado de Ma e Spinrad, apresentamos gra-
fos cordais comparabilidade de dimensoes 1, 2, 3 e 4, sendo este tltimo caso uma
apresentacio detalhada da construgdo, de Kierstead, Trotter e Qin [28|, que apre-
senta o Unico exemplo conhecido de grafo cordal comparabilidade cuja dimensao é
exatamente 4

Na Secao 6.2, motivados pelos resultados apresentados ao longo deste capitulo
e curiosos por investigar a dimensao dos grafos RS, provamos que todo grafo split
comparabilidade tem dimensao no méximo 3. Para isto, apresentamos uma prova
detalhada da caracterizacao dos grafos split comparabilidade, de C. Ortiz e M.
Villanueva [35].
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6.1 Dimensao linear dos grafos cordais comparabi-
lidade

Para toda relacao de ordem parcial R sobre um conjunto finito, existe um con-
junto L de extensoes lineares de R tal que R é igual a interse¢ao dos elementos de
L. A cardinalidade do menor L com esta propriedade é chamada a dimensao linear
de R. Este conceito de dimensao foi introduzido, em 1941, por Dushnik e Miller [9]
e investigado mais detalhadamente no livro [44].

Como cada grafo de comparabilidade G esta associado a uma relacao de ordem
parcial R e cada ordem parcial associada a G possui a mesma dimensao [45], natural-
mente, utilizamos a dimensao de R para definirmos a dimensao de G. Neste ambito,
podemos considerar alguns problemas, como, por exemplo, o de determinarmos a
dimensao dos grafos de comparabilidade ou, mais restritamente, determinarmos a di-
mensao de grafos de comparabilidade pertencentes a outras classes de grafos. Neste
contexto, é que se insere os resultados apresentados nesta secao e na Secao 6.2.

Seguimos aqui a nomenclatura adotada em [30]. Iniciamos revisando a defini¢ao

do tipo de relacao de ordem parcial que esta associada aos grafos cordais compara-
bilidade.

Definicao 16. Uma relacao de ordem parcial P é livre de ciclos se o grafo Gp —

i.e., o grafo comparabilidade associado a P — é cordal.

Para abreviar, denominamos uma relacao de ordem parcial livre de ciclos apenas
por relacao livre de ciclos.
Segue da definicao que uma relagao P é relacao livre de ciclos se, e somente se,

o grafo Gp é cordal comparabilidade.

Exemplo 14. Considere a relacao de ordem parcial livre de ciclos P descrita abaixo,

P ={(a,a),(b,b), (c,c), (d,d), (e, e), (a,b), (a,¢), (a,d), (a, e), (¢, b), (¢, d), (e, d) }

sobre {a,b,c,d,e}. A Figura 6.1 ilustra o grafo Gp e o digrafo Dp.

a a

d c d c

Figura 6.1: Grafo cordal comparabilidade G p e seu digrafo Dp.
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Definicao 17. Sejam () e R relacoes de ordens parciais sobre um conjunto finito
V. Dizemos que R é extensao de ) se Q C R.

Se a extensao de uma ordem parcial é uma ordem total, a denominamos de

extensao total ou, ainda, linear.

Definicao 18. Seja R uma relacao de ordem parcial e Ry, ..., R; extensoes totais
de R. Dizemos que {Ry,---, Ry} é gerador de R, ou que {Ry,..., Ry} gera R, se
k
i=1

Outro termo utilizado para conjunto gerador é conjunto realizador ou, apenas,

realizador.

Proposicao 9. Se R é uma relacao de ordem parcial sobre um conjunto finito V/,

entao R possui um gerador.

PROVA. Seja R uma relagao de ordem parcial sobre um conjunto finito V. Vamos
considerar dois casos.

1
Suponhamos que R é total. Dai, R = () R;.

i=1
Suponhamos que R ndo é total. Tomemos z,y € V tais que (z,y), (y,x) ¢ R.

Vamos considerar R; e Ry as duas extensoes de R, definidas abaixo:

Ry = RU{(x,9)}U{(a,1): (a,2) € RYU{(2,0) : (y.}) € R}
Ry = RU{(y,2)}U{(y,a): (z,a) € RFU{(b,x) : (b,y) € R}
Vamos considerar quatro casos.
Caso 1. Suponhamos que Ry e Ry sao ordens totais. Dai, R = ﬁl R;.
Caso 2. Suponhamos que R; nao é total e Ry é total. Neste_caso, repetimos o

raciocinio anterior, tomamos x1,y; € V tais que (x1,y1), (v1,21) ¢ Ry e construimos

Rs e R, extensoes de R, definidas abaixo:

R3 = RU {<$1ay1)} U {(aayl) : (aagjl) € Rl} U {(‘rlvb) : (ylvb) € Rl}
Ry = RU{(y1,21)}U{(y1,a) : (z1,a) € R} U{(b,z1): (b,y1) € Ru}

4

Se R3 e Ry sdo ordens totais, entdo R = (1] R;. Caso contrario, se R; ndo é total,
i=2
para algum ¢ € {3,4}, basta repetir o processo para cada R;.

Ao repetir este processo, vamos considerar dois casos. Suponhamos que as ex-

tensoes obtidas de R3 e R4 sao totais, dai o resultado segue. Suponhamos que as

61



extensoes obtidas de R; nao sao totais. Neste caso, realizamos todo o processo
novamente para R;
Como V ¢ finito, este processo iterado deve terminar em alguma etapa. E, ao

terminar, o resultado segue.

Caso 3. Suponhamos que R; é total e Ry nao é total. Este caso é andlogo ao

anterior.

Caso 4. Suponhamos que R; e Ry nao sao totais. Neste caso, repetimos o ra-
ciocinio anterior, tomamos xi, ¥y, %2,y € V tais que (z1,vy1),(y1,71) ¢ Ry e
(x2,92), (y2,22) ¢ Ry e construimos Rz, R, extensoes de R;, Rs e Rg extensoes
de R,y definidas abaixo:

Ry = RU{(z1,y)}U{(a,m): (a,21) € Ri} U{(21,0) : (y1,0) € Ru}
Ry = RU{(y1,z1)}U{(y1,a) : (z1,a) € R} U{(bz1) : (b,y1) € Ru}
Ry = RU{(z2,52)} U{(a,92) : (a,22) € Ro} U{(22,0) : (y2,b) € Ra}
Rg = RU{(y1,z1)} U{(y1,a) : (z1,a) € Ro} U{(b,z1): (b,y1) € Ra}

6

Se Rs, Ry, Rs e Rg sao totais, entdo R = [ R;. Caso contrario, se R; ndo é total,
3

para algum i € {3,4,5,6}, basta repetir o processo novamente para cada R; que nao

é total.

Ao repetir este processo, vamos considerar dois subcasos.

4.1 Se as extensoes de R; sdo totais, para todo i € {3,4,5,6}. Dai o resultado

segue.

4.2 Se existe uma extensao total obtida de R; que nao é total, para algum i €
{3,4,5,6}, entdo, neste caso, realizamos todo o processo novamente.
Como V ¢ finito, este processo iterado deve terminar em alguma etapa. E, ao

terminar, o resultado segue.

Sendo assim, fica demonstrado que toda relagao de ordem parcial é intersecao de
algumas de suas extensoes totais. Isto é, toda relagao de ordem parcial tem conjunto

gerador. -

A Proposicao 9 garante que o conceito abaixo estd bem definido.

Definicao 19. Seja R uma relagao de ordem parcial. A dimensao de R é o menor
ntimero natural k£ para o qual existe um conjunto gerador de R com k elementos. A

dimensao de R é denotada por dim(R).
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Definicao 20. Seja G um grafo de comparabilidade. A dimensao de G é o menor
numero natural k£ para o qual existe uma relacao R associada a G de modo que
dim(R) = k. A dimensao de G ¢ denotada por dim(G).

Dado um grafo de comparabilidade GG, podem existir ordens parciais distintas
Ry, ..., Ry tais que G é o grafo de comparabilidade de R;, onde i € {1,...,k}.
Neste caso, seria natural definirmos dim(G) = min{dim(R;) : ¢ € [k]}. Porém,
Trotter, J. I. Moore e D. P. Sumner [45| provaram que se P e ) sao relacoes de
ordem parciais tais que os grafos de comparabilidade Gp de P e G de () sao iguais,
entao dim(P) = dim(Q). Ou seja, a dimensao de um grafo de comparabilidade é um
wmvariante, pois basta calcularmos a dimensao de apenas uma relacao associada ao

grafo, para sabermos a dimensao deste grafo.

Exemplo 15. A relacao P do digrafo Dp da Figura 6.1 admite duas extensoes

totais P, e P, que sao, respectivamente:

Po=

P2:{

L
S
~—
—
8
]
~—
o
=
—
<
QU
~—
—~
S
]
~—
—~
o
QU
~—
—~
o
)
~—
—~
o
U
~—
-~
-

Como P = P N Py, temos que dim(P) = 2. Logo, o digrafo Gp da Figura 6.1 é
tal que dim(Gp) = 2.

Por outro lado, também podemos concluir que dim(Gp) = 2 a partir do grafo de
comparabilidade Gp.

Por exemplo, vamos considerar os digrafos Dp, e Dp, da Figura 6.2, que sao
construidos a partir de Dp da Figura 6.1 ao adicionar as arestas abaixo, de forma que

os grafos G'p, e Gp, — associados a Dp, e Dp,, respectivamente — sejam completos.

a a

d c d c

Figura 6.2: Digrafos Dp, e Dp,.

O digrafo Dp é tal que V(Dp) = V(Dpl)ﬂV(DPQ) (& A(Dp) = A(Dp1>ﬂA(Dp2)
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Nesta situagao, diremos que o digrafo Dp ¢ a intersecao dos digrafos Dp, com Dp,
e denotaremos por Dp = Dp, N Dp,.
Como os digrafos Dp, e Dp, estao associados a Gp, e Gp, completos e Dp =

Dp, N Dp,, ha um paralelo com P = PyNP;,. Logo, podemos dizer que dim(Gp) = 2.

Existem classes de grafos que podem ser caracterizadas pelas dimensoes dos seus
elementos. Por exemplo, a classe Permutacdo, apresentada no Capitulo 3, é composta
pelos grafos que tém dimensao menor ou igual a 2 (cf. [9]).

Para demonstrar que todo grafo cordal comparabilidade tem dimensao no mé-
ximo 4, vamos usar alguns conceitos e propriedades que serdo definidos e demons-

trados a seguir.

Definicao 21. Um digrafo D é aciclico se nao possui ciclo orientado como subdi-

grafo induzido.

Definicao 22. Sejam D; e D, digrafos com o mesmo conjunto de vértices. Dizemos

que D, é fecho transitivo de D; se D, ¢é subdigrafo de Dy e D, é transitivo.

Proposicao 10. Se D; é um digrafo aciclico, entao existe um digrafo D, tal que

D5 é fecho transitivo de D;.

PRrROVA. Seja D; um digrafo aciclico. Vamos provar o resultado por inducao em n

nimero de vértices de D;.

Base: Suponhamos que n = 1. Assim, D; = K;. Desta forma, tomando Dy = K,

o resultado segue.

Hipotese: Suponhamos que se Dy é um digrafo aciclico com n vértices, entao existe

um digrafo Dy tal que D, é fecho transitivo de Dj.

Passo: Seja Dy um digrafo aciclico com n+1 vértices. Como D é aciclico, D possui
ao menos uma fonte v. Vamos considerar o digrafo D; — v que é aciclico e possui n
vértices. Assim, pela hipotese de inducao, existe um digrafo Dy tal que Dy é fecho
transitivo de Dy — v. O digrafo D3 = (V(Dq) W {v}, A(D2) W {(v,u) : u € V(Ds)})
— obtido de Dy pelo acréscimo do vértice v e dos arcos que apontam de v para
todos os vértices de Dy — & transitivo. De fato, sejam uy, us, uz € V(Ds3) tais que

(u1,uz), (ug, uz) € A(D3). Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que v ¢ {uq,us, ug}. Assim, pela hipotese de indugao, temos
(Ul,U3) € A(DQ) C A(Dg)

Caso 2. Suponhamos que v € {uj,us,uz}. Assim, pela construcao de A(Ds),
como v é fonte e aponta para todos os vértices de Dy, v = uy e, desta forma,
(v,uz) = (ug,us) € A(Ds3).
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O digrafo D, é subdigrafo de D3, uma vez que V(D;) = V(Dq) W {v} = V(D)
e A(Dy) = A(D;) W{(v,u) :u€ N(w)} CADy)W{(v,u) :ueV(D)} =A(D;3). B

Proposicao 11. Se D; é um digrafo transitivo, entao existe um digrafo D5 tal que

D, é extensao total de D.

PrROVA. Vamos provar o resultado por inducao em n nimero de vértices de D;.

Base: Suponhamos que n = 1. Assim, D; = K;. Desta forma, tomando Dy = K,

o resultado segue.

Hipotese: Suponhamos que se D; é um digrafo transitivo com n vértices, entao

existe um digrafo D tal que Dy extensao total de D;.

Passo: Seja Dy um digrafo transitivo com n + 1 vértices. Como D, é transitivo, D,
é aciclico e, portanto, possui uma fonte v, Vamos considerar o digrafo D; — v, que é
transitivo e tem n vértices. Portanto, pela hipotese de indugao, existe Dy extensao
total de Dy —v. Tomemos D3 = (V(D2) W {v}, A(Dy) W{(v,u) : u € V(D2)}).

O digrafo D3 é completo, uma vez que D, é completo e adicionamos v a Do
tornando-o adjacente a todos os vértices u € V(D).

O digrafo Ds é transitivo. De fato, tomemos uy,us,u3 € V(D3) tais que

(ur,uz), (ug,uz) € A(Ds3). Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que v ¢ {uy, ug, us}. Assim, uy, us,us € V(D3y) e como Dy é

completo e transitivo, (uy,u3) € A(Ds).

Caso 2. Suponhamos que v € {uy,us,uz}. Assim, como v é fonte de D3, temos

v = uy. Desta forma, pela construgao de A(Ds), temos (v, uz) = (uy,us) € A(D3). R

Neste capitulo, queremos demonstrar que todo grafo cordal comparabilidade tem
dimensao no maximo igual a 4. Isto sera feito utilizando o fato que um grafo G é
cordal se, e somente se, possui uma arvore caracteristica T;. Sabemos que a arvore
caracteristica esta associada a uma familia F = {T, : v € G}, onde T,, = T¢[CM,],
tal que G é isomorfo a (F) (cf. Segdo 2.1). Provaremos algumas propriedades das
subarvores T,.

A partir de agora, neste capitulo, vamos utilizar G = Gp = (V(G), E(G)) para
denotar o grafo cordal comparabilidade associado a uma relacao livre de ciclos P.

Consideramos T enraizada. Um algoritmo de busca em profundidade rotula
V(T¢) em pré-ordem, rotulando cada vértice visitado com nimeros consecutivos a
partir de 1, isto é, assinala 1 para a raiz de T e, percorre T, rotulando com ntimeros
naturais consecutivos todos os vértices do ramo mais a esquerda antes de rotular os

vértices do proximo ramo, mais a direita.
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O rotulo assinalado pelo algoritmo para v € V(Ty), denominado numero de

busca em profundidade de v, serd denotado por NBP(v).

Exemplo 16. Tomemos G o grafo da Figura 4.2. Neste caso, considere a arvore

caracteristica de G é T ilustrada abaixo de maneira enraizada.

A busca em profundidade considerada anteriormente, vai rotular os vértices de

T do seguinte modo:

O numero da busca em profundidade do vértice {b, c,d} de T é 3, denotado por
NBP({b,c,d}) = 3.

O menor NBP dos vértices de uma Aarvore caracteristica Ti; ¢ denotado por

min(T¢) . O maior ¢ denominado por max(T").

Proposicao 12. [Ma & Spinrad, 1991| Sejam G um grafo cordal com arvore carac-
teristica T e Ty, T, € F tal que T, N T, = (. Se min(T,) < min(T,) entdo apenas

uma das duas condicoes se verifica:

(a) max(T,) < min(T,)

(b) max(T,) > max(7T,) e nenhum v € V(7)) tem NBP entre min(7,) e max(7,)
PROVA. Sejam G grafo cordal com arvore caracteristica T e T,,1T, € F tal que
T.NnT, =0.

Suponhamos que min(T,) < min(7,), entdo pela busca em profundidade consi-

derada, T, comeca a ser rotulada antes de T,. Vamos considerar dois casos:

Caso 1. Suponhamos que a subarvore T}, é inteiramente rotulada antes de se iniciar
a rotulacao de T),. Neste caso, obtemos que todos os rotulos de 7, sao menores que

os rotulos de T,. Logo max(T;,) < min(7}).
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Caso 2. Suponhamos que a subarvore T, nao é inteiramente rotulada antes de se
iniciar a rotulacao de T,. Neste caso, sem perda de generalidade, T, deve comecar
a ser rotulada antes de T,, mas nao é rotulada por completo. Ou seja, T, comeca a
ser rotulada apds o iniicio da rotulagao dos vértices de T}, mas antes do término de
T,. Como ambas subarvores sao conexas, T, tem que ser completamente rotulada
antes de terminar 7T, isto é, T, tem seus r6tulos totalmente preenchidos no meio da
assinalagao de rotulos para T,,. Dai, max(7,) > max(7T,) e nenhum v € V(T,,) possui
NBP entre min(7},) e max(7,).

Isto conclui a prova. [ |

Agora, sejam @' e R’ as seguintes relac¢oes sobre V(G), definidas com base na

Proposicao 12:

Q' = {(u,v):uwv ¢ E(G), min(T,) < min(T,) e max(7T,) < min(T,)},
R = {(u,v):ww ¢ E(G), min(T,) < min(T,) e max(T3,) > max(1,)}.

Estendendo a definicao de @' e R’ a fim de obtermos a reflexividade, construimos
Q@ e R definidas abaixo:

Q = QU{(z,z),(y,y): (v,y) € Q},
R = RU{(z,2),(y,y): (z,y) € R}.

Pelo modo que @ e R foram construidos, para quaisquer z,y € V(G), temos que

x e y estao relacionados segundo uma, e apenas uma, das relacoes P, () ou R.

Proposicao 13. [Ma & Spinrad, 1991 As relacoes @ e R sao de ordem parcial.
PrOVA. Segundo a definicao de ordem parcial, precisamos demonstrar que @) e R
sao reflexivas, antissimétricas e transitivas.

Q e R sao reflerivas. Pela construcao de @) e R.

Q e R sao antissimétricas. Sejam u,v € V(G). Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que (u,v) € (. Assim, min(T,) < max(T,) < min(T,) <

max(7T,). Deste modo, (v,u) ¢ @, o que implica em @ antissimétrica, por vacuidade.

Caso 2. Suponhamos que (u,v) € R. Assim, max(7,) > max(T,). Deste modo,

(v,u) ¢ R, o que implica em R antissimétrica, por vacuidade.

Q@ e R sao transitivas. Sejam u,v e w vértices do grafo G. Vamos considerar dois

Casos.
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Caso 1. Suponhamos que (u,v) € Q e (v,w) € Q. Assim, min(T},) < min(T,) e
min(7;,) < min(T,,). Portanto min(7,,) < min(7T,,) e max(7,,) < min(7T},) e max(T,) <
min(7,). Desta forma, max(T,) < min(7,) < max(T,) < min(T},,). Dai (u,w) € Q.

Caso 2. Suponhamos que (u,v) € R e (v,w) € R. Assim, min(T,) < min(T,) <
min(T,,) e max(T,,) > max(T;,) > max(7,). Como nenhum vértice de T;, tem NBP
entre min(7;,) e max(T,), pela Proposi¢do 12, os vértices de T, foram totalmente
rotulados entre o preenchimento de rotulos para os vértices de T,,. Analogamente,
T,, foi totalmente rotulada entre o preenchimento com rétulos para os vértices de
T,. Deste modo, T, foi completamente preenchida com rétulos entre a rotulagao
dos vértices de T,,. Portanto, (u,w) € R.

Isto conclui a prova. [ |
Proposicao 14. [Ma & Spinrad, 1991] O digrafo Dpyg é aciclico.

PROVA. Suponhamos, para uma contradicao, que existe CY, ciclo orientado induzido
no digrafo Dpg, com k > 4 menor possivel. Sabemos que o comprimento do ciclo
¢ par. Assim, existem u, ug,us e uy vértices de Cy tais que (ug,uq), (us,us) € P
e (ug,ug) € Q. Se k =4, entdo (ug,u;) € Q. Se k > 4, entdo ujuy ¢ E(Dpug) e
existem us, up—1 € V(Dpug) tais que (ug—1,u1), (ug, us) € Q.

Temos que (ug, uy), (ug,uz) ¢ PUQ. Vamos considerar quatro casos.

Caso 1. Suponhamos que (ug,us) € P. Neste caso, pela transitividade de P,
obtemos (uj,us) € P, uma contradicdo com (ug,u;) € @ (se k = 4) ou com a
minimalidade de k (se k > 4).

Caso 2. Suponhamos que (u4,us) € P. Neste caso, pela transitividade de P,

obtemos (ug, ug) € P, uma contradi¢do com (ug, u3) € Q.

Caso 3. Suponhamos que (ug,us) € . Vamos considerar mais dois subcasos.
Suponhamos que k = 4. Desta forma, pela transitividade de @, (uz,u;) € @,
uma contradi¢do com (uq,uz) € P. Suponhamos que k& > 4. Desta forma, pela

transitividade de @, (ug, us) € @, uma contradicdo com a minimalidade de k.

Caso 4. Suponhamos que (ug,u3) € (. Neste caso, pela transitividade de @,
obtemos (u4, u3) € @, uma contradicao.
Analogamente, podemos afirmar que (uq,us), (us,u1) ¢ P U Q.

Desta forma, ou (u2,u4) € R ou (uy,us2) € R. Dai, vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que (ug,uy) € R.
Pela defini¢ao de R, min(T,,) < min(7,,), nenhum vértice de 7, tem NBP entre
[min(T.,), max(T,,)] e max(Ty,) > max(T,,).
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Por outro lado, como (ug,u3) € @, mathsfmax(T,,) < min(Ty,). Logo,

min(7,,) < max(Ty,) < min(T,,), isto &, (u4,u3) € @, uma contradigao.

Caso 2. Suponhamos que (uy,us) € R.
Neste caso, T,, NT,, = (). De fato, analisaremos dois subcasos simples.
Suponhamos que k = 4. Neste subcaso, (uyg,u1) € Q. Logo wjuy ¢ E(G).
Suponhamos que k& > 4. Neste subcaso, suponhamos, para uma contradicao,
que ujuy € E(G). Desta forma, (uj,uy) € P ou (ug,uy) € P. Se (ug,uy) € P,
entdo ha uma contradigdo com a minimalidade de k. Se (u4,u;) € P, entdo, pela
transitividade de P, (ug,u2) € P, uma contradigao.
Desta forma, como T,, N T,, # 0 e T,, N T,, = 0, obtemos que (uy,u;) € R.

Estudaremos dois subcasos com mais detalhes.

2.1 Suponhamos que min(7,,) < min(T,,). Neste subcaso, como T,, N T,, #

)

0
temos max(Ty,) < max(T,,). Logo, como (uz,u3) € Q, max(T,,) < min(T,,).
Assim, podemos concluir que max(7,,) < min(7,,) com min(T,,) < min(T,,).

Dai, (u1,u3) € @, uma contradicao.

2.2 Suponhamos que min(T,,) < min(T,,). Como T,, N T, # 0, temos
min(T,,) < max(T,,) < max(T,,). Por outro lado, (us,u;) € R, isto &,
max(7T,,) < max(7,,). Desta forma, vamos considerar dois subcasos. Su-
ponhamos que max(7y,) < max(T,,) < max(T,,). Assim, T,, N T,, # 0,
uma contradi¢do. Suponhamos que max(7,,) < min(T,,) < min(T,,). Assim,

(u1,u3) € @, uma contradigao.

Isto conclui a prova. [ |
Proposigao 15. [Ma & Spinrad, 1991] O digrafo Dpyg é aciclico.

PROVA. Suponhonhamos, para uma contradicao, que existe C} ciclo orientado in-
duzido no digrafo Dp_ g, com k > 4 menor possivel. Pelo mesmo raciocinio em-
pregado demonstracao da Proposicao 14, existem wuy, us, uz € uy vértices de C tais
que (ug,us), (us,uy) € P e (ug,u3) € R. Ainda, pela demonstracdo da Proposi-
cao 14, (uy,us), (us, u1), (uz, us), (ug, uz) ¢ P U R. Desta forma, ou (ug,us) € Q ou

(ug,uz) € Q. Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que (ug, us) € Q). Neste caso, obtemos:
min(T,,) < min(T,,) < max(Ty,) < max(Ty,) < min(T,,),

ou seja, min(7,,) < min(T,,) e max(T,,) < min(T,,). Pela definicdo de Q, (u3,uy) €

(), uma contradi¢ao com (us,uy) € P.
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Caso 2. Suponhamos que (u4,u2) € Q. Neste caso, temos max(7,,) < min(T,,).
Como (ug,u3) € R, obtemos min(7T,,) < min(T,,). Dai, min(T,,) < max(7,,) <
min(7T, ), isto é, (u4,u3) € Q. Uma contradicdo com (us,us) € P.

Isto conclui a prova. [ |
Proposicao 16. [Ma & Spinrad, 1991] O digrafo Dpg-1 é aciclico.

PrROVA. Suponhamos, para uma contradi¢do, que existe C} ciclo orientado indu-
zido no digrafo Dpyg-1, com k menor possivel. Pelo mesmo raciocinio exibido
na demonstracao da Proposicao 14, existem wuq,us, ug € uy vértices de C}, tais que
(u1,us), (us,us) € P e (ug,uz) € Q1. Temos que (ug,uy), (ug, uz) ¢ PUQ. Com

efeito, analisaremos quatro casos.

Caso 1. Suponhamos que (ug,uy) € P. Neste caso, pela transitividade de P,
obtemos (ui,uy) € P, uma contradicdo com (ug,u;) € P (se k = 4) ou com a
minimalidade de k (se k > 4).

Caso 2. Suponhamos que (u4,us) € P. Neste caso, pela transitividade de P,

obtemos (ug, ug) € P, uma contradi¢do com (ug,u3) € Q.

Caso 8. Suponhamos que (ug,uy4) € Q. Neste caso, (uy,us) € Q' e, pela transiti-

vidade de Q~!, obtemos (u4,u3) € Q@~'. Uma contradi¢ao com (us,uy) € P.

Caso 4. Suponhamos que (uy,us) € Q. Neste caso (uz,uy) € Q' Vamos consi-
derar dois subcasos. Suponhamos que k = 4. Desta forma, (u4,u;) € Q' e, pela
transitividade de Q!, obtemos (us,u;) € @~'. Uma contradi¢ao com (uq,us) € P.
Suponhamos que k > 4. Desta forma, (ug,us) € Q', uma contradi¢io com a
minimalidade de k.

Analogamente ao estudo de casos feito acima para os vértices us e uy, podemos
afirmar que (uy,us), (us,u1) € PUQ.

Desta forma, ou (ug,us) € R ou (uyg,u2) € R. Analisaremos mais dois casos
sobre R.

Caso 1. Suponhamos que (us,uy) € R. Neste caso, min(7,,) < min(7,,). Pela
hipotese, temos (uz,uz) € @, isto é, min(T,,) < max(T,,) < min(T,,). De onde

podemos concluir que:
min(7y,) < max(Ty,) < min(T,),

isto é, (us,us) € Q. Uma contradi¢do com (usz,uy) € P.

Caso 2. Suponhamos que (u4,us) € R. Neste caso, T,,, N T,, = (). De fato, precisa-

mos considerar dois casos. Suponhamos que k& = 4. Neste subcaso, (ug,u;) € Q71,
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isto &, (u1,uy) € Q. Logo wyuy ¢ E(G). Suponhamos que k > 4. Neste subcaso,
suponhamos, para uma contradi¢ao, que ujuy € E(G). Desta forma, (uy,uy) € P
ou (ug,u1) € P. Se (u1,u4) € P, entdo ha uma contradicdo com a minimalidade de
k. Se (ug4,u1) € P, entdo, pela transitividade de P, (u4,uz) € P, uma contradigao.

Desta forma, como T,,, N T,, # 0 e T,, N T,, = 0, obtemos que (uy,u;) € R.

Vamos considerar dois subcasos.

2.1 Suponhamos que min(T,,) < min(T,,). Como T,, N T, #* 0, temos
min(Ty,) < min(T,,) < max(T,,). Por outro lado, (u4,u;) € R, isto é,
min(7,,) < min(T,,). Desta forma, analisaremos dois sucasos simples. Supo-
nhamos que min(7,,) < max(T,,) < min(Ty,). Assim, (u3,u;) € @, uma con-
tradi¢do. Por outro lado, suponhamos que min(7,,) < min(T,,) < max(T,).

Assim, T,,, N T,, # (), uma contradigao.

2.2 Suponhamos que min(7,,) > min(7,,). Neste subcaso, como (us,us) € @,
obtemos que min(7T,,) < max(Ty,) < min(T,,) < min(T,,). Isto &, (us,u1) € Q,

uma contradigao.

Isto conclui a prova. [ |
Proposicao 17. [Ma & Spinrad, 1991] O digrafo Dp p-1 é aciclico.

PROVA. Suponhamos, para uma contradicao, que existe um ciclo orientado induzido
Cy no digrafo Dp r-1, com k menor possivel.

Pelo mesmo raciocinio empregado na demonstracao da Proposicao 14, existem
Uy, Uz, uz € uy vértices de Cy tais que (u1,us), (us,ug) € P e (uz,u3z) € R~ E, pela
demonstracao da Proposicao 16, (u1,us), (us, u1), (ug, us), (ug, us) ¢ P U R. Agora,
como (uz,uz) € R, T,, N T,, # 0 e T,, NT,, = 0, temos que (u3,u;) € R, uma

contradicao. m

Pela Proposicao 10, os digrafos aciclicos Dpug, Dpur, Dpug—1 € Dpug—1 tém
fechos transitivos D'p ), }UR,D;UQ_l e D g1 respectivamente. J4 pela Propo-

sicao 11, estes fechos possuem extensoes totais Dq, Do, D3 e D, respectivamente.

Teorema 14. [Ma & Spinrad, 1991| Se um grafo G é cordal comparabilidade, entao
dim(G) < 4.

PrOVA. Seja um grafo G = Gp cordal comparabilidade associado & ordem livre
de ciclos P e ao digrafo Dp. Pelas Proposicoes 14, 15, 16, e 17 temos que D

admite quatro extensoes totais Dy, Dy, D3 e D, citadas acima. Vamos mostrar que

4
DP: ﬂDz

i=1
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4
Temos Dp C () D;. De fato, seja (z,y) € A(Dp). Desta forma, como Dp C
1

4
Dpug, Dp € Dpur, Dp € Dpyg-1 € Dp € Dpyg-1, temos que (x,y) € () D;.
1

Reciprocamente, F]Di C Dp. De fato, seja (x,y) € ﬁDi. Suponhamos, para
uma contradicao, quel(x, y) ¢ Dp. Vamos considerar quatlro casos.
Caso 1. Suponhamos que (z,y) € Q. Assim, (z,y) ¢ Q~'. Desta forma, (x,y) ¢
PUQ™!, uma contradi¢ao com (z,y) € éDi.

Caso 2. Suponhamos que (y,x) € Q). Assim, (z,y) ¢ Q. Desta forma, (z,y) ¢ PUQ,

uma contradicao.
Caso 3. Suponhamos que (z,y) € R. Assim, (z,y) ¢ R™'. Desta forma, (z,y) ¢
4

PUR™!, uma contradigao com (z,y) € (| D;.
1

Caso 4. Suponhamos que (y,z) € R. Assim, (z,y) ¢ R. Desta forma, (z,y) ¢ PUR,
uma contradigao.

Com isso, {D1, Dy, D3, D} é conjunto gerador de P, o que demonstra o resul-
tado. [ |

Observamos que a reciproca do Teorema 14 nao é verdadeira. De fato, o grafo
Cy é tal que dim(Cy) = 2 < 4 e C4 ndo é cordal comparabilidade.

A seguir, exibimos grafos cordais comparabilidade de dimensoes 1, 2 e 3.

Exemplo 17. Todo grafo completo K, é grafo cordal comparabilidade com
dim(K,) = 1.

Exemplo 18. A relacao livre de ciclos P descrita abaixo
P ={(b,a),(c,a),(b,c), (b,d), (¢, d), (a,a), (b, b), (¢,c), (d,d)}

corresponde ao grafo cordal comparabilidade e ao digrafo ilustrados na Figura 6.3.

j=p)
O

(=)
O

Figura 6.3: Um grafo Gp cordal comparabilidade com seu digrafo Dp.

O digrafo da Figura 6.3 admite as seguintes extensoes totais:
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(=
o
(=
o

Figura 6.4: As extensoes totais Dp, e Dp, de Dp.

A Figura 6.4 ilustra duas extensoes totais P, e P5 de P:

b= {(b,a),(c.a),(b,c), (b, d), (¢, d), (d,a)} U{(a, a), (b, ), (c,c), (d, d)}
By = A{(b,a),(c,a),(b;c), (b, d), (¢, d), (a,d)} U{(a, a), (b,), (¢, c), (d, d)}

Temos que P = P, N P,. Assim, {P, P} é conjunto gerador de P. Logo, o grafo
Gp da Figura 6.3 ¢ cordal comparabilidade e dim(Gp) = 2.

No que segue, vamos utilizar tambre outra notacao para representar extensoes
totais. Por exemplo, as extensoes P; e P, acima podem ser denotadas através da

relagoes <p, e <p, COMO se segue:

Pr:b<p c<p d<p a
Py:b<p,c<p,a<pd

Além disso, para facilitar a redagao, quando nao houver ambiguidade, vamos, tam-

bém, denotar P, e P, por <, sem os indices P, e P, como segue:

Pli
PQZ

Cc

b
b

NN
NN

d
a

V/ANV/AN

a
c d
O que distingue P, de P, é que, em Py, temos d < a, i.e, (d,a) € P;; ja em Py, temos
a <d,ie, (a,d) € P,. Ou seja, P, N P, ndo possui (a,d) e nem (d, a).

Assim, sempre que denotamos duas extensoes totais P e R, ambiguamente por
<, quando dois vértices quaisquer x,y estao em uma determinada ordem em P, i.e,
r < gy, e trocam de ordem em R, i.e, y < x, podemos concluir que (z,y), (y,x) ¢

PN R. Ou seja, x e y nao estao relacionados segundo P N R.

Exemplo 19. O grafo rising-sun G, ilustrado na Figura 4.2, é cordal comparabili-
dade e dim(G) = 3.

De fato, de acordo com a notacao introduzida acima, o grafo rising-sun G da

73



Figura 4.2 admite trés extensoes totais ilustradas por:

d<c< f<e<a<g<b
a<d< f<g<c<b<e
d<f<e<c<a<g<d

Estas trés ordens formam um conjunto gerador de tamanho 3 para a relagao de
ordem associada ao rising-sun G.

Por outro lado, para garantir que nao ha conjunto gerador de tamanho menor
que 3 para a relacao de ordem associada ao grafo rising-sun, seguimos o seguinte
raciocinio: o co-rising-sun, grafo complemento do grafo rising-sun, nao é grafo com-
parabilidade (cf. Capitulo 3, Se¢ao 2.2, Figura 3.4). Portanto, o rising-sun nao é
grafo cocomparabilidade. Dai, como os grafos de permutacao sao os grafos com-
parabilidade cocomparabilidade [38], concluimos que o rising-sun nao é grafo de
permutacao. Como um grafo é de permutacao se, e somente se, possui dimensao no

méaximo 2 (cf. [9]), concluimos que o rising-sun tem dimensao exatamente 3.

Outros exemplos de grafos cordais comparabilidade com dimensao exatamente 3

sao os RS, construidos na Secao 5.

Exemplo 20. As trés extensoes lineares abaixo demonstram que o grafo RS, da

Figura 5.5 tem dimensao no maximo 3.

Por outro lado, como o grafo RS, tem arvore caracteristica tinica isomorfa a
K 4, temos que RS, ndo ¢ de intervalo [16]. Ou seja, RS, ndo ¢ cocomparabilidade.

Assim, RS, ndo é de permutacao. Logo, dim(RS,) = 3.

Exemplo 21. Generalizando as extensoes lineares empregadas no Exemplo 20, te-
mos que dim(RS,,) = 3, para todo n > 3, e, para RS; obtemos dim(RS;) = 1 e para
RS, obtemos dim(RSs) = 2.

De fato, para n > 3, consideremos as extensdes lineares abaixo, utilizando a
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rotulagao dos vértices dada na Figura 5.9.

a1 SV SVUpy1 € SV 2SSV S WIS ASV3S S Aol S Upo1 S Ay

/N

Up SUpy1 S S V022S Ay Sy SA3 < A2 S A SV S V2 S U3K 0 < Uy

Por outro lado, como o grafo RS, tem &arvore caracteristica tinica isomorfa a
K ,,, temos que RS, ndo é de intervalo [16], para todo n > 3. Ou seja, RS,, ndo ¢

cocomparabilidade. Assim, RS, nao é de permutacdo. Logo, dim(RS,,) = 3.

Como os grafos RS, sao split, generalizamos as ordens totais obtidas no Exem-
plo 21, para mostrar que se G é um grafo split comparabilidade (i.e, cordais compa-
rabilidade que sao cocordais), entdo dim(G) < 3 (cf. Segao 6.2).

Vamos, agora, revisar a construcao, apresentada em [28|, de um grafo cordal
comparabilidade G tal que dim(G) = 4. A ideia principal é definir uma relagao livre
de ciclos cuja dimensao é 4. Naturalmente, esta relacao estd associada a um grafo
cordal comparabilidade, cuja dimensao também é 4. A construcao desta relacao
(e grafo) se deve a Kierstead, Trotter e Qin [28]. Estes autores sabiam que toda
relacao livre de ciclos tinha dimensao no maximo 4, resultado demonstrado por Ma
e Spinrad [30]. Desta forma, provaram, de fato, que 4 é um limiar justo para a
dimensao de relagoes livres de ciclo (e grafos cordais comparabilidade).

A relagao livre de ciclos construida por Kierstead, Trotter e Qin é denominada
Rpc e é construida sobre um conjunto finito denominado LC. Vamos exibir a
construcao de Ryc por partes.

Em primeiro lugar, tomemos n = 27"+ 1 e i € {1,...,n}. Consideremos
{el, et d},... e ds} C LC
e a seguinte relagao sobre esse subconjunto:
Qi ={(e5,dy),- - (g, diz)} U{(e1, dy), - .. (€15, diy)} C Ric

A Figura 6.5 ilustra @); através de um digrafo. A relacao Rpc contém todas as

relagoes @);, para todo i € {1,...,n}.
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% i 7 7
dl d2 12 13

i i
€2 €12 €13
Figura 6.5: digrafo associado a relagao Q;
Os outros elementos de LC' sao dados por:
1 n 1 n n 1 1 n 41 n 1 n
TN N /PN (/Y 1 SO IR 7 S 7 = I 7 N PN A8

Os b;’s e t;’s formam uma cadeia em R; o, denominada C*, de acordo com a

ordem abaixo:

b}S---éb?<---<b%3<---<b?3<b6‘<---<bé<
tég---gt(}gt%g--gt?g---gthg--gtﬁ

Agora, ja temos todos os elementos de LC. Falta, apenas, completar a relacao
Rc. Os elementos das relagoes (); se relacionam com os elementos da cadeia C* do
seguinte modo:

b§<e§<d§<t§, para todost <nel<j<13.

Os elementos eé- e d; sao incomparaveis com todos os elementos de C* entre bé.
e tt. Ja os elementos de Q; e de C* da forma ef), t{ e bj, se relacionam da seguinte
maneira:

by < el < t, para cada i < n.

O elemento e € LC é incomparavel com todos os elementos entre b e t}) na
cadeia C*.

Para garantir que Ry ¢ é relacao de ordem parcial, incluimos em R; o os ele-
mentos (x,z) tais que x € LC. Também, incluimos os elementos garantidos por
transitividade, mas que nao foram explicitamente denotados até aqui. Por exemplo,
(0% e3) € Rpe com j € [12] e 1 <i < n.

Portanto, a Figura 6.6 ilustra, parcialmente, o grafo Gg, . associado a relacao
livre de ciclos Ryc. Vérias arestas garantidas por transitividade estao omitidas, com
o objetivo de se obter uma figura mais limpa e, consequentemente, um texto mais
didatico possivel. Por exemplo, os vértices b3, e ef, estao relacionados segundo Ryc

e, portanto, b,els € F(Gg,.).
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Figura 6.6: Tlustragao parcial da relagao Ry¢

Agora, vamos revisar alguns conceitos e propriedades utilizados para demonstrar

que Rpc é livre de ciclos.

Definicao 23. Seja x € LC. O conjunto superior de x em LC, denotado por
S(x),é{ye LC :y >z ey#z}.

Definigao 24. Seja z € LC. O conjunto inferior de z em LC, denotado por I(x),
e{ye LC:y<xey#ua}

Exemplo 22. Para quaisquer d} e €%, 1 <i <n e j € [13], temos que S(d) e S(e})
induzem uma ordem total em Rjc.

De fato, pela construcao de Ry, todo elemento x € S(d;) é da forma tf com

i <k <n. E como estes vértices sao de C*, conclui-se que S(d’) induz ordem total

7



em Ryc. Por outro lado, a transitividade de Ry implica em S(e}) = S(d%) U {d}},

de onde concluimos que S(eé-) induz ordem total em R;c.

Teorema 15. |Kierstead, Trotter & Qin, 1992| A relagdo Ry € livre de ciclos.

PRrROVA. Suponhamos, para uma contradicao, que G, . tenha ciclo induzido Cy nos
vértices {x1,..., Tk, y1,..., Yk} € arestas {xiyi, Y12, ToYs, - - -, Yk_1Tk, TkUk, YkT1},
com k menor possivel. Como Rpc é transitiva, por construcao, existe orientagao
transitiva de Cy, com z;’s fontes e y;’s sumidouros, para todo i € {1,...,k}.

Se, para cada ¢ € {1,...,k}, o vértice x; do ciclo estd em C*, entdao z;z; €
E(GRr,.), uma contradigao. Por outro lado, se existe x; que ndo estd em C*, entdo

consideramos dois casos.

Caso 1. Suponhamos que z; € {¢}, d}}, para algum j # 0. Dai, o Exemplo 22 garante

(]
J
que os vértices y;_1,y; € N(x;)N{z1,..., 2k v1,- .., yx} do ciclo sdo adjacentes, pois
S(z;) induz ordem total em Rpc. Desta forma, obtemos uma contradigdo com a

minimalidade do ciclo.
Caso 2. Suponhamos que x; = eé para algum j € {1,...,n}. Vamos considerar dois

subcasos nos vizinhos de z; que estao no ciclo, denominados por y;_1 e v;.

2.1 Suponhamos que y;_1,y; sdo vértices de C*. Desta forma, y,_1y; € E(Gg,.),

uma contradicdo com a minimalidade do ciclo.

2.2 Suponhamos que y;_; ou y; nao é vértice de C*. Sem perda de generalidade,
suponhamos que y; é o vértice que nao estd em C*. Como os vizinhos de
xr; = eé que nao estao na cadeia sao os vértices dg, para algum ¢ € [13] e
je{l,...,n}, temos y; = dJ.
Denotamos o vizinho de y;, diferente do z;, por x;_. Temos que z;_; € I(dg).

Como
I(dj) = {ey u{by - ¢ <@pu{d] ' <jere[1B}Ufby :j < b,

concluimos que x; | = eg. Desta forma, como z; | = eg. Entao, o Exemplo 22
garante que S(z;_1) = S(eg) induz uma ordem total em Ry, uma contradicio

com a minimalidade do ciclo.

Isto conclui a prova. [ ]

Agora, vamos revisar alguns conceitos e propriedades utilizados para demonstrar

que Ry tem dimensao 4.
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Definicao 25. Seja L uma extensao total de Rpc. O vértice v € @);, para algum

i€ {l,...,n}, éaltose (r,y) € L para todo y nao relacionado com x segundo Ryc.

Definicao 26. Seja L uma extensao total de Rypo. O vértice v € @Q);, para algum

i € {l,...,n}, é baixo se (y,z) € L para todo y nao relacionado com z segundo
RLC.

A Proposicao 11 garante que existe L extensao total para Ryc.

Teorema 16. |Kierstead, Trotter & Qin, 1992| A relacdo Ryc tem dimensao 4.

PROVA. Sejam Li, L, e L3 extensoes totais de Ry e suponhamos, para uma con-
tradigao, que {Li, Lo, L3} é conjunto gerador de Ryc.
Para todo ¢ € [n], vamos rotular cada v € @); com uma tripla c¢(v) = (ay, az, as),

onde ay, as, a3 € {—1,0,1} sdo tais que:
e a; = —1 se v é baixo em relacao a Ly;
e a; = 0 se v nao é alto e nem baixo em relagao a Ly;
e a; = 1sewv éalto em relagao a Ly.

Pelo Principio Fundamental da Contagem, existem 3% = 27 possibilidades de
rotulos para c(v).

Vamos rotular também o @Q;, para todo i € [n], do seguinte modo:

C(Qz) - (C(eé)v C(ei)v s 70(633)’ C(dll)v s 7C(di3))

Pelo Principio Fundamental da Contagem, existem 27%7 possiveis rétulos para
Q).

Como existem 272" + 1 Q,’s, o Principio da Casa dos Pombos' garante que
existem ¢ # j em [n] tais que C(Q;) = C(Q;). Sem perda de generalidade, tomemos
i=1leyj=2istoé, C(Q) = C(Q2).

Obtemos c(d}) = c(d3), para {0,...,13}, e, c(e}) = c(e7), para i € {0,...,13}.
Isto é, cada dj e e] sdo altos, baixos ou nem altos e nem baixos se e s6 se d7 e e]
sao altos, baixos ou nem altos e nem baixos, respectivamente.

Dados p, k € {1, 2,3}, consideremos o conjunto A, definido por:

Apr ={(ej,d;) : €] é alto em Ly, d; é baixo em L;,0 < j < 13}.

Fato: A,, = 0.

ITeorema de Dirichlet

79



Ldh) e

3
App. Como dj é baixo em Ly, temos (dj,t5) € L,. Mas, por construcao, o par

De fato, suponhamos, para uma contradigao, que existe j € I3 tal que (e

(ej,d}) estd em Rpc C Ly. Assim, pela transitividade de L,, obtemos (e, ty) € Ly,

uma contradi¢ao com o fato de 6]1- ser alto em L.

Fato: Os vértices e} e d; sdo altos para algum L;, com i € {1,2,3}, e baixos para

outro L;, com j € {1,2,3}\ {i}.

De fato, suponhamos, para uma contradicao, que ejl- e djl. nao sao nem altos e nem
baixos para Ly, Ly e Ls. Dai, existem pares (arestas) que pertencem a Ly N Ly N L,
uma contradi¢do com o fato de {Ly, Lo, L3} ser conjunto gerador de Ry c.

Portanto:

{(6]1-, djl) : j < {1, 2, 3}} C ALQ U A173 U A271 U A273 U A3’1 U A372
logo,
| A2

+ [A1 3] + |Agq| + |Aas| + |As 1| + |Ase| > 13

Sendo assim, pelo Principio da Casa dos Pombos, existe A, tal que |A4, x| > 3.
Sem perda de generalidade, consideremos p = 1, k = 2 e {(el, d}), (ed, d3), (e, d3)} C
Ao

Como C(Q1) = C(Q2), o vértice €3 é alto em L; e o vértice d; é baixo em Ly,
para j € {1,2,3}.

Agora, vamos procurar um par de vértices nao adjacentes de Gg,., que nao é
gerado por Ly, Ly e Lz, em um subgrafo induzido G% . de Gg,.. Esse subgrafo
induzido estd representado, parcialmente, na Figura 6.7.

Como (e1,t}), (t3,el) ¢ Rrc e ef é alto em Ly, obtemos (t3,el) € L;. E, pela
construgao, o par (e}, t}) estd em Rrc. Logo, por transitividade, obtemos (e}, 1) €
L;. Utilizando um raciocinio anilogo temos (e, ei) € L.

Pela construgao, o par (ef,d}) estd em Rpc. Dai, este fato junto com os pares

obtidos acima, temos a seguinte ordem em L;:
12 1 1
€y, €y < €3 < dy

Como (e?,t1), (t],€3) ¢ Rrc e € é alto em Ly, obtemos (¢],€3) € L;. E, pela
construgao, (di,t}) € Rrc. Logo, por transitividade, temos (di,e?) € L.
Pela construgao, o par (€2,d?) estd em Rrc. Dai, este fato junto com o par e a

ordem obtidas acima, temos, em L:
12 1 1 2 2
ey, €p < € <dj <ej <dj
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Figura 6.7: Esquema associado a G
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Como (ed, t3), (t,¢e}) ¢ Rrc e el é alto em L;, obtemos (t3,e)) € L;. E, pela
construgao, (d?,t? € Rrc. Logo, por transitividade, temos (d3,el) € L.
Pela construcao, o par (e}, d}) estd em Rpc. Dali, este fato junto com o par e a

ordem obtidas acima, temos, em L;:
12 1 1 2 2 1 1
€y S € Sdy <€ Sdi <ey<dy

Como (e3,t1), (t1,€3) ¢ Rrc e €3 é alto em L;, obtemos (t},€3) € L;. E, pela
construgao, (di, t3) € Rrc. Logo, por transitividade, temos (d3,e3) € L.
Pela construcao, o par (e3,d5) estd em Rpc. Dali, este fato junto com o par e a

ordem obtidas acima, temos, em L:
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2
ep, o S €] S dp e <df < ey <dy < ey < d;

Como (e}, t2), (t3,e) ¢ Rrc e e} é alto em Ly, obtemos (t3,e}) € L. E, pela
construgao, (d3,t2) € Rrc. Logo, por transitividade, temos (d3,el) € L.
Pela construgao, o par (e}, d}) estd em Rpc. Dai, este fato junto com o par e a

ordem obtidas acima, temos, em L:
12 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1
€0 S € S dy <€y SdySep<dy ey <dy<eg<dg

Como (e2,83), (t3,€2) ¢ Rrc e e3 é alto em Ly, obtemos (t3,e3) € L. E, pela
construgao, (di, 1) € Rrc. Logo, por transitividade, temos (d3,e3) € L.
Pela construgao, o par (€2,d3) estd em Rrc. Dai, este fato junto com o par e a

ordem obtidas acima, temos, em L:
12 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
ep g < ep < dy<ef<di<ey<dy<e;<d;<ey<d;<e; <d; (6.1)

Agora, da mesma forma que fizemos para L, encontraremos uma outra cadeira
em Ly. Nesta extensao, sabemos que os vértices d}, d}, di, d3, d3 e d3 sdo todos baixos.

Como todo elemento y de Rrc que nao esté relacionado com e} também nao
esta relacionado com dj, obtemos (di,y) € Ly. Pela constru¢ao de Rrc, temos
(ed,y) € La. Assim, o vértice e} é baixo em Lo.

Por um raciocinio anélogo, obtemos que €3 é baixo em Ls.

Com isso:

e Como (b}, e}) € Rrc e (e3,b)), (bh,e2) ¢ Rrc, obtém-se (e2,b) € Ly de onde

conclui-se que (€3, ¢e}) € Lo.

82



e Como (b},el) € Rro e (d2,b)), (b}, d?) ¢ Rrc, obtém-se (d2,b}) € Ly de onde
conclui-se que (d?,e}) € Lo.

e Como (b},el) € Rro e (d3,b0), (b, d3) & Ric, obtém-se (d3,b)) € Loy de onde
conclui-se que (d3,el) € Ly.

e Como (b}, el) € Rrc e (d3,b), (b}, d3) ¢ Ric, obtém-se (d3,b)) € Ly de onde

conclui-se que (d3,e}) € Lo.

Portanto, obtemos, em Ly a seguinte ordem:
¢, di, d3, d5 < e (6.2)

Sabemos que, para cada i € {1,2,3}, temos (e},d}),(e3,d3) € Ric e

(€3, d}), (d},ed), (e}, d3),(d3,e}) & Rrc. Tsto &, temos 2K5y's induzidos de Gg, .,

7

de acordo com a Figura 6.8.

NI
&G €

Figura 6.8: Os 2K5’s induzidos de Gg, .

Pela Tnequagao 6.1 obtemos (e}, d3), (€3, d}) € Ly, para cada i € {1,2,3}.
Como (e}, d}) € Rpc C Ly, para cada i € {1,2,3}, obtemos, pela transitividade
de Ly e pela Inequagdo 6.2, (e2,d}) € L.

Vamos considerar dois casos.

1. Suponhamos que (e}, d3) € L.
Assim, pelo fato de {L, Lo, L3} ser um conjunto gerador de Ry, temos que
(d},e?), (d3,el) € Ls, para cada i € {1,2,3}. Dali, pela transitividade de L3,
o par (e},d}) € Rrc C Lz garante que (d3,d!) € Lz. Por outro lado, pela
transitividade, o par (e3,d3) € Rpc C Lz garante que (d},d3) € L3, uma

contradicao.

2. Suponhamos que (d3,e}) € Ly.

Como (b3,d%) € Ric e (d%,e}l) € Ly, para todo i € {1,2,3}, pela transitivi-
dade, obtemos (b3,e}) € Ly. Desta forma, e} niao ¢ baixo em Ly, para todo
ie{1,23).
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J& vimos que C(Q,) = C(Q3), portanto e? também nao ¢ baixo em Ly, para
todo i € {1,2,3}.
Desta forma, podemos concluir que e} ¢ e? sdo altos em L; e nao sio altos e

nem baixos em Lo, para todo i € {1,2,3}. Portanto, estes vértices devem ser

baixos em Ls.

Assim:

e Como (V%,el),(ef,b?) ¢ Ric e e é baixo em Ls, temos (e},b?) € Ls.
Também sabemos que (b%,e3) € Rrc, dai, pela transitividade de Ls,
obtemos (e}, e?) € L.

e Com um raciocinio andlogo ao item anterior, obtemos (e}, €3), (el,€3) €
L.

e Como (b3,e3),(e3,by) ¢ Ric e e} é baixo em Lg, temos (ef,b3) € Ls.
Também sabemos que (b, ed) € L, dai, pela transitividade de L3, obte-
mos (€%, e}) € Ls.

e Com um raciocinio anélogo ao item anterior, obtemos (€3, el) € Ls.

Portanto, obtemos, em L3, a seguinte ordem:

ep<e<ey<es<es<e; (6.3)

A ordem dada pela Inequacao 6.3, obtida através da extensao Ls, repete o que

acontece na Inequagao 6.1, obtida através da extensao Ly, nos vértices e} e e?.
Como (e?,el) € Ly N Ly e pelo fato de {L;, Ly, L3} ser conjunto gerador de
Rpc, obtemos (ek, e?) € Ly.

Por outro lado, sabemos que (e¢?,d?) € Rpc e, pela Inequagdo 6.2, temos

(d?,el) € Ly. Dai, pela transitividade de Lo, obtemos que o par (€2, ¢e}) esta

na extensao Ls.

Pela construgao, (e}, d}) € Rpc. Dai, pela transitividade de Ly, obtemos
(6%, dzl))) € LQ.

Finalmente, obtemos a seguinte ordem em Lo:

ey < ef <df <ep < dy (6.4)

Dali, (e}, d}) € Ls. Mas, as Inequagoes 6.1 e 6.3 garantem que os pares (e, el)

e (e}, d}) estao em L; e L.
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Logo, obtemos (ed, d}) € Ly N Ly N Ly = Ry, uma contradigao.

Desta forma, concluimos que {L1, Lo, L3} nao pode ser conjunto gerador de Ry ¢.
Dali, pelos Teoremas 14 e 15, a dimensao de Ry é 4.
|

6.2 Dimensao linear dos grafos split comparabili-
dade

Um grafo é split se pode ser particionado em uma clique e um conjunto indepen-

dente.

Definigao 27. Um grafo G é split se V(G) pode ser particionado em dois conjuntos,

C' e I, tais que G[C] é completo e G[I] ndo possui arestas.
Denotamos um grafo split G com particao {C, I} por (CUI, E).

Exemplo 23. O grafo RS, (cf. Se¢ao 5), é um grafo split. De fato, basta tomarmos
C = {vy,v9,v3,04, 05,06} (Vértices azuis) e I = {ay,as, a3, a4} (vértices vermelhos),
uma particdo de V(RSy). Por inspecdo, vemos que C' e [ satisfazem a Defini¢ao 27.

Como vimos no Exemplo 20, dim(RS,) = 3.

Figura 6.9: O grafo RS, é split.

Na verdade, como vimos no Exemplo 21, para todo n > 4, o grafo RS, é split,
com parti¢do C' = {vy,...,vap2} el ={ay,...,a,} (cf. Figura5.7) e dim(RS,) = 3.

Vamos generalizar o Exemplo 23, mostrando que todos os grafos split conexos?
que sao de comparabilidade possuem dimensao no maximo 3. Para isto, vamos
empregar a caracterizacao dos grafos split conexos que sao de comparabilidade, de
C. Ortiz e M. Villanueva [35]. Como o trabalho de Ortiz e Villanueva nao é de

2Um grafo split desconexo G com componentes conexas G1, ..., Gy ou é trivial, ou existe um
unico 7 € [k] tal que G; é ndo trivial. Desta forma, dim(G) = dim(G;).
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facil acesso e como os trabalhos [36], [37], [7], [21], [6], [22], [10], que utilizam
esta caracterizacao nao apresentam uma demonstracao do resultado, resolvemos
apresentar uma demonstracao completa dele, para futuras referéncias.

No que segue, dado um conjunto totalmente parcialmente ordenado (P, <) e
a,b € P, tais que a < b, como usual, o conjunto {x € P : a < z < b} é denotado

por [a, b].

Proposicao 18. Se G = (C U I, E) é grafo split conexo e ndo completo, entdo
existem C’, I' C V(G), tais que C” é clique maximal, I’ é conjunto independente e

G=(C'UI' E).

PROVA. Seja G = (C' U I, E) um grafo split conexo e nao completo. Pela Defini-

cao 27, C' é clique e I é conjunto independente. Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que C' é clique maximal. Assim, ao tomar ' =C eI’ =1 a

verificacao é imediata.

Caso 2. Suponhamos que C nao é clique maximal. Assim, existe C' C V(G) tal
que C’ é clique e C C C'. Seja ¢ € C"\ C. Como {C,I} é particao de V(G) e
d ¢ C, temos ¢ € I. Agora, seja ¢’ € C"\ C. De maneira analoga, temos ¢’ € I.
Como [ é conjunto independente com ¢, € [ e ¢, € C', obrigatoriamente,
temos ¢ = ¢’. Desta forma, C' = C U {c¢}. Tomemos, entdo, C' = C U {c} e
I' = I\ {¢}, subconjuntos de V(G). Por construgao, C" & clique maximal e I’ é
conjunto independente de G. Vamos mostrar que {C’,I'} € uma particio de V(G).
De fato:

2.1 0'nI'=Cu{hHnI'n{cH)=@CnIn{cHu{dIn I’ n{c}). Agora,
como I' C I e {C, I} é partigao de V(G), temos CNI' C CNI = (. Logo,
C'NI'=0uUd=0.

2.2 C'UI' = (Cu{cHUu(I'n{c}) = (Cu{c}ur)u(Cu{dIui{c}). Agora, como
I'=1\{c} e {C, I} & parti¢ao de V(G), temos {d}UI'=1e CUI =V (G).
Logo, C'UI' = (CUIU(CUV(G)) =V(G)UV(G) =V(Q).

Isto conclui a prova. [ |

Daqui em diante, de acordo com a Proposicao 18, dado um grafo split G =
(C'UI, E) nao completo, vamos sempre considerar que C' é uma clique maximal de
G.

Todo grafo completo é split e de comparabilidade, além disso, sua dimensao
linear é igual a 1. No Teorema 17, tratamos de grafos split de comparabilidade nao

completos, assumindo, como usual, que sao conexos.
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Teorema 17. |Ortiz & Villanueva, 1996] Se G = (C'U I, E) é um grafo split, ndo
completo e conexo, entao: G é de comparabilidade com orientcao transitiva < se, e

somente se, G satisfaz as seguintes condicoes:
(i) C pode ser totalmente ordenada como ¢; < ¢g < -+ < ¢,

(ii) Existe p € {1,...,7 — 1} ou (inclusivo) existe ¢ € {2,...,7} — sendo p < ¢
quando ambos existem —, tais que Cp = [c1,¢,], Cp = [¢g,¢] € Cyp = C'\
(Cp UCE) sao os blocos de uma particao de C' — aqui, consideramos que a

parti¢ao pode ter () como elemento.
(iii) Para cada v € I, exatamente uma das seguintes condi¢oes ¢ verdadeira:

(a) Existe ¢ < p tal que N(v) = {c1,...,¢} C Cp.
b) Existe 5 > q tal que N(v) ={c¢;,...,c.} C CE.
J

¢) Existem i < pe j > ¢ tais que N(v) = {c1,...¢;} U{c;,...,c.}, onde
j
{c1,...a;} CCped{cj,...,c,} CChg.

PROVA. Seja G = (C'U I, F) um grafo split, ndo completo e conexo.
(=) Suponhamos que G é de comparabilidade, com orientacao transitiva <.

(i) Como C' é clique, para todos ¢;,¢; € C tais que ¢; # ¢; temos ¢ic; € E(G).
Assim, como G é de comparabilidade, temos ¢; < ¢; ou (exclusivo) ¢; < ¢;. Logo,
< induz uma ordem total em C, a qual, sem perda de generalidade, representamos

porc < ...<cp.

(ii) Primeiramente, provamos que, para todo v € I, temos ¢; € N(v) ou ¢, € N(v).
De fato, suponhamos, para uma contradi¢do, que ¢;, ¢, ¢ N(v). Vamos considerar

dois casos.

Caso 1. Suponhamos que r = 2. Assim, pela hipotese, ¢1,co ¢ N(v). Como v € [ e
I & conjunto independente de GG, temos que v é vértice isolado de G, uma contradicao

com a conexidade de G.

Caso 2. Suponhamos que r > 2. Assim, como G é conexo, existe k € {2,...,r — 1}
tal que vey, € E(G). Como G é de comparabilidade com orientagdo transitiva <,

vamos considerar dois subcasos.

2.1. Se v < ¢, como, pela ordem linear dos vértices de C, temos ¢ < --- < ¢,

pela transitividade de <, temos v < ¢,. Logo, ¢, € N(v), uma contradicao.
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2.2. Se ¢, < v, como pela ordem linear dos vértices de C', temos ¢; < - -+ < ¢, pela

transitividade de <, temos ¢; < v. Logo, ¢; € N(v;), uma contradigao.

Desta forma, para cada v € I, exatamente um dos seguintes casos é verdadeiro:
(1) c; € N(w) e ¢, ¢ N(v); ou (2) ¢; ¢ N(v) e ¢, € N(v); ou (3) ¢1,¢. € N(v).

Agora, para cada v € I, vamos analisar os casos (1), (2) e (3). Para isto,
definimos i, = max{k € [r] : ¢ € N(v)} e j, = min{k € [r] : ¢x € N(v)}. Como G
é conexo, i, € j, existem, para cada v € I. Para facilitar a redacao, quando nao ha

ambiguidade, denotamos 7, e j,, simplesmente, por i e j.

Caso 1. Suponhamos que ¢; € N(v) e ¢, ¢ N(v).

Como ¢, ¢ N(v), temos i # r. Além disso, temos ¢; < v. De fato, caso contrério,
terfamos v < ¢; < .-+ < ¢.. Dai, pela transitividade de <, teriamos ¢, € N(v),
uma contradi¢do. Assim, ¢; < .-+ < ¢; < v e, consequentemente, ci,...,¢; € N(v).
Agora, como v € I, todos os vizinhos de v estao em C. Além disso, pela defini¢ao de
i, nao ha vizinhos de v maiores que ¢;. Logo, N(v) ={c1,...,cilecp < -+ < ¢ <w.

Neste caso, dizemos que v é vértice do tipo begin.

Caso 2. Suponhamos que ¢; ¢ N(v) e ¢, € N(v).
Como ¢; ¢ N(v), temos j # 1. Assim, por um raciocinio analogo ao empregado
no caso (1), temos N(v) = {c;,..., ¢} e v <c¢; <--- <. Neste caso, dizemos que

v é vértice do tipo end.

Caso 3. Suponhamos que ¢y, ¢, € N(v).

Dai, existe k € [r] tal que vey, ¢ E(G). De fato, caso contréario, C' ndo seria uma
clique maximal. Portanto, podemos tomar i = min{k € [r] \ {1} : ve, ¢ E(G)} e
g =max{k € [r]\ {r} : vex, ¢ E(G)}. Desta forma, cy_qv,cj11v € E(G).

Por um raciocinio analogo ao empregado nos casos (1) e (2), temos ¢y, ..., cy_1 €
N(v), com ¢; < ...,cyp—1 < V; € Cjryq,...,¢ € N(v) com v < ¢y < ... < ¢
Dai, {c1,...,co_1} U{¢jt1,...,¢.} € N(v). Para mostrar que, reciprocamente,
N(v) C {e1,...,co—1} U{¢jsa, ..., ¢}, suponhamos, para uma contradi¢do, que
existe cp € C, com i < k' < 7, tal que vep € E(G). De acordo com <, vamos

considerar dois casos.

3.1 Se ¢ < v, como i < K, pela orientacdo de C, temos ¢y < ¢pr. Assim, como
supomos ¢ < v, temos ¢; < ¢ < v. Consequentemente, pela transitividade

de <, temos ¢y € N(v), uma contradicao.

3.2 Se v < ¢x, como k' < j', pela orientagao de C, temos ¢ < cjr. Assim, como
v < ¢, temos v < ¢ < ¢jr. Consequentemente, pela transitividade de <,

temos ¢;; € N(v), uma contradicdo.
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Logo, N(v) = {c1,...,co-1} U{¢jiq1, ..., ¢}, de maneira que ¢; < ...,cp—q <
ev < cipr < ... < ¢ Neste caso, dizemos que v é vértice do tipo middle e,
para facilitar a redacdo, denotamos {cy,...,¢;} por Ng(v) e {¢j,..., ¢ } por Ng(v).

Consideramos, agora, os conjuntos

B = {¢ € C:3veltal que [vé do tipo begin e ¢; € N(v)| ou
|[v & do tipo middle e ¢; € Ng(v)|},

E = {¢; € C:3veltal que [védo tipoendec; € N(v)| ou
[v é do tipo middle e ¢; € Ng(v)]};

e a partir deles, definimos p =max{i € [r] : ¢; € B} e ¢ =min{j € [r] : ¢; € E}.

Se ambos p e ¢ existem, vamos provar que p < ¢g. De fato, suponhamos, para
uma contradicao que ¢ < p. Dali, pela orientacao de C, temos ¢, < ¢,. Além disso,
pela defini¢ao de p, existe v, € I tal que ¢, < v, — onde v, é do tipo begin ou
middle e ¢, € N(v,). Dai, pela transitividade de <, temos ¢, < v,. Analogamente,
pela definicao de ¢, existe v. € I tal que v. < ¢, — onde v, é do tipo end ou
middle e ¢, € N(v.))]. Dai, pela transitividade de <, temos v, < ¢,. Assim, temos
ve < ¢q < vy €, consequentemente, v, < v,, 0 que acarreta vyv. € E(G), uma
contradicao, pois vy, v, € I.

Agora, como G é nao completo e conexo, vamos considerar trés casos.

Caso 1. Suponhamos que p existe e ¢ ndo existe. Assim, Cp = [c1,¢,] , Cp=0c¢ee

Cy = C'\ Cp sao os blocos de uma particao de C.

Caso 2. Suponhamos que p nao existe e ¢ existe. Assim, Cp = 0, Cp = [¢,,¢] e

Cy = C\ Cg sao os blocos de uma particao de C.

Caso 3. Suponhamos que ambos p e ¢ existem. Mostraremos que Cp = [c1, ¢p),
Cg = [cg, ] e Cpp = C\ (Cp U CE) sdo os blocos de uma particdo de C. De fato,
por definicao, Cp UCy UCE =C, CgNCy =0 e CgNCy = 0. Falta provar que
Cp N Cg = (. Para isto, suponhamos, para uma contradicao, que Cg N Cg # 0.
Dai, pelas defini¢oes de Cg, Cg, p e q, temos ¢ < p, uma contradicdo com p < q.

(iii) Seja v € I. Como vimos, temos trés possibilidades. Primeiro, se ¢; € N(v) e
¢, ¢ N(v), temos que v é do tipo begin e provamos que N(v) = {cy,..., ¢} para
algum ¢ tal que 1 <4 < p <. Segundo, se ¢; ¢ N(v) e ¢, € N(v), temos que v ¢ do
tipo end e provamos que N(v) = {¢j,..., ¢} para algum j tal que 1 < ¢ < j <.
Finalmente, se ¢, ¢, € N(v), temos que v é do tipo middle e provamos que N (v) =

{c1,...,c}U{cj,...c,} paraalguns i e jtaisque 1 <i<p<g<j<r.

Isto prova que se G' é um grafo split, nao completo, conexo e de comparabilidade,
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entao todas as condigoes enunciadas no teorema sao satisfeitas. A Figura 6.10 ilustra

o aspecto geral destes grafos.

Up Um Ve

C1 Cy C3 .- Cp ce Cq -e-Cp_9 Cp_1 Cr

Figura 6.10: Estrututa geral dos grafos split de comparabilidade, nao completos e
CONexos.

(<) Suponhamos que G satisfaz as condigoes enunciadas no teorema. Vamos provar
que G é grafo de comparabilidade. Para isso, definimos uma orientacao transitiva
<, das arestas de (G, baseada na orientacao de C' e nos parametros p, q, Cg, Cg e
Chy.

Como G & um grafo split, para cada xy € E(G), temos apenas trés casos: x,y €
C,xeleyeCoux e Ceye l. Utilizando a hipotese de que Cpg, Cg e Cyy sao os
blocos de uma particao de C', orientamos xy da maneira a seguir, levando em conta
que p ou ¢ pode nao existir. As arestas de C' sdo orientadas de acordo com a ordem
linear de C, isto &, ¢; < ¢; se, e somente se, ¢ < j; as arestas que possuem um vértice
begin como extremidade sao orientadas de C para [; as arestas que possuem um
vértice end como extremidade sao orientadas de [ para C'; e as arestas que possuem
um vértice middle como extremidade sao orientadas de C' para I quando a outra
extremidade pertence a Cg e de I para C' quando a outra extremidade pertence a

Cg. De maneira formal, temos, para cada zy € E(G):

x <y
se, e somente se:
x,y € C e existem 7,7 € [r] tals que i < j, v =¢; e y = ¢
ou
reC,yeleexistei €r]talquei<pez€{c,...,;} SN(y) CCp
ou

rel,yeCeexiste je[rjtalqueg<jeye{c,...,c;} CN(z)CCg

Desta forma, a orientagdo < de F(G) pode ser ilustrada como na Figura 6.11,
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onde v, € I & tal que N(v) C Cp; vy, € I étal que N(v,)NCp # 0 e N(v,,)NCg # 0
e, finalmente, v, € I é tal que N(v.) C Cg.

r—1 Cr

Figura 6.11: Orientacao de um grafo split que satisfaz as condicoes do teorema.

Vamos provar que < é transitiva. Para isto, sejam x,y, z € V(G), tais que z < y
ey < z. Como xy,yz € E(G) e I é conjunto independente, vamos considerar cinco

Casos.

Caso 1. Suponhamos que z € C, y € C e z € C. Assim, como C é clique de G,
temos xz € E(G). Além disso, como z < y, existem 4, j € [r] tais que i < j, © = ¢
e y = ¢j. Analogamente, como y < z, existem k,[ € [r] tais que k < [, y = ¢ e
z = ¢;. Desta forma, 7 = k e, consequentemente, ¢ < j < [. Logo, pela definicdao de

<, temos x =¢; < ¢ = 2.

Caso 2. Suponhamos que z € C, y € C' e z € I. Assim, como = < y, existem 7, ] €
[r], tais que i < j, z = ¢; e y = ¢;. Além disso, como y < z e z € I, existe k € [r]
tal que k <pey € {c,...,cx} C N(2) C Cp. Dai, como ¢; € {c1,...,c;}, temos
j < k. Conclui-se que 1 < i < j < k < pe, portanto, ¢; € {cy,...,c}. Desta forma,
temos x € C, z € [ eexiste j € [r] tal que j < pex € {cy,...,c} € N(z) C Cp.

Logo, pela definicao de <, temos x < z.

Caso 3. Suponhamosquex € C,y € [ e z € C. Assim, como x < y, de acordo com a
defini¢do de <, existe i € [r] talquei < pex € {c1,...¢;} C N(y) C Cp. Dai, existe
kelrjtalque 1 <k <iex=c € Cp. Agora, como z € C com y < z, de acordo
com a definicao de <, existe j € [r] tal que ¢ > j e z € {¢;,..., .} C N(y) C Ck.
Dai existe [ € [r] tal que ¢ <1 < rez=¢. Conclui-se que 1 <k <i<p<qg<
[ < r e, portanto, k < [. Desta forma, z,z € C e existem k,l € [r] tais que k < [,

r =cp e z=c. Logo, pela definicao de <, x < z.

Caso 4. Suponhamos que x € I, y € C e z € C. Assim, como z < y, de acordo
com a defini¢do de <, existe j € [r] tal que ¢ < jey € {¢;,...c,} € N(z) C Ch.
Dai, existe k € [r] tal que j < k ey =, € Cg. Agora, como y < z e z € C, temos
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cr < z. E, pela defini¢io de <, existe [ € [r] tal que k <l e z = ¢;. Conclui-se que
cr < ¢, pois C' é totalmente ordenada por <. Desta maneira, temos x € I, z € C,
existe l € [r] tal que ¢ < j <lez € {ck,...,a} CT{c,...,c.} € N(z). Logo, pela

definicao de <, temos x < z.

Caso 5. Suponhamos que z € I, y € C' e z € I. Assim, como z < y, de acordo com
a definicdo de <, existe j € [r] tal que ¢ < jey € {¢j,...¢,} C N(z) C Cp. Dai,
existe k € [r] tal que j < key = ¢ € Cp. Agora, comoy < ze z € I, temos ¢ < z.
E, pela definicao de <, existe [ € [r] tal que [ < pey € {c1,...,¢} C N(2) C Cp.
Ou seja, y € Cg N Cg. O que implica em Cp N Cg # 0, uma contradicao com Cp e
CE sao blocos de uma particao de C.

Isto prova que se G é um grafo split conexo que satifaz as condi¢oes enunciadas

no teorema, entao GG é grafo de comparabilidade. [ |

Munidos do Teorema 17, vamos provar que todos os grafos split de comparabili-
dade possuem dimensao menor ou igual a 3. Mas antes de apresentarmos a prova,

vamos exemplificar as ideias envolvidas.

Exemplo 24. Consideremos o digrafo ilustrado na Figura 6.12, associado ao grafo
split de comparabilidade G = (CUI, E), onde C' = {¢1, ¢3, ¢3, ¢4, ¢35, C6 } € a clique ma-
ximal de G e [ = {al,l, a2,1,022,M1.41,M16,1,1M1,62,1M241,1M26,1, 24,1, 25,1, 25,2, 2’6,1}
é o conjunto independente de GG. Observamos que as arestas de GG estao orientadas
transitivamente pela relacao <, definida de acordo com o Teorema 17. E que, como
usual, < estd associada a relagao de ordem parcial sobre V(G). Além disso, também
de acordo com o teorema, os conjuntos Cg = {c1, 2}, Cp = {c4,¢5,¢6} € Cpr = {c3}

sao os blocos de uma particao de C.

11 Q21 G292

mie,1 mie2

Figura 6.12: Digrafo associado a um grafo split G de comparabilidade.
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Para facilitar a redacao, quando v € I é do tipo begin, com N(v) = {c1,..., ¢},
para algum ¢ € {1,2}, denotamos v por a;;. Neste caso, o indice ¢ indica o maior
indice b de ¢, € Cp tal que ¢, é vizinho de a;, j4 o indice k£ varia de acordo com
a quantidade de vértices do tipo begin cuja vizinhaca é {cy,...,¢;}. Analogamente,
quando v € I é do tipo end, com N = {¢;,...,cs}, para algum j € {4,5,6},
denotamos v por z;;. Finalmente, quando v € I é do tipo middle, com N =
{cr,...,ci} U{c, ..., c6}, para alguns i € {1,2} e j € {4,5,6}, denotamos v por
M j k-

Consideremos as trés extensoes totais, x1, x2 € X3, de <, definidas como ilustrado

a seguir.
X1 CLSMia1r SMie1 SMiga <A1 < C < Magl Mol S U1 S Ao S
3 < < ey < < < 05 < X Ce
X2 : < < < S << Mgl S Mgl S C4 < Cs < Mag i
SKMiga2 S Mip1 S C X (22 K Ao K A1
X3: 1S <3 S0 S U202 <K Mag1 SMaal < Miga S Mgl <
mia1 < < < < < ¢4 < 65 < G

Pela construcao acima, obtemos que y; N x2 M X3 ¢ a mesma relagao que <.
A demonstragao deste fato esta detalhada e generalizada na prova do Teorema 18.
Lembrando que a observacgao feita apos o Exemplo 18 detalha a troca entre as
notagoes de pertinéncia (€) e de ordem (< ou <) que esta sendo utilizada neste

exemplo e serd utilizada na demonstracao do Teorema 18.

Teorema 18. Se G é um grafo split de comparabilidade conexo, entao dim(G) < 3.

PROVA. Seja G = (C' U I, E) grafo split de comparabilidade associado a relacao de
ordem parcial <.

Se G é grafo completo, entao sua dimensao é igual a 1.

Se GG nao é grafo completo, entao, pelo Teorema 17, GG esta associado a relagao

< que induz uma orientacao transitiva de suas arestas e ordem total em C, a qual,

sem perda de generalidade, denotamos por ¢; < --- < ¢.. Além disso, existe p €
{1,...,7 — 1} ou (inclusivo) existe ¢ € {2,...,r} — sendo p < ¢ quando ambos
existem — de maneira que Cp = [c1,¢), Cp = [cg,¢] € Cy = C\ (CpUCp)

formam uma particio de C, e, para cada v € I, exatamente uma das seguintes

condicoes ¢ verdadeira:

(a) Existe i < p tal que N(v) ={cy,...,¢} C Cg,
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(b) Existe j > ¢ tal que N(v) = {c;,...,¢.} C Cp,

(c) Existem ¢ < p e j > ¢ tais que N(v) = {c1,...,¢} U{¢j, ..., }, onde
{Cla"'aci}gCBe{Cj,...,Cr}gCE,

Desta forma, pela demonstracao do Teorema 17, temos, respectivamente:

e Para todo v € I que satisfaz & condigao (a), v é do tipo begin e v > ¢, para

todo k € [i]. Denotaremos v por a;.

e Para todo v € I que satisfaz a condi¢ao (b), v é do tipo end e v < ¢, para

todo k € {q,...,r}. Denotaremos v por z;.

e Para todo v € I que satisfaz a condicao (¢), v é do tipo middle, v > ¢, para
todo k € {1,...,i} e v < ¢, para todo k € {q,...,r}. Denotaremos v por

mi’j.

Podem existir varios vértices v € I que satisfazem & condigdo (a). Denotaremos
estes vértices por a;1,. .., a;4;). Analogamente, todos os vértices v € I que satisfa-
zem a condicdo (b), serdo denotados por z;1,..., 2 ;). E todos todos os vértices
v € I que satisfazem a condigao (c) serdo denotados por m; 1, ..., M jw(ij)-

Pelas Definicoes 19 e 20, precisamos demonstrar que < admite trés extensoes
totais cuja intersecao delas é igual a relacao <.

Para efeito de notagao, consideremos as seguintes cadeias de vértices de I.

A cadeia dos vértices do tipo begin, v = a;, com i € {1,...,p} fixo e k €

{1,...,t(i)} variando em ordem lexicografica, ¢ denotada por o, .
ik © Q1 < Qg <00 K Q)

A cadeia dos vértices do tipo end, v = z;;, com j € {q,...,r} fixado e k €

{1,...,s(j)} variando em ordem lexicografica, é denotada por ¢, .
Gk #2510 S 22 <0 S Zjs()

A cadeia dos vértices do tipo middle, v = m; j;, com i € {1,...,p} fixado e o
par ordenado (j,k) € {q,...,r} x{1,...,w(i,7)} variando em ordem lexicogréfica,

¢ denotada por w;, k-

Wig gk« Mig1 < m; g2 < e g mi,q,w(i,q) < Mg g+1,1 < e < mi,q+1,w(i,q+1) <

RN mir1 <o < M e w(iyr)
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A cadeia dos vértices do tipo middle, v = m, jx, com j € {q,...,r} fixado e o
par ordenado (i,k) € {1,...,p} x{1,...,w(i,j)} variando em ordem lexicogréfica,

¢ denotada por w; j, k.

Wigek M1l S Mij2 S0 S Mija(ly) S Ml S0 S Majag) S
U < mp?.]?]‘ < U < mp7‘77w(p’j)
Além disso, dada uma cadeia qualquer p : v < v < --+ < v, de vértices de I,

denotaremos a cadeia v,, < --- < vy < vy por p e a denominaremos de cadeia reversa
de p.

Agora, vamos definir abaixo y1, x2 e x3 trés extensoes totais de <
A1k S C2

Wo gk S Qoo S " S Cp S Wpjk S Qpok S

Sw < Sw <
g ch,k: < Cq g <q+1c,k g q+1 < Crc,k g Cr

X2t Gk SGro1oh S S Cp S <GS SWigr S ¢ S
<

Wigiloh S Cr1 S " S Wik S 6 < O, RS S Qg

Xs: << < <ap<ag < <
- < < <

Queremos demonstrar que a relacao obtida de [ x; é igual a relagdo <. Isto é,
=1

para quaisquer z,y € V(G), (z,y) € x1 N x2 N X3 se, e somente se, (z,y) € <
Desta forma, precisamos demonstrar que, dados z,y € V(G), tais que = # v,
temos x < y em G se, e somente se, x < y em X1, X2 € X3, 1.6, T aponta para y na
orientacao transitiva de G se — x < y — se, e somente se, x aponta para y nas trés
extensoes totais x1, x2 € x3 de < descritas acima — x < y em Y1, X2 € X3.
Com efeito, tomemos diferentes =,y € V(G) tais que z < y em G. Pelo Teo-

rema 17, isto ocorre, se, e somente se, alguns dos casos abaixo é verdadeiro.

Caso 1. Os vértices x e y sdo adjacentes e existem i, € {1,...,7} com i < j tais
que r =¢; ey = ¢;.

Se zy € FE(G) onde existem 4,7 € {1,...,r} com ¢ < j tais que = = ¢; e
y = cj, entao, pela construcao de xi, x2 e x3, ¢ de imediata verificacao que ¢; < ¢;
em ambas extensoes totais, i.e, x < y em X1, Y2 € X3 Reciprocamente, tomemos
diferentes 2/, y’ € V(G) tais que 2/ < ¢’ em x1, x2 € Xx3. Pela construcdo destas

extensoes totais, é satisfazivel que @’ =¢; e y' =¢;, parai < jem {1,...,r}.

Caso 2. Os vértices x e y sdo adjacentes em G onde existem i € {1,...p}, i €
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{1,...,i' ek e{l,....t({)} tais que x = ¢; e y = ay .

Se zy € E(G) onde existem i € {1,...p}, i € {1,...,7} e k € {1,...,t(7)}
tais que x = ¢; e y = ay, entao pela construcao de x;, temos ¢y < aj i, ou seja,
¢y < ayy. Como i € {1,...,7}, obtemos ¢; < ¢y, e assim, pela transitividade de <,
conclui-se que ¢; < ay . Ja pela construgao de xo, temos ¢, < @y x, ou seja, ¢, <
ap . Comoie {1,...,i'}, 7 €{l,...p} e Cp C C, obtemos ¢; < ¢, < ¢, € assim,
pela transitividade de <, conclui-se que ¢; < ay ;. E, finalmente, pela construgao
de xs, temos ¢, < ayy, ou seja, ¢, < ayy. Como i € {1,...7} ed € {1,...,p},
obtemos ¢; < ¢p, € assim, pela transitividade de <, conclui-se que ¢; < a; ;. Logo,
r = ¢ < ayp = y em ambas as extensoes totais xi, x2 e Xx3. Reciprocamente,
tomemos diferentes 2/, 3y € V(G) tais que 2’ < 3 em x1, x2 e x3. Pela construgao

destas extensoes totais, utilizando um raciocinio igual ao demonstrado acima, é

satisfazivel que =’ = ¢; e ¢y = ayy, para alguns ¢ € {1,...,p}, i € {1,...,i'} e
ke {l,....t(7)}.
Caso 3. Os vértices = e y sao adjacentes em G onde existem i’ € {1,...,p}, i €

{1,...,7, ke{l,...,w(i,j)} eje{q,...,r} tails que z = ¢; e y = my j 1.

Se zy € E(G) onde existem i' € {1,...,p}, i € {1,...,¢} ke {l,...,w(i,j)}
eje{q...,r} tais que z = ¢; e y = my jx, entdo pela construcdo de xi, temos
cr < Wit jk, OU S€ja, ¢y < my ;. Como i € {1,...,i'}, obtemos ¢; < ¢y, e assim,
pela transitividade de <, conclui-se que ¢; < my ;. Ja pela constru¢ao de xo,
temos ¢, < Wy.k, OU seja, ¢, < my . Como i € {1,...,7} ed € {1,...,p},
obtemos ¢; < ¢,, e assim, pela transitividade de <, conclui-se que ¢; < my ;. E,
finalmente, pela construgao de x3, temos ¢, < Wy jx, ou seja, ¢, < my jx. Como
ie{l,....i} ed € {l,...,p}, obtemos ¢; < ¢,, e assim, pela transitividade de <,
conclui-se que ¢; < my ;. Logo, v = ¢; < my j, =y em ambas as extensoes totais
X1, X2 € x3. Reciprocamente, tomemos diferentes z/,y € V(G) tais que 2’ < y
em X1, X2 € x3. Pela construcao destas extensoes totais, utilizando um raciocinio
igual ao demonstrado acima, é satisfazivel que 2’ = ¢; e ¥ = my j, para alguns
ied{l,...,phied{l,...; ' ke{l,...,w(i,j)eje{q ...}

Caso 4. Os vértices x e y sdo adjacentes em G onde existem j € {q,...,r}, j/ €
{¢,....j}eke{l,....;s(j)} taisque z = 2y e y = ¢;.

Se zy € F(G) onde existem j € {q,...,r}, 7 €{q,..., 7t ek € {1,...,s(5")}
tais que x = zy e y = ¢;, entao pela construgao de x;, temos (; , < cj, ou seja,
zjrp < cy. Como j' € {q,...,j}, obtemos ¢;; < ¢;, e assim, pela transitividade de
<, conclui-se que z; ; < c¢;. Ja pela construgao de x», temos m < c1, Ou seja,

zp gk < 1. Como j € {q,...,r}, obtemos ¢; < ¢;, e assim, pela transitividade de <,
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conclui-se que zj j, < ¢;. E, finalmente, pela construcgao de x3, temos m < ¢4, OU
seja, zjk < ¢q. Como j' € {q,...j} eje€{q,...,r}, obtemos ¢, < ¢j < ¢, e assim,
pela transitividade de <, conclui-se que 2, < ¢;. Logo, x = zj, < ¢; =y em X,
X2 € X3. Reciprocamente, tomemos diferentes 2,y € V(G) tais que 2/ < 3 em xq,

X2 € x3. Pela construcao destas extensoes totais, utilizando um raciocinio igual ao

demonstrado acima, é satisfazivel que @’ = z; ; e ' = ¢;, para alguns j € {q,..., 7},
Jedq,. - irekedl,... s(j)}
Caso 5. Os vértices x e y sao adjacentes em G onde existem i € {1,...,p}, j €

{g,...,r}, 7 €{q,-...jteke{l,...,w(i,j)} tais que x = m; ;1 € y = ¢;.

Se ry € F(G) onde existem i € {1,...,p}, j € {q,...,7}, j € {q,...,j} e
ke{l,...,w(i,7")} tais que x = m, ;s € y = ¢;, entdo pela construcdo de i, temos
Wi, jk < Cit1, OU s€ja, m; jip < ¢iy1. Como ¢ € {1,...,p} e j € {q,...,r}, obtemos
Cit1 < ¢q < ¢j, € assim, pela transitividade de <, conclui-se que m; j , < ¢;. Ja pela
construcao de o, temos Wik < Cjr, OU seja, myjr g < Cjr. Como j" € {q,...,j},
obtemos que c¢;; < ¢j, e assim, pela transitividade de <, conclui-se que m; j, < ¢;.
E, finalmente, pela construcao de xs, temos w;_j;r < ¢4, Ou seja, M,y < Cq
Como j € {g,...,r}, obtemos que ¢, < ¢;, e assim, pela transitividade de <,
conclui-se que m; i, < ¢;. Logo, x = m; ), < ¢; = y em ambas as extensoes
X1, X2 € X3- Reciprocamente, tomemos diferentes /',y € V(G) tais que 2/ < ¢/
em X1, X2 € x3. Pela construcao destas extensoes totais, utilizando um raciocinio
igual ao demonstrado acima, é satisfazivel que 2’ = m, j; e ¥y = ¢;, para alguns
ie{l,....p},7€{{q,...,r}, 7 €{q,....jteke{l,...,w(i7)}

Depois desta analise detalhada de casos, fica demonstrado que, para quaisquer x
e y vértices distintos de G, x < y em G se, e somente se, x < y nas extensoes totais
X1, X2 € X3 de <.

Isto conclui a prova. [ |
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Capitulo 7
Conclusao

Neste capitulo, revisamos o trabalho desenvolvido, de modo a apresentar algumas
questoes, sugerindo dire¢oes para pesquisas futuras no assunto.

No Capitulo 1 introduzimos o tema abordado com algumas informacoes biblio-
graficas e descrevemos a estrutura do texto.

No Capitulo 2 revisamos conceitos e resultados fundamentais sobre os grafos
cordais e os grafos de comparabilidade. Todos os conceitos e resultados revisados
foram empregados no decorrer do texto.

No Capitulo 3 revisamos a definicao e um resultado fundamental sobre os gra-
fos cordais comparabilidade, a saber, sua caracterizacao por subgrafos induzidos
proibidos.

No Capitulo 4, revisamos as defini¢oes de grafos e classes de intersecao, bem como
a importante caracterizacdo das classes de interse¢do, devida a Scheinerman [41].
Aplicamos o resultado de Scheinerman para provar que a classe Comparabilidade
é classe de intersecao, apesar de nao conhecermos um modelo de intersecao com
boas propriedades combinatorias ou geométricas para os grafos nesta classe. Nosso
principal resultado é a prova de que os grafos cordais comparabilidade sao os grafos
de interse¢ao de certas subarvores de um determinado tipo de arvore [5]. Por um
lado, esta constru¢ao apresenta uma resposta para um problema proposto em [30]
e, novamente, em [1]. Por outro, a resposta é apresentada por meio de um conjunto

de condicoes e nao por uma “definicao direta” dos objetos combinatoérios envolvidos.

Determinar um modelo de intersecao — com boas propriedades combi-
natorias — para os grafos comparabilidade ¢ um problema em aberto e

uma sugestao para trabalhos futuros.

No Capitulo 5, contribuimos para o estudo da classe cordal comparabilidade

demonstrando que, para todo n > 3, existe um grafo cordal comparabilidade RS,
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cuja arvore caracteristica é tinica e isomorfa a Ky, [4].

Caracterizar as arvores caracteristicas dos grafos cordais comparabili-

dade é um problema em aberto e uma sugestao para trabalhos futuros.

No Capitulo 6, revisamos as defini¢oes e conceitos bésicos relativos a dimensao de
ordens parciais e grafos de comparabilidade. Apresentamos uma prova detalhada do
limite superior igual a 4 para a dimensao dos grafos cordais comparabilidade, devida
a Ma e Spinrad [30], bem como a construgao de um grafo que mostra que este limite
é justo, devida a Kierstead, Totter e Qin [28]. Aqui, demonstramos que, para todo
n > 3, a dimensao do grafo RS, é igual a 3. Isto nos motivou a demonstrar que a

dimensao dos grafos split que sao de comparabilidade ¢ menor ou igual a 3.

O tnico grafo cordal comparabilidade conhecido que possui dimensao
igual a 4, ¢ tal que |V(G)| é da ordem de 2 - 27 - (27" + 1) vértices.
Construir exemplos de grafos cordais comparabilidade de dimensao 4
com um nimero menor de vértices é um problema em aberto e uma

sugestao para trabalhos futuros.

99



Referéncias Bibliograficas

[1] BORIE, R.B., SPINRAD, J.P., “Construction of a simple elimination scheme for
a chordal comparability graph in linear time", Discrete Applied Mathe-
matics, v. 91, pp. 287-292, Maio, 1999.

[2] BRANSTADT, A., Le, V.B, SPINRAD, J.P, Graph Classes: a Survey, Phi-
ladelphia, STAM, 2004.

[3] BUNEMAN, P., “A characterization of rigid circuit graphs", Discrete Mathema-
tics, v. 9, pp. 205-212, Setembro, 1974.

[4] CERIOLI, M.R., SOUTO, R.F., VIANA, P., “As arvores caracteristicas dos gra-
fos cordais comparabilidade nao possuem grau limitado", Em: FERNAN-
DES, C.G., CAMPELO NETO, M.B., DOS SANTOS V.F. (Eds.), Anais
do VIII Encontro de Teoria da Computacao (ETC 2023), pp. 60—63, SBC,
2023.

[5] CERIOLI, M.R., SOUTO, R.F., VIANA, P., “Os grafos cordais comparabili-
dade como grafos de intersecao", Em: LINTZMAYER, C.L., CAMPELO
NETO, M.B., DOS SANTOS V.F. (Eds.), Anais do IX Encontro de Teo-
ria da computacao (ETC 2024), pp. 100-104, SBC, 2024.

[6] DA COSTA, D.A.F., “O Problema da Coloragao de Arestas e Coloragao Total
para grafos split 2-admissiveis”, COPPE-Sistemas, 2022

[7] CRUZ, J.B. de S., “Coloragao de Arestas em Grafos Split-Comparabilidade”,
Universidade Federal de Sao Carlos, 2017.

[8] DIRAC, G.A., “On rigid circuit graphs", Abhandlungen aus dem Mathematischen
Seminar der Universitdt Hamburg, v. 25, pp. 71-76, 1961.

[9] DUSHNIK, B., MILLER, E.W., “Partially Ordered Sets", American Journal of
Mathematics, v. 63, pp. 600-610, 1941.

100



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

FERRAZ, D.A., O Problema da Coloracao de Arestas e Coloracio Total para
Grafos Split 2-admissiveis, Dissertacao de M.Sc., 2022, COPPE/UFRJ,
Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

FOLDER, S., HAMMER, P.L., “Split graphs", Proceedings of the 8th South-
Eastern Conference on Combinatorics, Graph Theory and Computing,

Lousiana State University, 1977.

FULKERSON, D.R., GROSS, O.A., “Incidence matrices and interval graphs",
Pacific Journal of Mathematics, v. 15, pp. 835855, 1965.

GALLAI T., “Transitiv Orientierbare Graphen", Acta Mathematica Academiae
Scientiarum Hungaricae, v. 18, pp. 25-26, 1967.

GAVRIL, F., “The intersection graphs of subtrees in trees are exactly the chor-
dal graphs", Journal of Combinatory Theory B, v. 16, pp. 47-56, 1974.

GHOUILA-HOURI, M.A., “Caractérisation des graphes non orientés dont on
peut orienter les arétes de maniére a obtenir le graphe d’une relation

d’odre", Comptes rendus de I’Académie des Sciencies Paris, v. 254, pp.
1370-1371, 1962.

GILMORE, P.C., HOFFMAN, A.J., “A characterization of comparability
graphs and of interval graphs", Canadian Journal of Mathematics, v. 16,
pp. 593-548, 1964.

GOLUMBIC, M.C., Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs,
Elsevier, 2004.

GOLUMBIC, M.C., SCHEINERMAN, E.R., “Containment Graphs, Posets,
and Related Classes of Graphs", Annals of the New York Academy of
Sciences, v. 555, pp. 192-204, 1999.

GUNDERSON, D.S, Finite Graph Ramsey Theory, The University of Cal-
gary, 1990.

GUNDERSON, D.S., RODL, V., SAUER, N.W., “Finite induced graph Ramsey
theory: on partitions of subgraphs", Journal of Combinatorial Theory,
Series B, v. 59, pp. 199-209, 1993.

GONZAGA, L.G. da S., DE ALMEIDA, S.M., DA SILVA, C.N., CRUZ, J. B.
de S., “Total coloring in Some Split-Comparability Graphs.", Matemdtica
Contempordnea, v. 48, pp. 94-104, 2021.

101



22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

GONZAGA, L.G. da S., CRUZ, J.B. de S., DE ALMEIDA, S.M., DA SILVA,
C.N., “The Overfull Conjecture on split-comparability and split-interval
graphs", Discrete Applied Mathematics, v. 340, pp. 228-238, 2023.

HAGNAL, A., SURANYI, J., “Uber die Auflésung von Graphen in vollstin-
dige Teilgraphen", Annales Universitatis Scientiarum Budapestinensis de
Rolando Edtvios Nominatae. Sectio Mathematica, v.1, pp. 113-121, 1958.

HAJOS, G., “Uber eine Art von Graphen", Internationale Mathematische Na-
chrichten, n. 11, Sondernummer 65, 1957.

HARZHEIM, E., Ordered Sets, Springer, 2005.

HSU, W.L., MA, T.H., “Substitution decomposition on chordal graphs and
applications", Em: HSU, W.L., LEE, R.C.T. (Eds.), ISA’91 Algorithms.
ISA 1991. Lecture Notes in Computer Science, v. 557, pp. 52-60, 1991.

HSU, W. L., MA, T. H., “Fast and simple algorithms for recognizing chordal
comparability graphs and interval graphs", SIAM Journal of Computing,
v.28, n.3, pp.1004-1020, 1998.

KIERSTEAD, H.A., TROTTER, W.T., QIN, J., “The dimension of cycle-free
orders", Kluwer Academic Publishers, v. 9, pp.103-110, 1992.

LEKKERKERKER, C.G., BOLAND, J.Ch., “Representation of a finite graph
by a set of intervals on the real line", Fundamenta Mathematicae, v. 51,
pp. 45-64, 1962.

MA, T.H., SPINRAD, J., “Cycle-Free Partial Orders and Chordal Comparabi-
lity Graphs", Kluwer Academic Publishers, v. 8, pp. 4661, 1991.

MA, T.H, SPINRAD, J., “Avoiding matrix multiplication", Em: MOHRING,
R.H. (Ed.), Graph-Theoretic Concepts in Computer Science. WG 1990.
Lecture Notes in Computer Science, vol. 484, pp. 61-71, 1991.

McCONNELL, R. M, SPINRAD, J., “Linear-time modular decomposition and
efficient transitive orientation of comparability graphs", Fifth ACM-SIAM
Symposium on Discrete Algorithms, pp. 563-545, 1994.

McKEE, T. A., McMORRIS, F. R., Topics in Intersection Graph Theory,
STAM, 1999.

102



[34]

[35]

[36]

37]

138

[39]

[40]

[41]

42]

[43]

[44]

[45]

[46]

OHSUGI, H., HIBI, T., “A Grébner basis characterization for chordal compa-
rability graphs", European Journal of Combinatorics, v. 59. pp. 122-128,
2017.

ORTIZ, C., VILLANUEVA, M., “On split-comparability Graphs", PROC. II
ALIO-EURO Workshop on Practical Combinatorial Optimization, Valpa-
raiso, Chile, pp. 91-105, Chile, 1996.

ORTIZ, C., VILLANUEVA, M., “Difficult problems in treshold graphs", Ele-
tronic Notes in Discrete Mathematics, v.18, pp. 187-192, 2004.

ORTIZ, C., VILLANUEVA, M., “Treshold dimension of split-permutation
graphs", Journal of Combinatorial Mathematics and Combinatorial Com-
puting, v. 75, pp. 117-127, 2010.

PNUELI, A., LEMPEL, A., EVEN, S., “Transitive orientation of graphs and
identification of pemutation graphs", Canadian Journal of Mathematics,
v. 23, pp. 160-175, 1971.

ROSE, D. J., “Iriangulated graphs and the elimination process", Journal of
Mathematical Analysis and Applications, v. 32, pp. 597-609, 1970.

ROSE, D.J., TARJAN, E., LEUKER, G.S., “Algorithmic aspects of vertex eli-
mination", STAM Journal on Computing, v. 5, pp.2 66—283, 1976.

SCHEINERMAN, E.R., “Characterizing intersection class of graphs'", Discrete
Mathematics, v. 55, pp. 185-193, 1985.

SCHRODER, B.S.W., Ordered Sets, Birkhauser, 2003.

DE RIDDER, H.N. et al. Information System on Graph Classes and their In-
clusions (ISGCI). https://wuw.graphclasses.org, 2001-2014.

TROTTER, W.T., Combinatorics and Partially Ordered Sets — Dimen-
sion Theory, Johns Hopkins University Press, 1992.

TROTTER, W.T., MOORE, J.I., SUMNER, D.P., “The dimension of a com-
parability graph", Proceedings of the American Mathematical Society, v.
60, pp. 35-38, Outubro, 1976.

WALTER, J.R., Representation of rigid cycle graphs, Ph.D. thesis, Wayne
State University, 1972.

103



[47] WOLK, E. S., “A note on ‘The comparability graph of a tree’, Proceedings of
the American Mathematical Society, v. 16, pp.17-20, Fevereiro, 1965.

104



	Lista de Figuras
	Introdução
	Grafos cordais e grafos de comparabilidade
	Grafos cordais
	Grafos de comparabilidade

	Grafos cordais comparabilidade
	Grafos cordais comparabilidade
	Caracterização por subgrafos induzidos proibidos

	Grafos de interseção
	A classe Comparabilidade é classe de interseção
	Grafos cordais comparabilidade como grafos de interseção

	Árvores características
	Árvores características dos grafos RS1, …, RS4
	Árvores características dos grafos RSn

	Dimensão linear
	Dimensão linear dos grafos cordais comparabilidade
	Dimensão linear dos grafos split comparabilidade

	Conclusão
	Referências Bibliográficas

