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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

PROPRIEDADES ESTRUTURAIS DOS GRAFOS CORDAIS

COMPARABILIDADE

Rodrigo Fernandes Souto

Dezembro/2024

Orientador: Márcia Rosana Cerioli

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

Um grafo G é cordal se todo ciclo de tamanho pelo menos 4 em G possui uma

corda; é de comparabilidade se admite uma orientação transitiva de suas arestas; e

é cordal comparabilidade se é simultaneamente cordal e de comparabilidade. Neste

texto, revisamos alguns resultados estruturais sobre os grafos cordais comparabili-

dade e apresentamos alguns novos resultados. A saber, mostramos que a classe dos

grafos cordais comparabilidade é uma classe de interseção, ao construir uma classe de

famílias de subárvores T tal que os grafos cordais comparabilidade são os grafos de

interseção de T . Provamos a inexistência de um limite superior para o grau máximo

de árvores características dos grafos cordais comparabilidade. Mais especi�camente,

provamos que para todo n ≥ 3, existe um grafo cordal comparabilidade RSn tal que

sua árvore característica é única e isomorfa a K1,n. Finalmente, provamos que a

dimensão linear dos grafos split comparabilidade, uma subclasse dos grafos cordais

comparabilidade, é menor ou igual a 3.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial ful�llment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

STRUCTURAL PROPERTIES OF CHORDAL COMPARABILITY GRAPHS

Rodrigo Fernandes Souto

December/2024

Advisor: Márcia Rosana Cerioli

Department: Systems Engineering and Computer Science

A graph G is chordal if every cycle of size at least 4 in G has a chord; it is

a comparability graph if it admits a transitive orientation of its edges; and it is a

chordal comparability graph if it is both a chordal graph and a comparability graph.

In this text, we review some structural results about chordal comparability graphs

and present some new results. Namely, we show that the class of chordal compa-

rability graphs is an intersection class, by de�ning a class of families of subtrees T
such that the chordal comparability graphs are the intersection graphs of T . We

prove the non-existence of an upper bound for the maximum degree of clique trees

of chordal comparability graphs. More speci�cally, we prove that for every n ≥ 3,

there exists a chordal comparability graph RSn such that its clique tree is unique

and isomorphic to K1,n. Finally, we prove that the linear dimension of the split

comparability graphs is less than or equal to 3.
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Capítulo 1

Introdução

Em Teoria dos Grafos, é comum o estudo de classes de grafos obtidas pela aplica-

ção de certas operações aos grafos de uma determinada classe ou a classes de grafos

previamente dadas. Exemplos bem conhecidos são as classes Cocordal, formada pe-

los grafos que são os complementos dos grafos cordais1; Cocomparabilidade, formada

pelos complementos dos grafos de comparabilidade; Split, que é a interseção das

classes Cordal e Cocordal; Permutação, que é a interseção das classes Comparabilidade

e Cocomparabilidade; e Intervalo, que é a interseção das classes Cordal e Cocompara-

bilidade: A Figura 1.1 ilustra as relações de interseção e complementação das classes

Cordal e Comparabilidade. Em cada região do diagrama há um grafo que pertence

apenas à subclasse de�nida por aquela região.

No livro [17], M. C. Golumbic apresenta estudos detalhados sobre as classes

Cordal e Comparabilidade, bem como sobre as classes Split, Permutação, Intervalo e

Threshold, que estão relacionadas com Cordal e Comparabilidade através das operações

complemento de um grafo e interseção de classes de grafos. Porém, em [17], nada

é dito sobre a interseção das classes Cordal e Comparabilidade. Este fato mostra um

ângulo sobre o qual parece haver pouco na literatura sobre a interseção destas classes.

Portanto, surge naturalmente um interesse em se fazer um estudo aprofundado sobre

este tema.

Um grafo é cordal comparabilidade se é, simultaneamente, cordal e de compa-

rabilidade. Denotamos por Cordal comparabilidade a classe de todos os grafos cordais

comparabilidade.

De maneira geral, os resultados já existentes sobre Cordal comparabilidade podem

1No que segue, quando de�nimos um tipo de grafo por uma palavra, empregamos a mesma

palavra em letra sem serifa para de�nir a classe de grafos correspondente. Além disso, quando não

há uma inconsistência gramatical, empregamos a denominação Nome de uma classe de grafos e a

expressão �grafos nome� intercambiadamente.
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Cordal Cocordal

Comparabilidade

Cocomparabilidade

Figura 1.1: Diagrama das classes Cordal, Cocordal, Comparabilidade e Cocomparabi-

lidade.
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ser classi�cados em três categorias: os que são adaptações mais ou menos diretas dos

resultados já existentes sobre os grafos cordais e sobre os grafos de comparabilidade;

os que são adaptações de resultados sobre os grafos cordais ou sobre os grafos de

comparabilidade, mas cujo estabelecimento necessita de construções novas; e os

que destacam aspectos realmente novos e, aparentemente, característicos dos grafos

cordais comparabilidade. Um dos principais objetivos deste trabalho � além de

exempli�car estas facetas dos estudos sobre Cordal comparabilidade � é apresentar

resultados estruturais que destaquem algum aspecto novo sobre os grafos cordais

comparabilidade.

Na bibliogra�a sobre o tema, encontramos apenas duas caracterizações dos gra-

fos cordais comparabilidade. A primeira, de 1999, devida a R. B. Borie e J. P.

Spinrad [1], é uma adaptação direta das caracterizações dos grafos cordais e de com-

parabilidade por subgrafos induzidos proibidos. A outra, de 2016, devida a H. Ohsugi

e T. Hibi [34], apresenta uma faceta não trivial, de caráter mais algébrico do que

combinatório, dos grafos cordais comparabilidade, pois emprega ferramentas algé-

bricas como bases de Gröbner quadráticas de ideais tóricos associados a multicadeias

de conjuntos parcialmente ordenados.

Por outro lado, condições necessárias mas não su�cientes para um grafo ser

cordal comparabilidade aparecem na bibliogra�a em maior quantidade. Estas estão

descritas sumariamente a seguir � apenas a primeira delas é detalhada neste texto.

Em 1991, T.-H. Ma e Spinrad [30] provaram que a dimensão linear dos grafos

cordais comparabilidade é menor ou igual a 4. O resultado de Ma e Spinrad foi

complementado, em 1992, por H. A. Kierstead, W. T. Trotter e J. Qin [28], que

exibiram um grafo cordal comparabilidade que possui dimensão exatamente 4.

Em 1999, Borie e Spinrad [1] de�niram a noção de esquema de eliminação simples

e forneceram um algoritmo que, dado um grafo cordal comparabilidade, obtém um

esquema de eliminação simples de seus vértices. Os autores deixaram a entender

que esta noção fornece uma caracterização dos grafos cordais comparabilidade, o

que não é verdade, uma vez que existem grafos que não são cordais comparabiliade

e possuem esquemas de eliminação simples.

Uma terceira condição necessária, mas não su�ciente, foi descrita por D. S. Gun-

derson, V. Rödl e N. W. Sauer, em 1993 [20]. Para os grafos F , G e H, e inteiro

positivo r, a seta de Ramsey F → (G)Hr signi�ca que para toda partição, em no

máximo r blocos, do conjunto dos subgrafos induzidos de F isomorfos a H, existe

um subgrafo induzido de F isomorfo a G, digamos G′, tal que todos os subgrafos in-

duzidos de G′ isomorfos a H pertencem a um mesmo bloco da partição. Além disso,

neste contexto, dizemos que um grafo G é convexo se existe uma ordem parcial de
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V (G) tal que a ordem linear com 3 pontos é a única ordenação dos vértices de P3

induzida (como ordem) em G. Na verdade, Gunderson [19] já havia provado, em

1990, que para todo grafo G, existe um grafo F tal que F → (G)P3
2 se, e somente

se, G é cordal comparabilidade ou G é convexo.

Um outro resultado, devido E. S. Wolk [47], não produz uma caracterização da

classe Cordal comparabilidade mas, sim, de uma de suas subclasses. Wolk provou

que os grafos comparabilidade de árvore � i.e., aqueles cujo diagrama de Hasse da

ordem que de�ne o grafo é uma árvore � possuem pelo menos um vértice universal.

Baseado nisto, mostrou que um grafo é cordal comparabilidade sem P4 induzido se,

e somente se, é comparabilidade de árvore.

Os grafos cordais comparabilidade podem ser reconhecidos e�cientemente pela

aplicação de resultados herdados das duas classes que os de�nem.

O primeiro resultado sobre o reconhecimento de grafos cordais comparabilidade

que encontramos é devido a Ma e Spinrad [31] que, em 1991, construíram um algo-

ritmo que determina, em tempo linear, se um digrafo acíclico obtido de um grafo

cordal é transitivo. Como corolário, os grafos cordais comparabilidade podem ser

reconhecidos em O(n2). A parte mais lenta deste reconhecimento trata de orientar

transitivamente um grafo cordal. Neste sentido, W.-L. Hsu e Ma [26, 27] apresenta-

ram um algoritmo linear para decomposição modular em grafos cordais. Baseados

neste algoritmo, exibem, em tempo linear, uma orientação transitiva para um grafo

cordal comparabilidade. Estes resultados otimizaram o reconhecimento dos grafos

cordais comparabilidade de O(n2) para O(n+m).

Concomitantemente, e em contraste com o trabalho de Hsu e Ma, R. M. Mc-

Connel e Spinrad [32] desenvolveram um outro algoritmo linear para decomposição

modular de qualquer grafo, não apenas dos cordais. Como corolário, McConnel e

Spinrad a�rmam que o reconhecimento dos grafos cordais comparabilidade pode ser

feito em O(n+m log n).

Os livros [2, 17, 25, 33, 42, 44] e a página web [43] contém informações relevantes

para o estudo dos grafos cordais comparabilidade.

Neste trabalho, nos concentramos em resultados estruturais relativos a Cordal

comparabilidade e, como consequência, a classes correlatas a esta. Principalmente,

revisamos o resultado de Golumbic e Scheinerman [18] que mostram que Compara-

bilidade é uma classe de inclusão; o resultado de Borie e Spinrad [1] que caracteriza

os grafos cordais comparabilidade por subgrafos induzidos proibidos ; o resultado de

Borie e Spinrad [1], que mostram que a dimensão linear dos grafos cordais compa-

rabilidade é menor ou igual a 4; e o resultado de Ma e Spinrad [30], que exibem uma

família de grafos que prova que este limite é justo. Em adição a estes resultados,
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apresentamos os seguintes:

� Uma caracterização dos grafos cordais comparabilidade como grafos de inter-

seção � resolvendo um problema proposto por [30] e, novamente, em [1].

� Uma prova de que o grau máximo das árvores características dos grafos cor-

dais comparabilidade é ilimitado. Este resultado apresenta um contraste entre

Cordal comparabilidade e Cordal cocomparabilidade � ou seja Intervalo �, outra

importante subclasse de grafos cordais, que é caracterizada pelo fato de um

grafo G ser de intervalo se, e somente se, possui uma árvore característica cujo

grau máximo é menor ou igual a 2.

� Uma prova de que o limite superior para a dimensão linear dos grafos split de

comparabilidade é 3.

O texto está estruturado do seguinte modo.

No Capítulo 2, revisamos de�nições e resultados sobre os grafos cordais e sobre os

grafos de comparabilidade. Desta forma, revisamos também de�nições e resultados

sobre ordens parciais. Todos os resultados apresentados são bem conhecidos e podem

ser encontrados em [2, 17, 33].

No Capítulo 3, revisamos a de�nição dos grafos cordais comparabilidade e a sua

caracterização por subgrafos induzidos proibidos [1].

No Capítulo 4, revisamos a de�nição de classe de interseção e o Teorema de Schei-

nerman [41], que caracteriza as classes de interseção por meio de certas propriedades

estruturais. Baseados no Teorema de Scheinerman, mostramos que Comparabilidade

é classe de interseção. Além disso, exibimos um modelo de interseção para Cordal

comparabilidade, listando condições que caracterizam as famílias de subárvores de

certas árvores, cujos grafos de interseção são exatamente os grafos cordais compara-

bilidade. Este resultado foi apresentado no IX Encontro de Teoria da Computação

(ETC 2024) [5].

No Capítulo 5, provamos que o grau máximo das árvores características dos

grafos cordais comparabilidade é ilimitado. Para isto, exibimos uma classe de grafos

cordais comparabilidade, RSn, 3 ⩽ n, tal que cada RSn possui uma estrela de grau

máximo n como única árvore característica. Este resultado foi apresentado no VIII

Encontro de Teoria da Computação (ETC 2023) [4].

No Capítulo 6, revisamos de�nições e resultados sobre a dimensão linear das

ordens parciais. De maneira natural, este conceito é estendido para os grafos de

comparabilidade. Feito isso, detalhamos o resultado principal de Ma e Spinrad [30]:

se G é um grafo cordal comparabilidade, então sua dimensão linear é no máximo 4.
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Em seguida, pormenorizamos o resultado de Kierstead, Trotter e Qin [28], que

exibe um grafo cordal comparabilidade cuja dimensão linear é exatamente 4, mos-

trando que o limite apresentado em [30] é justo. Por último, acrescentamos um

resultado nesta linha de investigação, apresentando uma prova detalhada da carac-

terização, de Ortiz e Villanueva [35], dos grafos split de comparabilidade e, por meio

dela, mostrando que a dimensão linear dos grafos split de comparabilidade é no

máximo 3.

No Capítulo 7, revisamos o trabalho desenvolvido, de modo a levantar problemas

e temas que poderão ser tratados em estudos futuros.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenação de Aperfeiçoamento

de Pessoal de Nível Superior � Brasil (CAPES) � Código de Financiamento 001.
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Capítulo 2

Grafos cordais e grafos de

comparabilidade

Neste cap�titulo, apresentamos uma revisão dos conceitos e resultados sobre Cor-

dal e Comparabilidade que são empregados neste texto. Dividimos o capítulo em duas

seções cujo conteúdo está descrito a seguir.

Na Seção 2.1, revisamos a de�nição e três resultados fundamentais referentes

aos grafos cordais. Seguimos o roteiro clássico. Primeiro, apresentamos a de�nição

usual, por meio da existência de cordas em ciclos de determinado tamanho. A

seguir, apresentamos a de�nição de vértice simplicial e a caracterização dos grafos

cordais pela existência de vértices simpliciais. Em seguida, apresentamos a de�nição

de árvore característica e a caracterização dos grafos cordais como os grafos que

possuem árvores características. Finalmente, exibimos a prova de que um grafo é

cordal se, e somente se, é grafo de interseção de subárvores de uma árvore.

Na Seção 2.2, revisamos a de�nição e duas caracterizações dos grafos de compa-

rabilidade. Aqui, também, seguimos o roteiro clássico. Primeiramente, revisamos a

noção de ordem parcial e associamos a cada ordem parcial um grafo de comparabi-

lidade. Em seguida, revisamos a caracterização dos grafos de comparabilidade por

subgrafos induzidos proibidos. Finalmente, mostramos que os grafos de comparabi-

lidade são os grafos de inclusão de subestrelas de uma estrela.

2.1 Grafos cordais

Os grafos cordais são de�nidos por meio da existência de cordas em ciclos de

tamanho maior ou igual a 4, o que resulta em uma proibição de ciclos induzidos que

não sejam triângulos.
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De�nição 1. Um grafo G é cordal se todo ciclo de tamanho pelo menos 4 em G

possui uma corda, isto é, uma aresta que une dois vértices não consecutivos do ciclo.

Denotamos por Cordal a classe de todos os grafos cordais.

Podemos caracterizar os grafos cordais através de subgrafos induzidos proibidos.

Teorema 1. Um grafo G é cordal se, e somente se, não possui ciclos de tamanho

pelo menos 4 como subgrafos induzidos.

Prova. (⇒) Seja G um grafo cordal. Suponhamos, para uma contradição, que

G possui um ciclo Ck como subgrafo induzido, com k ⩾ 4. Como G é cordal, por

de�nição, existe uma corda entre dois vértices não consecutivos de Ck, contradizendo

que Ck é subgrafo induzido.

(⇐) Seja G um grafo que não possui um ciclo Ck, com k ⩾ 4, como subgrafo

induzido. Desta forma, todo ciclo de tamanho pelo menos 4 em G possui uma corda

entre algum par de vértices não consecutivos. Logo, por de�nição, G é cordal.

Exemplo 1. Veri�ca-se diretamente que o grafo abaixo é cordal:

a b

c d

e f g

Figura 2.1: Um grafo cordal.

Por outro lado, o Grafo de Petersen, da Figura 2.2, não é cordal:
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a

b

cd

e f

g

hi

j

Figura 2.2: O grafo de Petersen não é cordal.

De fato, como indicado, os vértices a, f , i, d e e induzem um C5 no grafo de

Petersen.

Os grafos cordais foram introduzidos por A. Hajnal e J. Surányi [23], em 1958,

pela proibição de circuitos sem cordas. Em 1961, G. Dirac [8] caracterizou os grafos

cordais através de separadores minimais. Mais tarde, em 1962, C. G. Lekkerkerker e

J. Ch. Boland [29] provaram que todo grafo cordal não completo possui dois vértices

simpliciais não adjacentes. Usando este fato, D. R. Fulkerson e O. A. Gross [12]

descreveram em 1965, de modo genérico, o processo iterativo de retirada de vértices

simpliciais de um grafo cordal: retiramos um vértice simplicial do grafo, obtendo

um outro grafo cordal a partir do qual repetimos o processo, iteradamente, até es-

gotarmos os vértices do grafo e obtermos uma sequência com todos os vértices do

grafo original. Mais tarde, em 1970, este processo foi desenvolvido formalmente por

D. J. Rose [39] que nomeou essa sequência de vértices como esquema de elimina-

ção perfeito. Rose provou que a existência de um esquema de eliminação perfeito

caracteriza o fato do grafo ser cordal. Rose, R. E. Tarjan e G. S. Leuker [40] desen-

volveram o aspecto algorítmico dos esquemas de eliminação perfeito, reconhecendo

os grafos cordais linearmente. Por outro lado, somente em 1973, F. Gavril [14] e,

em 1974, P. Buneman [3], demonstraram que os grafos cordais são caracterizados

em termos de grafos de interseção, de fato, os grafos cordais são os grafos de inter-

seção de subárvores de uma árvore. Outros aspectos combinatórios e algorítmicos

dos grafos cordais podem ser encontrados em [2, 17]. Em particular, os problemas

do ciclo hamiltoniano, conjunto dominante e corte máximo são NP-completos na

classe Cordal; existem algoritmos e�cientes para os problemas de coloração, clique,

conjunto independente e cobertura por cliques; e o problema de determinar se dois

grafos cordais são isomorfos é GI-completo. Os livros [2, 17, 33] contém estudos

detalhados sobre os grafos cordais. Nos limitamos apenas a detalhar os conceitos e

resultados que são empregados nos capítulos seguintes.
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A classe dos grafos cordais é hereditária.

Proposição 1. Se G é um grafo cordal e H é um subgrafo induzido de G, então H

é um grafo cordal.

Prova. Suponha, para uma contradição, que existe subgrafo induzido H de G que

possui um Ck como subgrafo induzido, com 4 ⩽ k. Desta forma, Ck também é

subgrafo induzido de G, uma contradição.

Lekkerkerker e Boland [29] introduziram o conceito de vértice simplicial e carac-

terizaram os grafos cordais através da existência destes vértices.

De�nição 2. Seja G um grafo e v ∈ V (G). Dizemos que v é simplicial se N(v) é

uma clique.

Todo grafo completo é grafo cordal e todos os vértices de um grafo completo são

simpliciais. Veremos, agora, que todo grafo cordal possui um vértice simplicial. E

mais, um grafo cordal que não é um grafo completo possui ao menos dois vértices

simpliciais não adjacentes.

Proposição 2. [Lekkerkerker & Boland, 1962] Se G é um grafo cordal não completo,

então G possui ao menos dois vértices simpliciais não adjacentes.

Prova. Por indução em |V (G)| = n.

Base: Suponhamos que n = 2. Pela hipótese, G = 2K1 e, pela de�nição, G tem

dois vértices simpliciais não adjacentes.

Hipótese: Suponhamos que se G é um grafo cordal não completo com |V (G)| ⩽ n,

então G possui ao menos dois vértices simpliciais não adjacentes.

Passo: Seja G um grafo cordal não completo com |V (G)| = n+ 1.

Tomemos a, b ∈ V (G) tais que ab /∈ E(G).

Consideremos S um ab-separador minimal em G, isto é, S ⊆ V (G) tal que G \S
é desconexo e a e b pertencem a componentes conexas distintas.

Sejam Ga e Gb as componentes conexas de G \ S que contêm a e b, respectiva-

mente.

Vamos provar que S é uma clique. De fato, suponhamos, para uma contradição,

que existem x, y ∈ S tais que xy /∈ E(G). Como S é minimal, x possui vizinhos

xa em Ga e xb em Gb; e, pela mesma razão, y possui vizinhos ya em Ga e yb em Gb.

Tomemos um caminho Pa, em Ga, de xa para ya com o menor tamanho possível e

um caminho Pb, em Gb, de xb para yb, também, com o menor tamanho possível. O
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conjunto de vértices {xa, x, xb}∪V (Pb)∪{yb, y, ya}∪V (Pa) produz
1 um ciclo em G.

Este ciclo tem tamanho maior ou igual a 4, uma contradição. Logo, S é uma clique.

Agora, consideremos os subgrafos induzidos Ha = G [S ∪ V (Ga)] e Hb =

G [S ∪ V (Gb)], de G.

Vamos considerar quatro casos.

Caso 1. Se Ha e Hb são completos, todos os vértices de Ga e Gb são simpliciais em

G. Em particular, a ∈ V (Ga) e b ∈ V (Gb) são simpliciais em G e não são adjacentes.

Caso 2. Se Ha é completo e Hb não é completo, pela hipótese de indução, Hb tem

dois vértices simpliciais não adjacentes, digamos u e v. Como S é clique, pelo menos

um destes vértices, digamos u, está em Gb e é simplicial de G. Por outro lado, como

Ha é completo, todos os vértices de Ga são simpliciais de G. Portanto, u e a são

vértices simpliciais não adjacentes de G.

Caso 3. Se Ha não é completo e Hb é completo, um raciocínio análogo ao do Caso

2 mostra que G possui dois vértices simpliciais não adjacentes.

Caso 4. Se Ha e Hb não são completos, pela hipótese de indução, Ha possui vér-

tices simpliciais ua e va não adjacentes e Hb possui vértices simpliciais ub e vb não

adjacentes. Como S é clique, pelo menos um dos vértices ua ou va, digamos ua, está

em Ga. Analogamente, ub está em Gb. Logo, ua e ub são vértices simpliciais não

adjacentes de G.

A Proposição 2 desempenha um papel fundamental em, pelo menos, duas carac-

terizações estruturais dos grafos cordais. A primeira, utiliza diretamente a noção de

vértice simplicial.

Teorema 2. Um grafo G é cordal se, e somente se, todo subgrafo induzido de G

tem ao menos um vértice simplicial.

Prova. (⇒) Sejam G um grafo cordal e H um subgrafo induzido de G. Vamos

considerar dois casos. Se H é completo, todo vértice de H é simplicial. Se H não

é completo, pelas Proposições 1 e 2, H tem dois vértices simpliciais não adjacentes.

Logo, H tem ao menos um um vértice simplicial.

(⇐) Suponhamos que todo subgrafo induzido de G tem ao menos um vértice sim-

plicial. Agora, suponhamos, para uma contradição, que G não é cordal. Portanto,

existe um ciclo Ck, com k ⩾ 4, que é subgrafo induzido de G. Por ser um ciclo com

1Este conjunto de vértices não induz, necessariamente, um ciclo em G, pois x pode ser adjacente

a outros vértices de Pa ou Pb. Entretanto, mesmo que isto ocorra, existe um ciclo induzido �

produzido � por tal conjunto de vértices.
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mais de três vértices, Ck não possui vértices simpliciais, uma contradição. Portanto,

G é cordal.

A segunda caracterização, devida a Fulkerson e Gross [12], utiliza a noção de

esquema de eliminação perfeito (EEP).

De�nição 3. Seja G um grafo e (v1, . . . , vn) uma permutação dos vértices de G.

Dizemos que (v1, . . . , vn) é um esquema de eliminação perfeito de G se, para

todo i, 1 ⩽ i ⩽ n, vi é vértice simplicial de G [{vi, vi+1, . . . , vn}].

Teorema 3. [Fulkerson & Gross, 1965] Um grafo G é cordal se, e somente se, G

possui um esquema de eliminação perfeito.

Prova. (⇒) Seja G um grafo cordal. Pela Proposição 2, existe v1 ∈ V (G) tal que

v1 é simplicial. Consideremos G − v1 = (V (G) \ {v1}, E(G) \ {uv1 : u ∈ V (G)}).
Como G − v1 é grafo cordal, pela Proposição 2, existe v2 ∈ V (G − v1) tal que v2 é

simplicial. Consideremos, agora, (G− v1)− v2. Como (G− v1)− v2 é grafo cordal,

pela Proposição 2, existe v3 ∈ V ((G−v1)−v2) tal que v3 é simplicial. Como V (G) é

�nito, este processo deve terminar ao escolhermos o vértice, digamos vn, em V (G).

Por construção, a sequência (v1, . . . , vn) é tal que para todo i com 1 ⩽ i ⩽ n, vi é

vértice simplicial de G [{vi, vi+1, . . . , vn}]. Isto é, (v1, . . . , vn) é EEP.

(⇐) Seja (v1, . . . , vn) um EEP de G. Vamos provar que o grafo G é cordal por

indução em n.

Base: Suponhamos que n = 1. Neste caso, G = K1, que é cordal.

Hipótese: Suponhamos que todo grafo G que possui um esquema de eliminação

perfeito (v1, . . . , vn) é cordal.

Passo: Seja G é um grafo que possui um esquema de eliminação perfeito

(v1, . . . , vn, vn+1).

Consideremos G− v1. Como (v2, . . . , vn) é EEP de G− v1, temos, pela hipótese

de indução, que G− v1 é cordal. Suponhamos, para uma contradição, que G não é

cordal. Desta forma, existe Ck induzido em G, onde 4 ⩽ k, com k o menor possível.

Vamos considerar dois casos. Se v1 ̸∈ V (Ck), então Ck é induzido de G − v1, uma

contradição. Se v1 ∈ V (Ck), tomemos u, v ∈ V (Ck)∩N(v1). Como v1 é simplicial de

G, temos que uv ∈ E(G), uma contradição com o fato de Ck ser um ciclo induzido.

Mesmo tendo sido amplamente estudados desde 1960, foi apenas em meados de

1970 que os grafos cordais começaram a ser explorados como grafos de interseção.

Recordamos que o grafo de interseção de uma família de conjuntos F possui F como
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conjunto de vértices e dois vértices são adjacentes se, e somente se, têm interseção

não vazia (cf. Seção 4.1). De maneira independente, Buneman [3], Gavril [14] e

Walter [46] provaram que os grafos cordais são grafos de interseção de subárvores

de uma árvore.

De�nição 4. Seja G um grafo. Dizemos que G é grafo de subárvores se existem

uma árvore T e uma família F = {T1, . . . , Tk} de subárvores de T , tais que G é o

grafo de interseção de F .

Dizemos que duas subárvores Ti e Tj de T têm interseção não vazia quando Ti

e Tj possuem pelo menos um vértice em comum, i.e, V (Ti) ∩ V (Tj) ̸= ∅.

Exemplo 2. Consideremos a árvore T :

C1 C2 C3 C4 C5

E consideremos as seguintes subárvores de T :

Ta =
C1 C2

Tb =
C5

Tc =
C2 C3 C4

Td = T Te =
C3

Tf =
C3 C4

Tg =
C4

O grafo cordal ilustrado na Figura 2.1 é o grafo de interseção de F =

{Ta, Tb, Tc, Td, Te, Tf , Tg}.

Dado um grafo G e u, v ∈ V (G), denotamos por Puv um caminho qualquer de

u para v. Se G é árvore, então para todo par u, v ∈ V (G), temos que Puv é único.

Além disso, quando conveniente, denotamos o conjunto {1, . . . , n} por [n].

Exemplo 3. O grafo C4 não é grafo de subárvore.

De fato, suponhamos, para uma contradição que existem uma árvore T e uma

família F = {T1, T2, T3, T4} de subárvores de T , tais que C4 é o grafo de interseção

de F .

Pela estrutura do C4, temos T1∩T2 ̸= ∅, T1∩T3 ̸= ∅ e T2∩T3 = ∅. Logo, existem
a ∈ T1 ∩ T2 e b ∈ T1 ∩ T3 tais que a ̸= b.

Analogamente, como T2 ∩ T4 ̸= ∅, T3 ∩ T4 ̸= ∅ e T2 ∩ T3 = ∅, existem c ∈ T2 ∩ T4

e d ∈ T3 ∩ T4 tais que c ̸= d.

Agora, como a ̸= b ̸= c ̸= d, os caminhos Pab, Pbd, Pdc e Pca formam um ciclo em

T , uma contradição.
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A caracterização dos grafos cordais como grafos de subárvores é baseada em dois

resultados estruturais bem conhecidos:

� Se T é uma árvore e u, v, w ∈ V (T ), então Puv ⊆ Puw∪Pvw. Além disso, existe

x ∈ V (T ) tal que x pertence a Puv, Puw e Pvw.

� Se p ⩾ 2 e {T1, . . . , Tp} é uma família de subárvores de uma árvore tal que

Ti ∩ Tj ̸= ∅, para quaisquer i ̸= j em [p], então
p⋂

k=1

Tk ̸= ∅.

Agora, estamos aptos a caracterizar os grafos cordais como os grafos de subár-

vores.

Teorema 4. [Buneman 1972; Gavril, 1974; Walter, 1974] Um grafo G é cordal se,

e somente se, G é grafo de subárvores.

Prova. (⇒) Seja G um grafo cordal. Vamos provar, por indução em n = |V (G)|,
que G é um grafo de subárvores.

Base: Suponhamos que n = 1. Neste caso, G = K1. Daí, basta tomarmos T = K1

como árvore e {T} como a família de subárvores de T .

Hipótese: Suponhamos que se G é um grafo cordal com n vértices, então G é grafo

de subárvores.

Passo: Seja G um grafo cordal com V (G) = {v1, . . . , vn+1}. Como G é cordal, G

possui vértice simplicial v. Suponhamos, sem perda de generalidade, que v = vn+1

e que N(vn+1) = {v1, . . . , vk}. Como o grafo G− vn+1 é cordal com n vértices, pela

hipótese de indução, G− vn+1 é grafo de subárvores. Isto é, existem uma árvore T ′

e uma família F ′ = {T ′
1, . . . , T

′
n} de subárvores de T ′, tais que G − vn+1 é grafo de

interseção de F ′.

Como G[{v1, . . . , vk}] é um grafo completo, o subconjunto {T ′
1, · · · , T ′

k} de F ′

é tal que T ′
i ∩ T ′

j ̸= ∅, para quaisquer i ̸= j em [k]. Daí,
k⋂

i=1

T ′
i ̸= ∅. Tomemos

u ∈
k⋂

i=1

T ′
i .

Consideremos a árvore T = (V (T ′)⊎{y}, E(T ′)⊎{uy}) obtida a partir de T ′ ao

adicionarmos o vértice y e a aresta uy. E consideremos T1, . . . Tn+1 as subárvores de

T de�nidas do seguinte modo:
Tn+1 = T [y],

Ti = T ′
i , para cada i ∈ {k + 1, . . . , n},

Ti + uy = (V (T ′
i ) ⊎ {y}, E(T ′

i ) ⊎ {uy}), para cada i ∈ {1, . . . , k}.
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Vamos mostrar que G é o grafo de interseção da família {T1, . . . , Tn+1}. De fato,
vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que vi, vj ∈ V (G) são tais que i, j ̸= n + 1. Neste caso,

vivj ∈ E(G) se, e somente se, vivj ∈ E(G − vn+1). Mas, pela hipótese de indução,

vivj ∈ E(G−vn+1) se, e somente se, T ′
i∩T ′

j ̸= ∅. Assim, pela de�nição das subárvores

acima, T ′
i ∩ T ′

j ̸= ∅ se, e somente se, Ti ∩ Tj ̸= ∅.

Caso 2. Suponhamos que vivj ∈ V (G) são tais que i = n + 1 ou j = n + 1.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que i = n + 1, daí vivj ∈ E(G) se, e

somente se, j ∈ {1, . . . , k}. Mas, pela de�nição das subárvores acima, j ∈ {1, . . . , k}
se, e somente se, Tj = (V (T ′

j) ⊎ {y}, E(T ′
j) ⊎ {uy}). Porém, isto acontece se, e

somente se, Ti ∩ Tj ̸= ∅.

(⇐) Seja G o grafo de subárvores da família {T1, . . . , Tn}, onde, para cada i ∈ [n],

Ti é uma subárvore da árvore T .

Suponhamos, para uma contradição, que G não é cordal. Isto é, suponhamos

que existem v1, . . . , vk ∈ V (G), com k ⩾ 4, tal que G[{v1, . . . , vk}] = Ck.

Desta forma, Ck é o grafo de interseção da família de subárvores {T1, . . . , Tk} de

T . Ou seja, Ck é grafo de subárvores.

Agora, mostraremos que, se Ck é grafo de subárvores, então Ck−1 é grafo de

subárvores.

De fato, tomemos u ∈ Tk−1 ∩ Tk e v ∈ Tk ∩ T1. Como T é árvore, existe um

único caminho de u para v, denotado por Puv = x1 . . . xr, com x1 = u e xr = v. Pela

unicidade do caminho e pelo fato de Puv também estar contido em Tk, pois u, v ∈
V (Tk), obtemos {x1, . . . , xr} ⊆ V (Tk). Agora, consideremos {T1, . . . , Tk−2, T

∗}, onde
a subárvore

T ∗ = (V (Tk−1) ⊎ {x2, . . . , xr}, E(Tk−1) ⊎ {ux2, x2x3, . . . , xr−1xr})

é obtida através da subárvore Tk−1 ao adicionar o caminho Puv. O grafo Ck−1 é o

grafo de interseção de {T1, . . . , Tk−2, T
∗}. Com efeito, as subárvores Ti, i ∈ [k − 2],

geram um caminho induzido com k − 2 vértices, pela hipótese, i.e, Ck ser grafo de

interseção de {T1, . . . , Tk}. Por outro lado, T ∗∩Tk−1 ̸= ∅, pois Tk−1∩Tk−2 ̸= ∅, pela
hipótese e pela construção de V (T ∗). Em adição, T ∗∩T1 ̸= ∅, pois xr = v ∈ T k ∩T1

e xr ∈ V (T ∗). Por outro lado, para todo i ∈ {2, . . . , k − 3}, temos T ∗ ∩ Ti = ∅. De
fato, para todo v ∈ V (T ∗), temos v ∈ V (Tk−1) ou v ∈ {x2, . . . , xr}. Suponhamos

que v ∈ V (Tk−1), daí, pela hipótese, Tk−1 ∩ Ti = ∅, para todo i ∈ {2, . . . , k − 3}.
Assim, v /∈ V (Ti), para todo i ∈ {2, . . . , k − 3}. Suponhamos que v ∈ {x2, . . . , xr}.
Como {x2, . . . , xr} ⊂ V (Tk) e Tk ∩ Ti = ∅, para todo i ∈ {2, . . . , k − 3}, obtemos
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que v /∈ V (Ti). Desta forma, T ∗ inclui, ao caminho induzido com k − 2 vértices já

obtido através de {T1, . . . , Tk−2}, um vértice e duas arestas a mais que formam um

ciclo de tamanho k − 1.

Concluímos que se Ck é grafo de subárvores, então Ck−1 é grafo de subárvores.

Aplicando este raciocínio iteradamente, concluímos que C4 é grafo de subárvores.

Uma contradição com o Exemplo 2.

Logo, os ciclos não são grafos de subárvore. Desta forma, G não pode ter ciclos

como subgrafos induzidos e portanto G é cordal.

A última caracterização dos grafos cordais que vamos considerar também foi en-

contrada, de maneira independente, por Buneman [3], Gavril [14] e Walter [46]. Eles

associaram a cada grafo cordal G uma árvore, possuindo uma certa característica,

cujos vértices são as cliques maximais de G e provaram que os grafos cordais são os

únicos grafos que possuem tais árvores denominadas por árvores características.

Seja G um grafo. O conjunto formado pelas cliques maximais de G será denotado

por CMG. Ao longo do texto, caso não haja ambiguidade, utilizaremos apenas

CM. Além disso, dado v ∈ V (G), o subconjunto de CM formado pelas cliques

maximais que contém v será denotado por CMG(v). De maneira análoga, caso não

haja ambiguidade, utilizaremos apenas CMv.

De�nição 5. Seja G um grafo e T uma árvore. Dizemos que T é uma árvore

característica de G se V (T ) = CMG e para cada v ∈ V (G) existe uma subárvore

Tv de T tal que Tv = T [CMv].

Um mesmo grafo pode possuir árvores características não isomorfas.

Exemplo 4. Consideremos o grafo cordal G da Figura 2.3.

a

b
c d e

f

Figura 2.3: Um grafo cordal G com duas árvores características.

As duas árvores apresentadas na Figura 2.4 são árvores características de G .
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b, c c, d, f

a, c, d d, e a, c, d

b, c c, d, f d, e

Figura 2.4: Duas árvores características para G.

A propriedade de possuir uma árvore característica caracteriza um grafo como

cordal.

Teorema 5. [Buneman, 1972; Gavril, 1974; Walter, 1974] Um grafo G é cordal se,

e somente se, possui uma árvore característica.

Prova. (⇒) Seja G um grafo cordal. Vamos demonstrar, por indução em n =

|V (G)|, que G possui uma árvore característica TG.

Base: Suponhamos que n = 1. Como CMG = {{v1}}, basta de�nir TG e Tv1

do seguinte modo: V (TG) = V (Tv1) = CMG e E(TG) = E(Tv1) = ∅. De fato,

Tv1 = TG[CMG].

Hipótese: Suponhamos que todo grafo cordal G com |V (G)| < n possui uma árvore

característica TG.

Passo: Seja G um grafo cordal com V (G) = {v1, . . . , vn}. Vamos considerar três

casos.

Caso 1. Suponhamos que G é um grafo completo. Como CMG = {{v1, . . . , vn}},
basta de�nir TG e, para cada i ∈ [n], Tvi do seguinte modo: V (TG) = V (Tvi) = CMG

e E(TG) = E(Tvi) = ∅. De fato, dado vi ∈ V (G), temos Tvi = T [CMG] .

Caso 2. Suponhamos que G não é completo e é desconexo. Sejam G1, . . . , Gk as

componentes conexas de G. Para cada i ∈ [k], temos que Gi é cordal e |V (Gi)| <
n. Daí, pela hipótese de indução, existe uma árvore característica TGi

para Gi.

Tomemos, para cada i ∈ [k], uma clique maximal qualquer Ci de Gi. Consideremos

TG de�nida do seguinte modo: V (TG) =
k⋃

i=1

V (TGi
) e E(TG) =

k⋃
i=1

E(TGi
)∪{CiCi+1 :

1 ⩽ i ⩽ k − 1}. Pela hipótese de indução,
k⋃
1

V (TGi
) =

k⋃
1

CMGi
= CMG e,

para cada u ∈ V (G), por G ser desconexo, existe i ∈ [k] tal que u ∈ V (Gi) onde

Tu = TGi
[CMGi(u)] = TG[CMG(u)].

Caso 3. Suponhamos que G não é completo e é conexo, pela Proposição 2, como G é

cordal, existem a, b ∈ V (G) simpliciais tais que ab /∈ E(G). Tomemos A = G[{a} ∪
N(a)], a única clique maximal a qual a pertence. Seja U = {u ∈ A : N(u) ⊂ A}.
Como a é simplicial, N(a) ⊂ A e, portanto, a ∈ U . Desta forma, U ̸= ∅.
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Consideremos Y = A − U . Temos que Y ̸= ∅. De fato, caso contrário, para

todo v ∈ A teríamos N(v) ⊂ A. Desta forma, G seria completo ou desconexo, uma

contradição.

Agora, seja G′ = G− U = (V (G) \ U,E(G) \ {uv : u ∈ U e v ∈ V (G)}). Como

G′ é um grafo cordal com |V (G′)| < n, pela hipótese de indução, G′ possui árvore

característica TG′ onde TG′(w) é a subárvore de TG′ associada ao vértice w ∈ V (G′)

induzida por todas as cliques maximais que possuem w.

Se Y ∈ CMG′ , então CMG = (CMG′ \ {Y }) ∪ {A}. Se Y /∈ CMG′ , então

CMG = CMG′ ∪ {A}.
Vamos considerar dois subcasos.

3.1. Se Y ∈ CMG′ , consideremos a árvore TG construída como segue:

V (TG) = (V (TG′) \ Y ) ∪ {A}

E(TG) =
(
E(TG′) \ {CY : C ∈ NTG′ (Y )}

)
∪ {CA : C ∈ NTG′ (Y )}

Ou seja, a árvore TG é obtida através de TG′ ao trocar Y ∈ V (TG′) por A.

Como CMG = (CMG′ \ {Y }) ∪ {A} temos que V (TG) = CMG.

Ainda precisamos demonstrar a existência das subárvores TG(w) de TG tal que

V (TG(w)) é o conjunto das cliques maximais de G que possuem w.

Suponhamos que w /∈ U . Desta forma, w /∈ Y ou w ∈ Y .

Se w /∈ Y , então a subárvore TG′(w) de TG′ , dada pela hipótese de indução, é

tal que V (TG′(w)) é o conjunto de todas as cliques maximais de G′ que possuem

w. Pela hipótese, TG′(w) é subárvore de TG tal que V (TG′(w)) é o conjunto das

cliques maximais de G que possuem w. Daí, basta tomar TG(w) = TG′(w).

Se w ∈ Y , então a subárvore TG′(w) de TG′ , dada pela hipótese de indução, é

tal que V (TG′(w)) é o conjunto de todas as cliques maximais de G′, portanto,

Y ∈ V (TG′(w)). Daí, basta tomar TG(w) obtida através de TG′(w) ao substituir

a clique maximal Y por A. Assim, pela construção de TG, TG(w) é subárvore

de TG com V (TG(w)) conjunto das cliques maximais de G que possuem w.

Suponhamos que w ∈ U . Neste caso, basta tomar TG(w) = TG[A].

3.2. Se Y /∈ CMG′ , tomemos B ∈ CMG′ tal que Y ⊂ B.

Consideremos a árvore TG = (V (TG′)⊎{A}, E(TG′)⊎{AB}). Neste caso, como

CMG = CMG′ ∪ {A}, concluímos que V (TG) = CMG.
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Ainda precisamos demonstrar a existência das subárvores TG(w) de TG tal que

V (TG(w)) é o conjunto das cliques maximais de G que possuem w.

Suponhamos que w /∈ U . Desta forma, w /∈ Y ou w ∈ Y .

Se w /∈ Y , então a subárvore TG′(w) de TG′ , dada pela hipótese de indução, é

tal que V (TG′(w)) é o conjunto de todas as cliques maximais de G′ que possuem

w. Pela hipótese, TG′(w) é subárvore de TG tal que V (TG′(w)) é o conjuto das

cliques maximais de G que possuem v. Daí, basta tomar TG(w) = TG′(w).

Se w ∈ Y , então a subárvore TG′(w) de TG′ , dada pela hipótese de indução, é

tal que V (TG′(w)) é o conjunto de todas as cliques maximais de G′, portanto,

B ∈ V (TG′(w)). Daí, basta tomar TG(w) obtida através de TG′(w) ao substituir

a clique maximal Y por A e mais a aresta AB de TG. Assim, pela construção

de TG, TG(w) é subárvore de TG com V (TG(w)) conjunto das cliques maximais

de G que possuem w.

Suponhamos que w ∈ U . Neste caso, basta tomar TG(w) = TG[B].

(⇐) Seja um grafo G com árvore característica TG. Considere a família F = {Tv :

v ∈ V (G)}. Temos que, para quaisquer u ̸= v ∈ V (G), Tu ∩ Tv ̸= ∅ se, e somente

se, existe C ∈ CMG tal que u, v ∈ C. Mas u, v ∈ C se, e somente se, uv ∈ E(G).

2.2 Grafos de comparabilidade

Os grafos de comparabilidade são de�nidos por meio da noção de conjunto par-

cialmente ordenado.

Sejam V um conjunto não vazio e R uma relação em V . Dizemos que R é uma

ordem parcial sobre V , se R é:

(1) re�exiva sobre V , isto é, para todo x ∈ V , temos (x, x) ∈ R.

(2) antissimétrica sobre V , isto é, para todos x, y ∈ V , se (x, y) ∈ R e (y, x) ∈ R,

então x = y.

(3) transitiva sobre V , isto é, para todos x, y, z ∈ V , se (x, y) ∈ R e (y, z) ∈ R

então (x, z) ∈ R.

Como usual, denotamos ordens parciais genéricas por símbolos sugestivos como

⩽, ⩽′, ⩽′′, etc.

Um conjunto parcialmente ordenado é um par (V,⩽), onde V é um conjunto

não vazio e ⩽ é uma relação de ordem parcial sobre V .

Quando todos os elementos de V estão relacionados segundo uma relação de

ordem parcial R, denominamos R de ordem total.
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De�nição 6. Seja R uma relação de ordem parcial sobre um conjunto �nito V .

Dizemos que R é de ordem total, ou linear, se para todos x, y ∈ V , temos

(x, y) ∈ R ou (y, x) ∈ R.

Os exemplos canônicos de conjuntos parcialmente ordenados são as ordens de

conjuntos, obtidas através da relação ⊆ de continência entre conjuntos.

Proposição 3. Se F é uma família de conjuntos, então (F ,⊆) é um conjunto

parcialmente ordenado.

Prova. É um fato bem conhecido que ⊆ é re�exiva, antissimétrica e transitiva sobre

qualquer família de conjuntos.

Um isomor�smo de um conjunto parcialmente ordenado (V,⩽) em um conjunto

parcialmente ordenado (V ′,⩽′) é uma bijeção f : V → V ′, tal que, para todos

x, y ∈ V , x ⩽ y se, e somente se, f(x) ⩽′ f(y). A existência de um isomor�smo é

uma relação de equivalência na classe de todos os conjuntos parcialmente ordenados.

Dois conjuntos parcialmente ordenados são isomorfos se existe um isomor�smo

entre eles.

Do ponto de vista estrutural � ou seja, a menos de isomor�smo �, as ordens

de conjuntos são as únicas ordens parciais que existem.

Teorema 6. [Representação das ordens parciais] Se (V,⩽) é um conjunto parcial-

mente ordenado, então existe uma família F de subconjuntos de V tal que (V,⩽) e

(F ,⊆) são isomorfos.

Prova. Seja (V,⩽) um conjunto parcialmente ordenado. Para cada x ∈ V de�ni-

mos o conjunto x↓ = {y ∈ V : y ⩽ x}. Tomemos F = {x↓ : x ∈ V }.
Pela Proposição 3, (F ,⊆) é um conjunto parcialmente ordenado.

Agora, de�nimos ϕ : V → F tal que ϕ(x) = x↓, para todo x ∈ V . Vamos provar

que ϕ é um isomor�smo de (P,⩽) em (F ,⊆).

1. ϕ é injetiva. Sejam x, y ∈ V . Suponhamos que ϕ(x) = ϕ(y). Daí, x↓ = y↓.

Como ⩽ é re�exiva em V , temos x ⩽ x. Daí, x ∈ x↓. Assim, x ∈ y↓. Logo,

x ⩽ y. De maneira análoga, y ⩽ x. Agora, como ⩽ é antissimétrica em V ,

temos x = y.

2. ϕ é sobrejetiva. Seja x↓ ∈ F . Como x ∈ V , por de�nição, ϕ(x) = x↓.

3. Para todos x, y ∈ V , x ⩽ y se, e somente se, x↓ ⊆ y↓. Sejam x, y ∈ V .
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(⇒) Suponhamos que x ⩽ y. Seja z ∈ x↓. Daí, z ⩽ x. Assim, como ≤ é

transitiva em V , temos z ⩽ y. Daí, z ∈ y↓. Logo, x↓ ⊆ y↓.

(⇐) Suponhamos que x↓ ⊆ y↓. Como ⩽ é re�exiva em V , temos x ⩽ x. Daí,

x ∈ x↓. Assim, x ∈ y↓. Logo, x ⩽ y.

Isto conclui a prova.

Toda ordem parcial sobre um conjunto �nito possui, de maneira natural, um

grafo associado.

De�nição 7. Seja P = (V,≤) um conjunto parcialmente ordenado. O grafo de

comparabilidade de P é o grafo GP = (V,EP ) tal que, para todos x ̸= y ∈ V ,

temos xy ∈ EP se, e somente se, x ⩽ y ou y ⩽ x.

Dado um conjunto parcialmente ordenado (V,⩽), como ⩽ é antisimétrica em V ,

o �ou� na De�nição 7 é exclusivo. Além disso, como ⩽ é transitiva em V , para todos

u, v, w ∈ V , distintos dois a dois, se uv, vw ∈ EP , então uw ∈ EP . Caso não haja

ambiguidade, denotamos GP simplesmente por G.

Os grafos de comparabilidade são os grafos dos conjuntos parcialmente ordena-

dos.

De�nição 8. Um grafo G = (V,E) é de comparabilidade se existe um conjunto

parcialmente ordenado P = (V,⩽), tal que G é GP . Neste caso, dizemos que P

corresponde a G, e vice-versa.

Denotamos por Comparabilidade a classe de todos os grafos de comparabilidade.

Exemplo 5. O grafo da Figura 2.5 é de comparabilidade.

a

b c
d

e

Figura 2.5: Grafo de comparabilidade G.

Veri�ca-se diretamente que, por exemplo, o conjunto parcialmente ordenado

(V,⩽), onde V = {a, b, c, d, e} e ⩽ = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e), (a, b), (a, c),
(b, c), (e, b), (e, c), (d, c)} corresponde a G.

Por outro lado, o grafo net abaixo não é um grafo de comparabilidade.
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a

b

c d

e f

Figura 2.6: O grafo net não é grafo de comparabilidade.

De fato, suponhamos, para uma contradição, que o grafo da Figura 2.6 é de

comparabilidade. Seja (V,⩽) um conjunto parcialmente ordenado que corresponde

a G. Como ab é uma aresta do grafo net, temos a ⩽ b ou b ⩽ a.

Vamos considerar os dois casos.

Caso 1. Suponhamos que a ⩽ b. Como ⩽ é transitiva em V e ac, ad /∈ E(G),

necessariamente, c ⩽ b e d ⩽ b. Analogamente, temos c ⩽ e e d ⩽ f .

Agora, vamos considerar dois subcasos.

1.1 Suponhamos c ⩽ d. Como d ⩽ f , pela transitividade de ⩽, temos c ⩽ f .

Contradição com cf /∈ E(G).

1.2 Suponhamos d ⩽ c. Como c ⩽ e, pela transitividade de ⩽, temos d ⩽ e.

Contradição com de /∈ E(G).

Caso 2. Suponhamos que b ⩽ a. Por um raciocínio análogo ao empregado no Caso

1, obtemos uma contradição.

Logo, o grafo net não é de comparabilidade.

Exemplo 6. Para relações de ordens totais, de acordo com a De�nição 6, obtemos

grafos de comparabilidade completos. Isto é, para todos x, y ∈ V (G) distintos, como

estão relacionados segundo R, então xy ∈ E(G).

Recordamos que, dados um conjunto não vazio V e uma relação R sobre V , a

reversa de R é a relação R−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ R}. Temos que R é de ordem

parcial sobre V se, e somente se, R−1 é de ordem parcial sobre V . Além disso,

(R−1)−1 = R. Deste modo, GR é grafo de comparabilidade se, e somente se, GR−1 é

grafo de comparabilidade.

Dado um grafo de comparabilidade G e um conjunto parcialmente ordenado P

que lhe deu origem, obtemos de maneira direta um digrafo associado a G (e P ).
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De�nição 9. Seja GP = (V,EP ) o grafo de comparabilidade associado ao conjunto

parcialmente ordenado P = (V,⩽). O digrafo associado a G é DP = (V,AP ) tal

que, para todos x, y ∈ V , temos: (x, y) ∈ AP se, e somente se, x ̸= y e x ⩽ y.

Dado um digrafo associado DP = (V,AP ) e x, y ∈ V , escrevemos x →P y ou

x <P y no lugar de (x, y) ∈ AP . Caso não haja ambiguidade, escrevemos apenas

x → y ou x < y; e denotamos DP simplesmente por D.

Exemplo 7. O digrafo associado ao grafo de comparabilidade G com a ordem

parcial apresentada no Exemplo 5 é:

a

b c
d

e

Figura 2.7: Digrafo D associado ao grafo G da Figura 2.5.

O próximo resultado é simples e útil. De certa maneira, ele mostra que a cons-

trução do digrafo transitivo associado a um grafo garante que o grafo é de compa-

rabilidade.

Proposição 4. Um grafo G = (V,E) é de comparabilidade se, e somente se, existe

uma relação transitiva O sobre V tal que, para todos x ̸= y ∈ V temos: xy ∈ E se,

e somente se, (x, y) ∈ O ou (exclusivo) (y, x) ∈ O.

Prova. (⇒) Suponhamos queG é o grafo de comparabilidade associado ao conjunto

parcialmente ordenado P = (V,⩽).

De�nimos a relação O sobre V como segue: para todos x, y ∈ V , (x, y) ∈ O se,

e somente se, x ̸= y e x ⩽ y.

1. O é transitiva em V .

Sejam x, y, z ∈ V tais que (x, y) ∈ O e (y, z) ∈ O. Pela de�nição de O, x ̸= y,

x ⩽ y, y ̸= z e y ⩽ z. Daí, como ⩽ é transitiva em V , temos x ⩽ z. Agora,

suponhamos, para uma contradição, que x = z. Desta forma, z ⩽ y e y ⩽ z.

Daí, como ⩽ é antisimétrica em V , temos y = z, uma contradição com y ̸= z.

Logo x ̸= z e x ⩽ z, isto é, (x, z) ∈ O.

2. Para todos x ̸= y ∈ V , xy ∈ E se, e somente se, (x, y) ∈ O ou (exclusivo)

(y, x) ∈ O.
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Sejam x ̸= y ∈ V . Para provarmos a implicação da esquerda para a direita,

suponhamos que xy ∈ E. Daí, como G é de comparabilidade, x ⩽ y ou y ⩽ x.

Assim, como x ̸= y, temos (x, y) ∈ O ou (y, x) ∈ O. Agora, suponhamos,

para uma contradição, que (x, y) ∈ O e (y, x) ∈ O. Daí, x ⩽ y e y ⩽ x.

E, pela antissimetria de ⩽, temos x = y, uma contradição com x ̸= y. Para

provarmos a recíproca, suponhamos que (x, y) ∈ O ou (exclusivo) (y, x) ∈ O.

Pela de�nição de O, temos x ̸= y, onde x ⩽ y ou (exclusivo) y ⩽ x. Em ambos

os casos xy ∈ E.

(⇐) Suponhamos que existe relação transitiva O sobre V tal que para todos x ̸=
y ∈ V temos xy ∈ E se, e somente se, (x, y) ∈ O ou (exclusivo) (y, x) ∈ O.

De�nimos a relação ⩽ sobre V tal que, para todos x, y ∈ V : x ⩽ y se, e somente

se, (x, y) ∈ O ou x = y.

Vamos mostrar que P = (V,⩽) é um conjunto parcialmente ordenado.

1. ⩽ é re�exiva sobre V . Segue direto da de�nição de ⩽.

2. ⩽ é antissimétrica sobre V . Sejam x, y ∈ V tais que x ⩽ y e y ⩽ x. Supo-

nhamos, para uma contradição, que x ̸= y. Assim, pela de�nição de ⩽, temos

(x, y) ∈ O e (y, x) ∈ O, contradizendo o �ou (exclusivo)� na de�nição de O.

3. ⩽ é transitiva sobre V . Sejam x, y, z ∈ V . Suponhamos que x ⩽ y e y ⩽ z.

Vamos considerar dois casos.

(a) Suponhamos que x = y. Desta forma, x = y ⩽ z.

(b) Suponhamos que x ̸= y. Vamos considerar dois subcasos. Se y = z,

temos x ⩽ y = z. Se y ̸= z, temos (x, y) ∈ O, (y, z) ∈ O. Mas, como O é

transitiva em V , temos (x, z) ∈ O. Logo, x ⩽ z.

Finalmente, dados x ̸= y ∈ V , temos: xy ∈ E se, e somente se, (x, y) ∈ O

ou (exclusivo) (y, x) ∈ O se, e somente se, [(x, y) ∈ O ou x = y] ou (exclusivo)

[(y, x) ∈ O ou y = x] se, e somente se, x ⩽ y ou (exclusivo) y ⩽ x. Assim, G = (V,E)

está associado ao conjunto parcialmente ordenado P = (V,⩽). Portanto, G é de

comparabilidade.

Seja G = (V,E) um grafo e O uma relação em V . Dizemos que O é uma

orientação transitiva de G se:

(1) para todos x, y ∈ V : xy ∈ E se, e somente se, (x, y) ∈ O ou (exclusivo)

(y, x) ∈ O;
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(2) O é transitiva em V .

Dizemos que as arestas de G podem ser orientadas transitivamente se

existe uma orientação transitiva de G. Neste contexto, a Proposição 4 garante que

um grafo é de comparabilidade se, e somente se, suas arestas podem ser orientadas

transitivamente.

Os grafos de comparabilidade foram introduzidos por M. A. Ghouila-Houri [15],

em 1962, como os grafos subjacentes das ordens parciais. Em 1964, P. C. Gilmore e

A. J. Ho�man [16] caracterizaram os grafos de comparabilidade por meio de certas

estruturas proibidas, denominadas por eles de ciclos ímpares sem cordas triangulares.

Além disso, a prova da condição su�ciente desta caracterização fornece um algoritmo

para orientar transitivamente as arestas do grafo. Em 1967, T. Gallai [13] descreveu

diversas propriedades importantes dos grafos de comparabilidade e caracterizou os

grafos de comparabilidade por meio de uma lista in�nita de subgrafos induzidos

proibidos.

Sobre o reconhecimento dos grafos de comparabilidade, A. Pnueli, A. Lempel

e S. Even [38], em 1971, descreveram um algoritmo que decide se um grafo é de

comparabilidade e, em caso a�rmativo, exibe uma orientação transitiva deste grafo.

Segundo os autores, este algoritmo é mais simples e e�ciente do que o apresentado

por Gilmore e Ho�man. No livro [17], Golumbic utiliza das técnicas de decomposição

dos grafos de comparabilidade dadas por Pnueli, Lempel e Even, e descreve um

algoritmo que determina se um dado grafo é de comparabilidade ou não. Como

corolário, Golumbic a�rma que os grafos de comparabilidade podem ser reconhecidos

em O(∆ ·m), onde ∆ é o grau máximo do grafo e m é seu número de arestas.

Os problemas do ciclo hamiltoniano e conjunto dominante são NP-completos na

classe dos grafos de comparabilidade; existem algoritmos e�cientes para os problemas

de coloração, clique, conjunto independente e cobertura por cliques; e o problema

de determinar se dois grafos de comparabilidade são isomorfos é GI-completo. Os

livros [2, 17, 25, 33, 42, 44] contém estudos detalhados sobre grafos de comparabili-

dade. Nos limitamos apenas a revisar os conceitos e resultados que são empregados

nos capítulos seguintes.

A classe Comparabilidade é hereditária.

Proposição 5. Se G é um grafo de comparabilidade e H é um subgrafo induzido

de G, então H é grafo de comparabilidade.

Prova. Seja G um grafo de comparabilidade e H um subgrafo induzido de G, tal

que V (H) = {v1, . . . , vk}.
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Tomemos D um digrafo transitivo associado a G, que exibe a orientação O

transitiva das arestas de G. Temos que D[{v1, . . . , vk}] é digrafo transitivo associado
a uma orientação O′ transitiva obtida de O ao se restringir aos vértices {v1, . . . , vk}.
Caso contrário D não seria transitivo. Logo, H é de comparabilidade.

Como toda classe hereditária, Comparabilidade possui caracterização por subgra-

fos induzidos proibidos. Esta caracterização é dada por uma lista in�nita de grafos

conhecida como família de Gallai, foi exibida por Gallai em [13].

Teorema 7. [Gallai, 1967] Um grafo é de comparabilidade se, e somente se, não

possui nem os grafos listados nas Figuras 2.8, 2.9, 2.10, 2.11 e 2.12 nem os comple-

mentos dos grafos listados na Figura 2.13 como subgrafos induzidos.

...
...

Figura 2.8: Grafos Cn, para n ⩾ 6.

v1 v2n+4
· · ·

v1 v2n+3
· · ·

Figura 2.9: Grafos XF 2n+3
5 e XF 2n+2

6 , para n ⩾ 0, respectivamente.

Figura 2.10: Grafos T2, X2 e X3.
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· · ·

· · ·

v1

v2

v2n−1

Figura 2.11: Grafos C2n−1, para n ⩾ 3.

Figura 2.12: Grafos X30, X31 X32, X33, X34, X35 e X36.

· · ·
v1 vn+2

· · ·
v1 vn+1

· · ·
v1 vn+1

Figura 2.13: Grafos XF n+1
2 , XF n

3 e XF n
4 , para n ⩾ 0.

Uma prova detalhada deste resultado é extensa demais para ser apresentada aqui.

Ao contrário do que acontece com os grafos cordais, não conhecemos uma ca-

racterização dos grafos de comparabilidade como grafos de interseção. Observamos

que, na Seção 4.1, provamos que Comparabilidade é classe de interseção. Alterna-

tivamente, em 1989, Golumbic e Scheinerman [18] provaram que um grafo é de

comparabilidade se, e somente se, é um grafo de inclusão.

Recordamos que, dada uma família F = {S1, . . . , Sn}, possivelmente com ele-

mentos repetidos, o grafo de inclusão de F , denotado por Ψ(F), é o grafo cujo

conjuntos de vértices é F e tal que, para todos i ̸= j ∈ [n], Si e Sj são adjacentes se,
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e somente se, Si ⊆ Sj ou Sj ⊆ Si. Um grafo G é um grafo de inclusão se existe

uma família F tal que G é isomorfo a Ψ(F).

Golumbic e Scheinerman exibiram um modelo de inclusão para os grafos de com-

parabilidade cujos elementos são subestrelas de uma estrela (e, portanto, subárvores

de uma árvore), o que, pelo Teorema 4, relaciona de uma certa maneira os grafos de

comparabilidade com os grafos cordais.

Vamos provar este resultado como um corolário do Teorema 6.

Teorema 8. [Golumbic & Scheinerman, 1989] Um grafo G é de comparabilidade

se, e somente se, é um grafo de inclusão. Em adição, existem uma estrela T e uma

família F de subestrelas de T tais que G é o grafo de inclusão de F .

Prova. Seja G um grafo com V (G) = {x1, . . . , xn}.

(⇒) Suponhamos que G é um grafo de comparabilidade associado ao conjunto par-

cialmente ordenado P = (V (G),⩽).

Pela Proposição 6, (V (G),⩽) é isomorfo a (F ,⊆), onde F = {x↓ : x ∈ V (G)}.
Assim, para quaisquer x, y ∈ V (G): xy ∈ E(G) se, e somente se, x ⩽ y ou y ⩽ x

se, e somente se, x↓ ⊆ y↓ ou y↓ ⊆ x↓. Logo, G é grafo de inclusão de F .

(⇐) Suponhamos que G é grafo de inclusão de uma família F = {Sx, . . . , Sy}.
Consideremos a orientação das arestas de G de�nida, para todos x ̸= y ∈ V ,

por: x → y se, e somente se, Sx ⊆ Sy.

Dados x, y ∈ V , se x → y, temos Sx ⊆ Sy e, daí, xy ∈ E(G). Além disso, dados

x, y, z ∈ V (G), se x → y e y → z, temos Sx ⊆ Sy e Sy ⊆ Sz. Daí, Sx ⊆ Sz. E assim,

x → z.

Logo, pela Proposição 4, G é um grafo de comparabiildade.

Adicionalmente, vamos construir uma estrela T e uma família F de subestrelas

de T tais que G é grafo de inclusão de F .

De�nimos a estrela SG com conjunto de vértices V (SG) = V (G)∪{w} e conjunto
de arestas E(SG) = {wx : x ∈ V (G)}. Além disso, para cada v ∈ V (G), considere-

mos a subestrela Sv de SG com conjunto de vértices V (Sv) = v↓ ∪ {w} e conjunto

de arestas E(Sv) = {wx : x ∈ v↓}.
Agora, sejam u, v ∈ V (G). Como w /∈ V (G), temos u↓ ⊆ v↓ se, e somente se,

u↓ ∪ {w} ⊆ v↓ ∪ {w} se, e somente se, V (Su) ⊆ V (Sv). Além disso, u↓ ⊆ v↓ se, e

somente se, {wx : x ∈ u↓} ⊆ {wy : y ∈ v↓} se, e somente se, E(Su) ⊆ E(Sv). Ou

seja, u↓ ⊆ v↓ se, e somente se, Su é subestrela de Sv.

Sendo assim, para quaisquer u, v ∈ V (G): uv ∈ E(G) se, e somente se, u ⩽ v ou

v ⩽ u se, e somente se, u↓ ⊆ v↓ ou v↓ ⊆ u↓ se, e somente se, Su é subestrela de Sv

ou Sv é subestrela de Su. Logo, G é grafo de inclusão de F = {Sv : v ∈ V (G)}.
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Na Seção 4.2, vamos nos basear nos Teoremas 5 e 8 para exibir um modelo de

interseção para os grafos cordais comparabilidade.
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Capítulo 3

Grafos cordais comparabilidade

Neste capítulo, revisamos a de�nição da classe Cordal comparabilidade e apresen-

tamos dois resultados sobre os grafos cordais comparabilidade. Dividimos o capítulo

em duas seções cujo conteúdo está descrito a seguir.

Na Seção 3.1, motivamos o estudo da classe Cordal comparabilidade no contexto

das classes de grafos de�nidas pela aplicação da operação complemento de um grafo

ou da operação conjuntista de interseção entre duas classes, por exemplo, a classe

Cocordal é a classe composta pelos grafos cujos complementos são cordais e a classe

Cordal ∩ Cocordal, composta pelos grafos que são cordais e cocordais, concomitan-

temente.

Na Seção 3.2, exibimos a lista in�nita de grafos que caracteriza os grafos cordais

comparabilidade por subgrafos induzidos proibidos, devida a Borie e Spinrad [1].

Este resultado é uma simples junção da de�nição dos grafos cordais e do resultado

de Gallai [13], que caracteriza os grafos de comparabilidade por subgrafos induzidos

proibidos.

3.1 Grafos cordais comparabilidade

Classes de grafos caracterizadas pela aplicação da operação complemento a um

grafo e de operações conjuntistas � interseção e união � a outras classes, surgem

frequentemente em Teoria dos Grafos. Exemplos bem conhecidos são as classes dos

grafos de intervalo [24], de permutação [38] e split [11]. Cada uma destas classe

possui uma caracterização como uma classe de grafos de interseção. De fato:

� Hajós [24] de�niu os grafos de intervalo como aqueles que possuem um modelo

de interseção cujos elementos são intervalos da reta real.

� Pnueli, Lempel e Even [38] de�niram os grafos de permutação como aqueles
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que possuem um modelo de interseção cujos elementos são segmentos de retas

com extremos em duas retas paralelas distintas.

� Folder e Hammer [11] de�niram os grafos split como aqueles com conjunto de

vértices que podem ser particionado em conjunto independente e uma clique.

Além disso, provaram que um grafo é split se, e somente se, é grafo de interseção

de subestrelas de uma estrela.

Porém, todas estas classes de grafos possuem caracterizações por meio das ope-

rações conjuntistas aplicadas às classes dos grafos cordais e de comparabilidade. De

fato, denotando as classes dos grafos de intervalo, de permutação e split por Intervalo,

Permutação e Split, respectivamente, temos:

� Pnueli, Lempel e Even [38] provaram que um grafo é de permutação se, e

somente se, é, simultaneamente, de comparabilidade e de cocomparabilidade.

Em outras palavras, Permutação = Comparabilidade ∩ Cocomparabilidade.

� Gilmore e Ho�man [16] provaram que um grafo é de intervalo se, e somente

se, é cordal e cocomparabilidade. Em outras palavras, Intervalo = Cordal ∩
Cocomparabilidade. Em adição, provaram também que um grafo é de intervalo

se, e somente se, suas cliques maximais podem ser linearmente ordenadas, i.e,

possui uma árvore característica que é um caminho.

� Gilmore e Ho�man [16] provaram que um grafo é split se, e somente se, é

cordal e cocordal. Em outras palavras, Split = Cordal ∩ Cocordal.

No livro [17], Golumbic abordou os grafos de intervalo, os grafos de permutação

e os grafos split, mas deixou � sob o prisma das operações conjuntistas aplicadas a

classe de grafos � pelo menos uma lacuna importante: o estudo da classe Cordal ∩
Comparabilidade, em destaque na Figura 1.1. Assim surge o interesse no objeto de

estudo deste trabalho.

De�nição 10. Um grafo é cordal comparabilidade se é, simultaneamente, cordal

e de comparabilidade. A classe dos grafos cordais comparabilidade é denotada por

Cordal comparabilidade.

Nosso objetivo principal foi estudar a classe Cordal comparabilidade, de modo

a produzir um texto contendo, de maneira organizada, resultados estruturais que

possam contribuir com propriedades inerentes ao fato de um grafo ser cordal e de

comparabilidade, concomitantemente. Durante este processo, �zemos um levanta-

mento bibliográ�co sobre a classe (cf. Capítulo 1) e obtivemos alguns resultados
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relacionados à estruturas dos grafos cordais comparabilidade, especi�camente, no

que tange a sua representação por modelos de interseção e no que tange a uma

propriedade interessante sobre suas árvores características (cf. Seções 4.2 e 5.2).

3.2 Caracterização por subgrafos induzidos proibi-

dos

Existe uma caracterização dos grafos cordais comparabilidade pela proibição de

subgrafos induzidos, devida a Borie e Spinrad [1]. Ela é bastante natural uma vez

que decorre, de maneira direta, das classes Cordal e Comparabilidade possuírem, cada

uma, caracterização por subgrafos induzidos proibidos.

Teorema 9. [Borie & Spinrad, 1999] Um grafo G é cordal comparabilidade se,

e somente se, não possui os grafos das Figuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 como subgrafos

induzidos.

...

· · ·

v1 v2

v2n−2

Figura 3.1: Ciclos Cn para n ≥ 4

· · ·
v1 v2n+4

· · ·
v1 v2n+3

Figura 3.2: Grafos XF 2n+3
1 e XF 2n+2

6 , para n ⩾ 0.

Figura 3.3: Grafos X34 e X36.
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Figura 3.4: Grafos de Hajós, net e co-rising-sun.

Prova. As classes Cordal e Comparabilidade possuem caracterizações por subgrafos

proibidos (cf. Seções 2.1 e 2.2). Unindo as listas de proibidos em ambas as carac-

terizações e retirando os grafos redundantes, obtemos a lista de grafos induzidos

proibidos para Cordal comparabilidade.
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Capítulo 4

Grafos de interseção

Neste capítulo, provamos que a classe Cordal comparabilidade é uma classe de

interseção. Este resultado foi apresentado no IX Encontro de Teoria da Computação

(ETC 2024) [5]. Dividimos o capítulo em duas seções cujo conteúdo está descrito a

seguir.

Na Seção 4.1, revisamos os conceitos e resultados básicos sobre grafos de inter-

seção e classes de interseção. Em particular, descrevemos o Teorema de Scheiner-

man, que caracteriza as classes de grafos que são classes de interseção. Como uma

aplicação deste resultado, provamos que a classe Comparabilidade é uma classe de

interseção. Apesar disto, ainda é uma questão sem resposta se existe uma classe

C de famílias F geometricamente, ou, combinatoriamente interessantes tal que um

grafo G é de comparabilidade se, e somente se, existe F ∈ C tal que G é grafo de

interseção de F . Isto porque o Teorema de Scheinerman produz uma classe de fa-

mílias, de certa maneira, bastante arti�cial que mostra que Comparabilidade é classe

de interseção.

Na Seção 4.2, provamos que a classe Cordal comparabilidade é uma classe de

interseção. Este é um problema proposto por Ma e Spinrad [30] e, posteriormente,

novamente proposto por Borie e Spinrad em [1]. Ao invés de aplicarmos o Teorema

de Scheinerman, fazemos isto de maneira direta, de�nindo uma classe de famílias de

subárvores T tal que os grafos cordais comparabilidade são os grafos de interseção

de T . Nosso resultado pode ser entendido como uma junção de dois resultados: a

caracterização dos grafos cordais como os grafos que possuem árvores características

(cf. Teorema 5) e a representação dos conjuntos parcialmente ordenados como as

ordens de conjuntos (cf. Teorema 6).
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4.1 A classe Comparabilidade é classe de interseção

Uma maneira natural de de�nirmos um grafo é como um grafo de interseção,

i.e., considerarmos uma família de conjuntos como seu conjunto de vértices e co-

nectarmos dois tais vértices se, e somente se, eles possuírem interseção não vazia.

Dada uma classe de grafos G � de�nida por propriedades algébricas, combinatórias,

geométricas, etc. �, é natural perguntarmos se existe uma classe de famílias C tais

que os grafos de G são exatamente os grafos de interseção das famílias F ∈ C.
Os grafos e as classes de interseção são parte importante da Teoria dos Grafos.

Com seus próprios conceitos e resultados, contribuem de maneira signi�cativa para

o estudo das propriedades estruturais dos grafos. Também possuem aplicações nas

áreas de biologia, computação, análise de matrizes e estatística. Detalhes sobre os

grafos e as classes de interseção podem ser encontrados em [33].

No que segue, consideramos que famílias F = {S1, . . . , Sn} são multiconjuntos,

isto é, há a possibilidade de termos Si = Sj mesmo que i ̸= j, para alguns i, j ∈ [n].

De�nição 11. Seja F uma família de conjuntos. O grafo de interseção de F ,

denotado por Ω(F), é o grafo cujo conjunto de vértices é F e para todos Si, Sj ∈ F ,

com i ̸= j, temos que Si é adjacente a Sj se, e somente se, Si ∩ Sj ̸= ∅.
Seja G um grafo. Dizemos que G é grafo de interseção se existe família F tal

que G é isomorfo a Ω(F).

Exemplo 8. Seja F = {{x1}, {x1, x2, x3}, {x1, x3, x4, x5}, {x4}, {x1}}. A Figura 4.1

ilustra o grafo de interseção de F .

x1

x1x2x3

x1x3x4x5

x4

x1

Figura 4.1: O grafo Ω(F)

.

De�nição 12. Sejam G uma classe de grafos e C uma classe de famílias de conjuntos

de um certo tipo. Dizemos que os grafos em G são os grafos de interseção de

C se para todo grafo G, temos G ∈ G se, e somente se, existe F ∈ C tal que G é o

grafo de interseção de F .

Dizemos que G é classe de interseção se existe uma classe de famílias de

conjuntos C tal que os grafos de G são os grafos de interseção de C.
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Como vimos no Teorema 4, Cordal é a classe de interseção das subárvores das

árvores. Entretanto, nem toda classe de grafos é classe de interseção (cf. o parágrafo

após o Teorema 10).

Em 1985 [41], Scheinerman caracterizou as classes de interseção através dos con-

ceitos de monotocidade, expansão de vértices e composição em séries.

De�nição 13. Seja G uma classe de grafos. Dizemos que G é monótona se, para

todo G ∈ G e para todo H subgrafo induzido de G, temos H ∈ G.

De�nição 14. Sejam G um grafo e v ∈ V (G). Uma expansão do vértice v é uma

substituição de v por uma clique {v1, . . . , vn} de forma que, para todo u ∈ V (G) tal

que uv ∈ E(G), temos que u é adjacante a vi, para todo i ∈ {1, . . . , n}.
Seja H um grafo. Dizemos que H é obtido de G por meio da expansão de

vértices se H é obtido de G após uma expensão de algum vértice v ∈ V (G).

Seja G uma classe de grafos. Dizemos que G é fechada para expansão de

vértices se, para todos G ∈ G e v ∈ V (G), o grafo obtido de G pela expansão do

vértice v pertence a G.

De�nição 15. Seja G uma classe de grafos. Uma série de composição de G é

uma sequência contável (G1, . . . , Gn, . . .) de grafos de G tal que (1) para qualquer

i ⩾ 1, o grafo Gi é subgrafo induzido do grafo Gi+1 e (2) para todo G ∈ G, existe
i ⩾ 1 tal que G é subgrafo induzido de Gi.

O principal resultado do trabalho de Scheinerman [41] é o seguinte.

Teorema 10. Se G é uma classe de grafos, então G é classe de interseção se, e

somente se, G é monótona, fechada para expansão de vértices e possui série de

composição.

O Teorema 10 não será demonstrado pois foge do tema do texto, que versa sobre

os grafos cordais comparabilidade.

Um exemplo de uma classe de grafos G que não é classe de interseção é a classe

dos grafos que não possuem nem C4 e nem C5 como subgrafos induzidos. De fato,

em [41] está provado que G não não possui série de composição.

Como corolário do Teorema 10, demonstamos o seguinte resultado do folclore:

Teorema 11. Comparabilidade é classe de interseção.

Prova. De acordo com o Teorema 10 precisamos provar que a classe Comparabili-

dade é monótona, fechada para expansão de vértices e possui série de composição.
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Comparabilidade é monótona, pela Proposição 5.

Comparabilidade é fechada para expansão de vértices. De fato, sejam G grafo de

comparabilidade e v ∈ V (G). Tomemos O, uma orientação transitiva de G. Con-

sideremos H o grafo obtido de G através da expansão do vértice v. De�nimos O′,

uma orientação para H, da seguinte maneira:

� Para todos u,w ∈ V (H) \ {v1, . . . , vn} temos (u,w) ∈ O′ se, e somente se,

(u,w) ∈ O.

� Para todos u ∈ V (G)\{v1, . . . , vn} e i ∈ {1, . . . , n}, (u, vi) ∈ O′ (resp. (vi, u) ∈
O′) se, e somente se, (u, v) ∈ O (resp. (v, u) ∈ O).

� Para todos i ̸= j em {1, . . . , n}, (vi, vj) ∈ O′ se, e somente se, i ≤ j.

É de imediata veri�cação que a orientação O′ é transitiva e portanto H é grafo

de comparabilidade.

Comparabilidade possui série de composição. Consideremos G(1)
i , . . . , G

(ki)
i todos os

grafos de comparabilidade com i vértices, para i ⩾ 1. TomemosGi = G
(1)
i ⊎· · ·⊎G(ki)

i ,

i.e, Gi é o grafo obtido pela união disjunta de todos os grafos de comparabilidade

com i vértices, para i ⩾ 1.

O grafo Gi é de comparabilidade. De fato, tomemos Op
i orientação transitiva de

G
(p)
i , para todo p ∈ {1, . . . , ki}. Consideremos a orientação Oi = O

(1)
i ⊎ · · · ⊎ O

(ki)
i

de Gi, i.e, a orientação obtida através da união disjunta das orientações transitivas

dos grafos de comparabilidade com i vértices. É de imediata veri�cação que Oi é

transitiva e, portanto, Gi é de comparabilidade.

Agora, vamos mostrar que, para todo i ⩾ 1, temos que Gi é subgrafo induzido

de Gi+1. Um primeiro fato é que, para todo p ∈ {1, . . . , ki}, existe algum lp ∈
{1, . . . , ki+1}, tal que G

(lp)
i+1 é o grafo de comparabilidade com i + 1 vértices obtido

através da união disjunta de G
(p)
i com um vértice isolado. Desta forma, Gi =

G
(1)
i ⊎· · ·⊎G(ki)

i é subgrafo induzido de G(l1)
i+1⊎· · ·⊎G

(lki )

i+1 , que, por sua vez, é subgrafo

induzido de Gi+1, pela de�nição de Gi+1. Daí, pela transitividade de subgrafos

induzidos, Gi é subgrafo induzido de Gi+1.

Por último, vamos mostrar que, dado qualquer G de comparabilidade, existe

i ⩾ 1 tal que G é subgrafo induzido de Gi. De fato, neste caso, basta tomar

i = |V (G)|, pela de�nição de Gi.

Apesar do Teorema 11 ainda não conhecemos um modelo de interseção baseado

em propriedades combinatórias naturais ou propriedades geométricas para a classe
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Comparabilidade. Ao contrário do que ocorre para a classe Cordal, que é classe de in-

terseção, e, possui um modelo de interseção combinatoriamente ou geometricamente

signi�cativo, como vimos no Teorema 4.

4.2 Grafos cordais comparabilidade como grafos de

interseção

Nesta seção, provamos que os grafos cordais comparabilidade são grafos de in-

terseção. Mais especi�camente, associamos a cada grafo cordal comparabilidade

G, com orientação transitiva O, uma árvore T � com determinada con�guração

� e uma família F de subárvores de T � com determinadas propriedades � e

mostramos que G é o grafo de interseção de F .

A árvore T e a família F são o resultado da implementação das seguintes ideias.

Em primeiro lugar, para construir a árvore T , tomamos como ponto de partida a

árvore característica TG de G, que existe, pelo Teorema 5. Em seguida, adicionamos

folhas a TG, para obter T , da maneira a seguir. Para cada Ci ⊆ V (G) e para cada

x ∈ Ci acrescentamos um novo vértice xi e uma nova aresta xiCi.
Em segundo lugar, para construir as subárvores de F , usamos como ponto de

partida os modelos de inclusão de subestrelas de uma estrela dos grafos completos

induzidos pelas cliques maximais de G, que existem, pelo Teorema 8.

Para facilitar a compreensão do se que segue, vamos exempli�car estes procedi-

mentos.

Exemplo 9. Consideremos o grafo cordal comparabilidade rising-sun munido da

orientação transitiva, ilustrados abaixo.

c

b d

a e

g f

c

b d

a e

g f

Figura 4.2: O grafo rising-sun, G, e uma orientação transitiva, O, de G.

Seguindo o raciocínio esboçado acima, consideremos, como ponto de partida,
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TG, a única árvore característica de G (cf. Exemplo 12), onde C1 = {b, c, d}, C2 =

{a, b, g}, C3 = {b, d, f, g}, C4 = {d, e, f} e V (TG) = {C1, C2, C3, C4}.

C1

C3
C2 C4

Figura 4.3: Árvore característica TG do rising-sun.

Agora, vamos criar T , a partir de TG. Para isto, a cada clique maximal Ci de
G, acrescentamos novos vértices a TG que serão folhas em T . Ou seja, para cada

x ∈ Ci, criamos uma cópia xi � com o mesmo índice que Ci � tal que xi é adjacente

somente a Ci em T . Por exemplo, como C1 = {b, c, d}, acrescentamos as folhas

b1, c1, d1 adjacentes somente a C1. A Figura 4.4 mostra a árvore T obtida após

executarmos este procedimento para todos os vértices de G.

C1

b1
c1

d1

C3

b3

d3 f3

g3

C2
a2

b2
g2

C4
d4
e4

f4

Figura 4.4: A árvore T construída a partir de TG.

Nesta última etapa, construíremos a família F de subárvores de T de modo que

G é o grafo de interseção de F . Para isto, vamos associar a cada v ∈ V (G) a

subárvore Tv de T , de�nida da maneira a seguir. Dado v ∈ V (G), consideremos o

subgrafo Tv de T induzido pelo seguinte conjunto de vértices:

{Ci : i ∈ [k] e v ∈ Ci} ∪ {vi : i ∈ [k] e v ∈ Ci} ∪ {xi : i ∈ [k] e v ∈ Ci e x →O v}.

Ou seja, Tv é induzido pelas cliques maximais Ci tais que v ∈ Ci; pelas folhas vi � que

são cópias de v � tais que v ∈ Ci; e pelas folhas xi � que não são cópias de v � tais
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que x →O v ∈ Ci. Como TG é árvore característica de G e os vértices acrescentados

a TG para formar T são folhas de T , existe um único caminho entre quaisquer dois

vértices de Tv. Desta forma, Tv é, de fato, uma subárvore de T . Por exemplo,

a subárvore associada a b é Tb = T [C1, C2, C3, b1, b2, b3, c1, d1, a2, g2, d3, f3, g3], em
destaque na Figura 4.5.

C1

b1
c1

d1

C3

b3

d3 f3

g3

C2
a2

b2
g2

C4
d4
e4

f4

Figura 4.5: A subárvore Tb associada ao vértice b.

De fato, b pertence exatamente às cliques C1, C2, C3; as folhas que são cópias de b em
C1, C2 e C3 são b1, b2 e b3, respectivamente; as setas que apontam para b em O são

a → b, c → b, d → b, f → b, g → b.

A Figura 4.6 mostra todas as subárvores Tv de T obtidas após efetuarmos esta

construção para todos os vértices de G, orientado por O, como na Figura 4.2.

Vamos mostrar que G é o grafo de interseção de F , i.e, para quaisquer u, v ∈
V (G), uv ∈ E(G) se, e somente se Tu ∩ Tv ̸= ∅. Para provarmos a implicação

da esquerda para a direita, suponhamos que uv ∈ E(G). Daí, existe uma clique

maximal Ci, tal que u, v ∈ Ci. Assim, pela de�nição de Tu, temos Ci ∈ Tu. De maneira

análoga, Ci ∈ Tv. Logo, Tu ∩ Tv ̸= ∅. Para provarmos a recíproca, suponhamos que

Tu ∩ Tv ̸= ∅. Seja w ∈ Tu ∩ Tv. Daí, w ∈ Tu e w ∈ Tv. Desta forma, pela construção

de T , temos duas possibilidades: w = Ci, para algum i ∈ {1, 2, 3, 4} ou w é uma

folha da forma xi, com x ∈ Ci, para algum i ∈ {1, 2, 3, 4}. Assim, vamos considerar

dois casos.

Caso 1. Suponhamos que w = Ci, para algum i ∈ {1, 2, 3, 4}. Assim, pela construção

de Tu e Tv, sabemos que u, v ∈ Ci e, portanto, uv ∈ E(G).

Caso 2. Suponhamos que w é uma folha da forma xi, com x ∈ Ci, para algum

i ∈ {1, 2, 3, 4}. Assim, pela construção de Tu e Tv, temos Ci ∈ Tu ∩ Tv. Então, por

um raciocínio completamente análogo ao caso anterior, temos uv ∈ E(G).

O Exemplo 9 mostra como podemos construir um modelo de interseção para

o grafo rising-sun munido de uma orientação transitiva. Nosso objetivo, agora, é
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Figura 4.6: Família F das subárvores de T .
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descrever esta construção de forma geral, para qualquer grafo cordal comparabilidade

munido de qualquer orientação transitiva.

Teorema 12. Se G é um grafo com conjunto de cliques maximais {C1, . . . , Ck}, tal
que |Ci| = ni, para cada i ∈ [k], então, as seguintes condições são equivalentes:

(a) G é cordal comparabilidade.

(b) G é o grafo de interseção de uma famíla F = {Tv : v ∈ V (G)} de subárvores de

uma árvore T que satisfazem as seguintes propriedades:

P1. Existem conjuntos não vazios {c1, . . . , ck}, {f (1)
1 , . . . , f

(1)
n1 }, . . ., {f

(i)
1 , . . . , f

(i)
ni },

. . ., {f (k)
1 , . . . , f

(k)
nk }, dois a dois disjuntos, tais que V (T ) = {c1, . . . , ck} ∪⋃k

i=1{f
(i)
1 , . . . , f

(i)
ni }, T [c1, . . . , cn] é subárvore de T e f

(i)
j são folhas.

Em geral, denotamos H ⪯ G quando o grafo H é subgrafo induzido do grafo

G. No que segue, para todos Tv ∈ F e i ∈ [k], se ci ∈ V (Tv), o subgrafo

induzido Tv[{ci} ∪ {f (i)
j : f

(i)
j ∈ V (Tv)}] é denotado por T (ci)

v .

P2. Para todos Tu, Tv ∈ F e i ∈ [k], se ci ∈ V (Tu) ∩ V (Tv), então T
(ci)
u ⪯ T

(ci)
v ou

(exclusivo) T (ci)
v ⪯ T

(ci)
u .

P3. Para todos Tv ∈ F e i ∈ [k], se existe j ∈ [ni] tal que f
(i)
j ∈ V (Tv), então

ci ∈ V (Tv).

P4. Para todas Tu, Tv, Tw ∈ F , se existem ci e cj tais que T
(ci)
u ⪯ T

(ci)
v e T

(cj)
v ⪯

T
(cj)
w , então ci, cj ∈ V (Tu) ∩ V (Tv) ∩ V (Tw).

P5. Para todas Tu, Tv ∈ F tais que ci, cj ∈ V (Tu) ∩ V (Tv), se T
(ci)
u ⪯ T

(ci)
v , então

T
(cj)
u ⪯ T

(cj)
v .

Prova. Seja G um grafo com conjunto de cliques maximais {C1, . . . , Ck}, tal que
|Ci| = ni, para todo i ∈ [k]. Desta maneira, para cada i ∈ [k], podemos assumir que

Ci = {v(i)1 , . . . , v
(i)
ni }.

(⇒) Suponhamos que G é cordal comparabilidade.

Sejam TG uma árvore característica de G com V (TG) = {C1, . . . , Ck} e ⩽ uma

orientação transitiva de G.

Para de�nirmos T e F , tomamos os conjuntos não vazios e disjuntos dois a

dois {c1, . . . , ck}, {f (1)
1 , . . . , f

(1)
n1 }, . . ., {f (i)

1 , . . . , f
(i)
ni }, . . ., {f (k)

1 , . . . , f
(k)
nk }. Além

disso, assumimos que os elementos de {c1, . . . , ck} correspondem aos elementos de

{C1, . . . , Ck} e, para cada i ∈ [k], que os elementos de {f (i)
1 , . . . , f

(i)
ni } correspondem

aos elementos de {v(i)1 , . . . , v
(i)
ni }
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A partir daí, de�nimos a árvore T como segue:

V (T ) = {c1, . . . , ck} ∪
k⋃

i=1

{f (i)
1 , . . . , f (i)

ni
}

e

E(T ) = {cicj : CiCj ∈ E(TG)} ∪
k⋃

i=1

{cif (i)
1 , . . . , cif

(i)
ni
}.

Isto é, para cada clique maximal Ci de G, a árvore T possui o vértice ci correspon-

dente a Ci e os ni vértices f
(i)
1 , . . . , f

(i)
ni correspondentes aos elementos de Ci. Além

disso, T possui arestas de dois tipos: as do tipo cicj, correspondentes às arestas

da árvore característica de G, e as do tipo cif
(i)
j , correspondentes à pertinência dos

vértices de G às cliques maximais de G.

Agora, para cada v ∈ V (G), de�nimos:

Tv = T
[
{ci : i ∈ [k] e v ∈ Ci} ∪ {f (i)

j : i ∈ [k], j ∈ [ni], v ∈ Ci e v
(i)
j ⩽ v}

]
Isto é, para cada vértice v de G, o grafo Tv é induzido em T pelos seguintes vérti-

ces: os vértices ci correspondentes às cliques maximais de G que possuem v como

elemento; para cada clique maximal Ci, de G, que possui v como elemento, a folha

de T que corresponde a v e, também, as folhas de T que correspondem aos vértices

que apontam para v (menores que v), de acordo com a orientação transiva ⩽.

Como TG é árvore característica de G e os vértices acrescentados a TG para

formar T são folhas de T , existe um único caminho entre quaisquer dois vértices de

Tv. Desta forma, Tv é subárvore de T .

Seja F = {Tv : v ∈ V }.
Por de�nição, T satisfaz P1. Vamos, agora, provar que G é o grafo de interseção

de F e que F satisfaz às condições P2, P3, P4 e P5.

G é o grafo de interseção de F . Sejam u, v ∈ V (G). Vamos provar que uv ∈ E(G)

se, e somente se, Tu ∩ Tv ̸= ∅.
Para provarmos a implicação da esquerda para a direita, suponhamos que uv ∈

E(G). Daí, existe uma clique maximal Ci de G tal que u, v ∈ Ci. Assim, pela

de�nição de Tu, temos ci ∈ V (Tu). Analogamente, ci ∈ V (Tv). Logo, Tu ∩ Tv ̸= ∅.
Para provarmos a recíproca, suponhamos que Tu∩Tv ̸= ∅. Daí, existe w ∈ V (T )

tal que w ∈ V (Tu) e w ∈ V (Tv). Pela construção de T , temos duas possibilidades:

w = ci, para algum i ∈ [k], ou, w = f
(i)
j , para algum i ∈ [k] e para algum j ∈ [ni].

Assim, vamos considerar dois casos:
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Caso 1. Suponhamos que w = ci, para algum i ∈ [k]. Assim, u, v ∈ Ci. Logo,

uv ∈ E(G).

Caso 2. Suponhamos que w = f
(i)
j , para alguns i ∈ [k] e j ∈ [ni]. Assim, pela

construção de Tu e Tv, obtemos que ci ∈ Tu ∩ Tv. Desta forma, um raciocínio

completamente análogo ao caso anterior garante o resultado.

F satisfaz às condições P2�P5. Sejam Tu, Tv, Tw ∈ F e i ∈ [k].

P2. Suponhamos que ci ∈ V (Tu) ∩ V (Tv). Daí, pela de�nição de Tu, temos u ∈ Ci.
Analogamente, v ∈ Ci. Assim, como Ci é clique, temos uv ∈ E(G).

Agora, como < é uma orientação transitiva de G, vamos considerar dois casos

exclusivos.

Caso 1. Suponhamos u < v, vamos provar que V (T
(ci)
u ) ⊂ V (T

(ci)
v ). Para isto,

tomemos w ∈ V (T
(ci)
u ). Daí, pela de�nição de T

(ci)
u , existe i ∈ [k] tal que w = ci ou

existem i ∈ [k] e j ∈ [ni] tais que w = f
(i)
j . Assim, vamos considerar dois subcasos.

1.1. Se existe i ∈ [k] tal que w = ci, então, como ci ∈ V (Tv) temos w ∈ T
(ci)
v , pela

de�nição de T
(ci)
v .

1.2. Se existem i ∈ [k] e j ∈ [ni] tais que w = f
(i)
j , então f

(i)
j corresponde a um

vértice v
(i)
j ∈ Ci tal que v

(i)
j ⩽ u, pela de�nição de T

(ci)
u .

Por outro lado, pela de�nição de T (ci)
u , existe v(k)i correspondente ao vértice u,

para algum k ∈ [ni]. Pela hipótese, v(k)i ∈ T
(ci)
v e, desta forma, u ⩽ v, pela

de�nição de T
(ci)
v .

Desta forma, v(i)j ⩽ u < v. Logo w = f
(i)
j ∈ T

(ci)
v , pela de�nição de T

(ci)
v .

Assim, em ambos os subcasos, concluímos que V (T
(ci)
u ) ⊂ V (T

(ci)
v ).

Para demonstrar que T
(ci)
u ⪯ T

(ci)
v , resta-nos provar que, dados x, y ∈ V (T

(ci)
v

tais que xy ∈ E(T
(ci)
v , temos xy ∈ E(T

(ci)
u ). De fato, se xy ∈ E(T

(ci)
v ), então, sem

perda de generalidade, podemos considerar x = ci e y = f
(i)
j , para algum j ∈ [ni].

Assim, cif
(j)
i ∈ E(T

(ci)
u ), pela construção das subárvores.

Caso 2. Suponhamos que v ⩽ u. Este caso é inteiramente análogo ao caso u < v, o

que demonstra T
(ci)
v ⪯ T

(ci)
u .

P3. Suponhamos que existe j ∈ [ni] tal que f
(i)
j ∈ V (Tv). Daí, pela de�nição de Tv,

temos v ∈ Ci. Logo, ci ∈ V (Tv).

P4. Suponhamos que existem ci e cj tais que T
(ci)
u ⪯ T

(ci)
v e T

(cj)
v ⪯ T

(cj)
w .

Daí, pela de�nição de T (ci)
u , existe k ∈ [ni] tal que f

(i)
k ∈ V (T

(ci)
u ) correspondente

ao vértice u. Pela hipótese, temos que f
(i)
k ∈ V (T

(ci)
v ). Assim, pela de�nição de

T
(ci)
v , obtemos que u ⩽ v.
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Analogamente, pelo fato de T
(cj)
v ⪯ T

(cj)
w , obtemos que v ⩽ w.

Pela transitividade de ⩽, temos u ⩽ w. Assim, uw ∈ E(G). Logo uv, uw, vw ∈
E(G) e portanto u, v, w ∈ Ci ∩ Cj. De onde podemos concluir, pela de�nição de

Tu, Tv e Tw, que ci, cj ∈ V (Tu) ∩ V (Tv) ∩ V (Tw).

P5. Suponhamos que ci, cj ∈ V (Tu) ∩ V (Tv) e T
(ci)
u ⪯ T

(ci)
v .

Vamos demonstrar que V (T
(cj)
u ) ⊂ V (T

(cj)
v ).

Seja x ∈ V (T
(cj)
u ). Pela construção de T , vamos considerar dois casos, x = cj ou

x = f
(j)
k , para algum k ∈ [nj].

Caso 1. Suponhamos que x = cj. Assim, pela de�nição de T
(cj)
v , temos que x ∈

V (T
(cj)
v ).

Caso 2. Suponhamos que x = f
(j)
k , para algum k ∈ [nj]. Assim, pela de�nição de

T
(cj)
u , x corresponde a algum v

(j)
k ∈ Cj tal que v

(j)
k ⩽ u.

Além disso, pela de�nição de T (ci)
u , existe f (i)

l correspondente ao vértice v(i)l = u.

Assim, pela hipótese, v(i)l ∈ V (T
(ci)
v ) e, pela de�nição de T

(ci)
v , temos v(i)l = u ⩽ v.

Desta forma, pela transitividade de ⩽, obtemos v(j)k ⩽ u ⩽ v. Daí, pela de�nição

de T
(cj)
v , x = f

(j)
k ∈ V (T

(cj)
v ).

Assim, �ca demonstrado que V (T
(cj)
u ) ⊂ V (T

(cj)
v ).

Falta-nos demonstrar que, para todos x, y ∈ V (T
(cj)
u ) tais que xy ∈ E(T

(cj)
v ),

temos xy ∈ E(T
(cj)
u ). Mas aqui, o raciocínio será omitido pois é completamente

análogo ao utilizado em P2.

(⇐) Seja T uma árvore e F = {Tu, . . . , Tv} uma família de subárvores de T satisfa-

zendo às propriedades P1−P5, listadas no enunciado do Teorema 12. Vamos provar

que Ω(F) é um grafo cordal comparabilidade.

Ω(F) é grafo cordal. De fato, como F é uma família de subárvores de uma árvore,

pelo Teorema 4, Ω(F) é cordal.

Ω(F) é grafo de comparabilidade. Seja → a relação sobre F , de�nida do seguinte

modo, para todas Tu, Tv ∈ F :

Tu → Tv se, e somente se, existe ci ∈ V (Tu) ∩ V (Tv) tal que T (ci)
u ⊂ T (cj)

v .

Vamos provar que → é orientação transitiva de Ω(F).

Em primeiro lugar, vamos provar que → é uma orientação de Ω(F), ou seja,

que para todas Tu, Tv ∈ F , temos TuTv ∈ E(Ω(F)) se, e somente se, Tu → Tv ou

(exclusivo) Tv → Tu.

Sejam Tu, Tv ∈ F .
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Para provarmos a implicação da esquerda para a direita, suponhamos que TuTv ∈
E(Ω(F)). Daí, Tu ∩ Tv ̸= ∅. Seja w ∈ V (Tu) ∩ V (Tv). Como w ∈ V (T ), por P1,

V (T ) = {c1, . . . , ck} ∪
⋃k

i=1{f
(i)
1 , . . . , f

(i)
ni }. Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que existe i ∈ [k] tal que w = ci. Assim, ci ∈ V (Tu) ∩ V (Tv).

Então, por P2, T (ci)
u ⪯ T

(ci)
v ou (exclusivo) T (ci)

v ⪯ T
(ci)
u . Logo, pela de�nição de →,

temos Tu → Tv ou (exclusivo) Tv → Tu.

Caso 2. Suponhamos que existem i ∈ [k] e j ∈ [ni] tais que w = f
(i)
j , como

w ∈ V (Tu) e w ∈ V (Tv), por P3, temos ci ∈ V (Tu) e ci ∈ V (Tv), ou seja, ci ∈
V (Tu)∩V (Tv). Assim, por P2, T (ci)

u → T
(ci)
v ou (exclusivo) T (ci)

v → T
(ci)
u . Logo, pela

de�nição de →, temos Tu → Tv ou (exclusivo) Tv → Tu.

Para provarmos a recíproca, suponhamos que TuTv /∈ E(Ω(F)). Daí, V (Tu) ∩
V (Tv) = ∅. Assim, não existe i ∈ [k] tal que ci ∈ V (Tu)∩V (Tv). Daí, pela de�nição

de →, temos Tu ̸→ Tv e, também, Tv ̸→ Tu. Logo, não é o caso que Tu → Tv ou

(exclusivo) Tv → Tu.

Em segundo lugar, vamos provar que → é transitiva sobre Ω(F), ou seja, que

para todas Tu, Tv, Tw ∈ F , se Tu → Tv e Tv → Tw, então Tu → Tw.

De fato, sejam Tu, Tv, Tw ∈ F . Suponhamos que Tu → Tv e Tv → Tw. Daí,

pela de�nição de →, existem ci ∈ V (Tu) ∩ V (Tv) e cj ∈ V (Tv) ∩ V (Tw) tais que

T
(ci)
u ⪯ T

(ci)
v e T

(cj)
v ⪯ T

(cj)
w . Daí, por P4, ci, cj ∈ V (Tu) ∩ V (Tv) ∩ V (Tw). Assim,

como ci, cj ∈ V (Tv) ∩ V (Tw) e T
(cj)
v ⪯ T

(cj)
w , por P5, T

(ci)
v ⪯ T

(ci)
w . Daí, pela

transitividade de ⪯, temos T (ci)
u ⪯ T

(ci)
w . Assim, existe ci tal que T

(ci)
u ⪯ T

(ci)
w . Logo,

pela de�nição de →, temos Tu → Tw.
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Capítulo 5

Árvores características

Neste capítulo, provamos que as árvores características dos grafos cordais com-

parabilidade não possuem grau limitado. Este resultado foi apresentado no VIII

Encontro de Teoria da Computação (ETC 2023) [4]. Dividimos o capítulo em duas

seções cujo conteúdo está descrito a seguir.

Na Seção 5.1, motivamos o problema, a partir do resultado de Gilmore e Ho�-

man [16] que mostram que um grafo G é de intervalo se, e somente se, possui uma

árvore característica com grau máximo menor ou igual a 2. A seguir, ilustramos a

construção e o raciocínio que será empregado para mostrar que um resultado aná-

logo, limitando o grau das árvores características, não se estabelece para os grafos

cordais comparabilidade.

Na Seção 5.2, apresentamos a construção e o resultado geral, baseados nos exem-

plos anteriormente apresentados.

5.1 Árvores características dos grafos RS1, . . . , RS4

Uma das principais caracterizações dos grafos de intervalo � ou seja, os grafos

de interseção de intervalos da reta real � é dada por Gilmore e Ho�man [16] que

mostram que um grafo G é de intervalo se, e somente se, é cordal cocomparabilidade

se, e somente se, possui uma árvore característica que é um caminho.

Dado um grafo G, denotamos o grau máximo dos seus vértices por ∆(G) e uma

árvore característica qualquer de G por TG. Com estas notações, o resultado de

Gilmore e Ho�man garante que um grafo G é de intervalo se, e somente se, existe

uma árvore característica TG tal que ∆(TG) ⩽ 2.

Como o nosso estudo é dedicado à classe Cordal comparabilidade, é natural que

investiguemos se um resultado análogo ao de Gilmore e Ho�man é verdadeiro para
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os grafos cordais comparabilidade. Neste capítulo, respondemos esta pergunta nega-

tivamente, provando que, para cada n ∈ N, existe um grafo cordal comparabilidade

RSn, tal que RSn possui uma única árvore característica TRSn isomorfa a K1,n, com

∆(TRSn) = n.

Para facilitar a compreensão do se que segue, nesta seção, examinamos alguns

valores iniciais de n. Na Seção 5.2, apresentamos a construção geral.

Exemplo 10. Para n = 1, tomemos o grafo RS1 = K1 ilustrado na Figura 5.1 e

de�nido por uma clique central com 2 ·n− 2 = 2 · 1− 2 vértices e mais n = 1 vértice

adicional que formam cliques simpliciais de tamanho n = 1, conforme ilustrado

abaixo. Assim, V (RS1) = {a1} e E(RS1) = ∅.

a1 a1

Figura 5.1: Grafo RS1 e sua árvore caraterística TRS1 .

Temos que RS1 é cordal. De fato, como RS1 possui um único vértice, não

possui ciclos induzidos. Além disso, RS1 é de comparabilidade. De fato, como

RS1 não possui arestas, ∅ é uma orientação transtiva de RS1. Finalmente, RS1

possui TRS1 = K1, com ∆(TRS1) = 0, ilustrada na �gura 5.1, como única árvore

característica. De fato, {a1} é a única clique de RS1.

Exemplo 11. Para n = 2, tomemos o grafo RS2 = P3, ilustrado na Figura 5.2 e

de�nido por uma clique central com 2 ·n−2 = 2 ·2−2 vértices e mais n = 2 vértices

adicionais que formam cliques simpliciais de tamanho n = 2. Assim, V (RS2) =

{v1, v2, a1, a2} e E(RS2) = {v1v2, v1a1, v2a2}.

a1 a2

v1 v2 a1, v1 v1, v2 v2, a2

Figura 5.2: Grafo RS2 e sua árvore caraterística TRS2 .

Temos que RS2 é cordal. De fato, como RS2 é um caminho, não pos-

sui ciclos induzidos. Além disso, RS2 é de comparabilidade. De fato, O =

{(a1, v1), (v2, v1), (v2, a2)} é uma orientação transtiva de RS2. Finalmente, RS2

possui a estrela TRS2 = K1,2, com ∆(TRS2) = 2, ilustrada na Figura 5.2, como

única árvore característica. De fato, as cliques maximais de RS2 são as simpliciais

C1 = {a1, v1}, C2 = {a2, v2} e a central C = {v1, v2}. A aresta C1C de TRS2 é forçada

pelo vértice v1 de RS2 e a aresta C2C é forçada pelo vértice v2.
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Exemplo 12. Para n = 3, tomemos o grafo rising-sun, RS3, ilustrado na Figura 5.3

e de�nido por uma clique central com 2 · n − 2 = 2 · 3 − 2 = 4 vértices centrais e

mais n = 3 vértices adicionais que formam cliques simpliciais de tamanho n = 3.

Assim, V (RS3) = {v1, v2, v3, v4, a1, a2, a3} e E(RS3) tem como elementos as arestas

da clique central C = {v1, . . . , v4} e, para cada i ∈ {1, 2, 3}, as arestas associadas da
clique simplicial Ci = {ai, vi, vi+1, vi+2}.

v3

v4v1

v2

a2

a3a1

a1, v1, v2 v1, v2, v3, v4 a3, v3, v4

a2, v2, v3

Figura 5.3: Grafo RS3 e sua árvore caraterística TRS3 .

Temos que RS3 é cordal. De fato, por inspeção, vemos que todos os ciclos

induzidos de RS3 são triângulos. Além disso, RS3 é de comparabilidade. De fato,

uma orientação transitiva de RS3 é dada pela seguinte orientação: a1 → v2, a2 → v2,

v3 → v2, v4 → v2, v5 → v2, v3 → a2, v3 → v5, v3 → v4, v3 → a3, a1 → v5, v4 → a3 e

v4 → v5.

Finalmente, RS3 possui TRS3 = K1,3, com ∆(TRS3) = 3, ilustrada na Figura 5.3,

como única árvore característica. De Fato, TRS3 = K1,3 ou TRS3 = P4. Suponhamos,

para uma contradição, que TRS3 = P4. Desta forma, RS3 é um grafo de intervalo.

Assim, por [16], RS3 é de cocomparabilidade. Obtemos, pois, uma contradição, uma

vez que o complemento de RS3 é um subgrafo induzido proibido para comparabili-

dade, de acordo com a Figura 2.13.

Concluímos que K1,3 é a única árvore característica de TRS3 .

Os Exemplos 10, 11 e 12 mostram que, para n ∈ {0, 1, 2, 3}, existe um grafo

cordal comparabilidade RSn tal que RSn possui uma única árvore característica

TRSn com ∆(TRSn) = n. Vamos, agora, mostrar que a construção apresentada no

Exemplo 12 pode ser generalizada para todo n. Continuamos apresentando as ideias

passo a passo, exibindo em primeiro lugar, no Exemplo 13, o grafo cordal compara-

bilidade RS4 � uma generalização do rising-sun � que possui a estrela K1,4, com

∆(TRS4) = 4, como única árvore característica. Em seguinda, generalizamos o RS4,

provando o Teorema 13. O Exemplo 13 está redigido de modo a ilustrar as ideias

usadas na prova do Teorema 13.
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Exemplo 13. Para n = 4, tomemos o grafo RS4 ilustrado na Figura 5.4, de�nido

por uma clique central com 2 · n − 2 = 2 · 4 − 2 = 6 vértices e mais n = 4 vértices

adicionais que formam cliques simpliciais de tamanho n = 4. Assim, V (RS4) =

{v1, v2, v3, v4, v5, v6, a1, a2, a3, a4} e E(RS4) tem como elementos as arestas da clique

central C = {v1, . . . , v6} e, para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, as arestas da clique simplicial

Ci = {ai, vi, vi+1, vi+2}.

v2

v3 v4

v5

v6v1

a1

a2 a3

a4

a1,v1,v2,v3 v1,...,v6 a4,v4,v5,v6

a2,v2,v3,v4 a3,v3,v4,v5

Figura 5.4: O grafo RS4 e sua árvore característica TRS4 .

Vamos mostrar que RS4 é cordal, isto é, qualquer ciclo de RS4 com pelo menos

quatro vértices possui uma corda. Sejam C um ciclo em RS4 com pelo menos quatro

vértices consecutivos x, y, z, w. Vamos considerar dois casos:

Caso 1. Suponhamos que x, y, z, w ∈ C. Assim, como C é clique, xz é uma corda

em C.

Caso 2. Suponhamos que existe algum elemento em {x, y, z, w} que não pertence a

C. Assim, supomos, sem perda de generalidade, que x /∈ C. Daí, pela de�nição de

RS4, temos y ∈ V (C). Vamos considerar três possíveis subcasos.

2.1 Se z, w ∈ V (C), como C é clique, então yw é uma corda em C.

2.2 Se z ∈ V (C) e w /∈ V (C), então, como x,w /∈ C, temos que xw /∈ E(RS4). Daí,

como C é ciclo e cada vértice que não pertence a C é adjacente a vértices em

C, existe vértice s do ciclo tal que s ∈ C adjacente a w. Logo, como s ∈ C,
obtemos que zs é uma corda em C.

2.3 Se z /∈ V (C) e w ∈ V (C, então, por um raciocínio análogo ao Subcaso 2.2,

existe s ∈ C tal que s ∈ C e zs ∈ E(RS4). Daí, ys é uma corda em C.

Agora, mostraremos que RS4 é de comparabilidade, isto é, RS4 possui uma

orientação transitiva. Seja ⩽ a orientação do RS4 ilustrada na Figura 5.5:
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v2

v3 v4

v5

v6v1

a1

a2 a3

a4

Figura 5.5: Orientação das arestas de RS4.

Mais especi�camente, ⩽ pode ser descrita da seguinte maneira:

� as arestas da clique central C formam uma ordem total, orientadas como segue:

v4 ⩽ v5 ⩽ v6 ⩽ v1 ⩽ v2 ⩽ v3;

� as arestas aivj, onde i ∈ [4] e j ∈ {i, i+2, i+2}, estão orientadas como segue:

a1 ⩽ vj, para todo j ∈ {1, 2, 3},

a2 ⩽ vj, para todo j ∈ {2, 3}, e v4 ⩽ a2,

a3 ⩽ v3 e a3 ⩽ vj, para todo j ∈ {4, 5},

vj ⩽ a4, para todo j ∈ {4, 5, 6}.

(5.1)

Uma ilustração mais clara de ⩽ é dada na Figura 5.5, esta �gura possui uma

parte esquerda e uma parte direita. Além disto, os arcos estão classi�cados como

os que apontam para baixo, os que apontam para cima, os da clique central que

apontam da esquerda para a direita e os da clique central que apontam da direita

para a esquerda.

v1
v2 v3 v4 v5

v6

a1 a2 a3 a4

Figura 5.6: Outra ilustração para a orientação das arestas de RS4.
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Vamos mostrar que ⩽ é transitiva, isto é, vamos mostrar que para todos x, y, z ∈
V (RS4), se x ⩽ y e y ⩽ z, então xz ∈ E(RS4) e x ⩽ z. Sejam x, y, z ∈ V (RS4).

Suponhamos que x ⩽ y e y ⩽ z. Vamos considerar quatro casos.

Caso 1. Suponhamos que x, y, z ∈ C. Assim, como ⩽ restrita a C é uma ordem

total, obtemos x ⩽ z.

Caso 2. Suponhamos que x /∈ C. Assim, como x ⩽ y e a4 não aponta para baixo,

existem i ∈ {1, 2, 3} e j ∈ {i, . . . , 3} tais que x = ai e y = vj, ou seja, x ⩽ y

é um arco que aponta para baixo na Figura 5.6. Por outro lado, como y ⩽ z e

v3 é um sumidouro, y ̸= v3. Daí, como para todo i, j ∈ {1, 2, 3} temos vj ̸⩽ ai,

existe k ∈ {j + 1, . . . , 3} tal que z = vk, ou seja, y ⩽ z é um arco que aponta da

esquerda para a direita na parte esquerda da Figura 5.6. Desta forma, temos ai com

i ∈ {1, 2, 3}, i ≤ j com j ∈ {i, . . . , 3} e vk com k ∈ {j + 1, . . . , 3}. Além disso,

{ai, vi, vi+1, vi+2} é uma clique e, pela de�nição de ⩽, ai aponta para todos os vl's

tais que i < l ⩽ 3. Logo, existe aivk ∈ E(RS4) tal que ai ⩽ vk, ou seja, x ⩽ z.

Caso 3. Suponhamos que y /∈ C. Assim, como x ⩽ y e a1, a2, a3 apontam para

baixo, existem i ∈ {4, 5, 6} e j ∈ {2, 3, 4} tais que x = vi e y = aj, ou seja, x ⩽ y

é um arco que aponta para cima na Figura 5.6. Por outro lado, como y ⩽ z, existe

k ∈ {1, 2, 3} tal que z = vk, ou seja, y ⩽ z é um arco que aponta para baixo na

Figura 5.6. Assim, temos vi tal que i ∈ {4, 5, 6} e vk com k ∈ {1, 2, 3}. Agora,

por ser uma ordem total quando restrita à clique C, existe vivk ∈ E(RS4) que, pela

de�nição de ⩽, é orientada de vi para vk, ou seja, x ⩽ z.

Caso 4. Suponhamos que z /∈ C. Assim, z = ai com i ∈ {1, 2, 3, 4}. Como existe

um vértice y tal que y ⩽ z, pela Figura 5.6, temos que i ∈ {2, 3, 4} e y = vj com

j ∈ {4, 5, 6}. Suponhamos, para uma contradição, que y = v4. Pela hipótese, existe

x ∈ V (RS4) tal que x ⩽ y, uma contradição, pois, pela Figura 5.6, v4 é fonte de

RS4. Assim, podemos concluir que x = ai e y = vj com i{3, 4} e j ∈ {5, 6}. Pela

hipótese, existe x ∈ V (RS4) tal que x ⩽ y. Como y = vj, com j ∈ {5, 6}, obtemos

que x = vk com 4 ⩽ k < j. Desta forma, {ai, vj, vk} é uma clique e, portanto, pela

Figura 5.6, vk aponta para ai, isto é, vk = x ⩽ z = ai.

Finalmente, vamos provar que RS4 possui a estrela K1,4, com ∆(TRS4) = 4

como única árvore característica. De fato, em primeiro lugar, a árvore TRS4 = K1,4

ilustrada na Figura 5.4 é uma árvore característica para RS4. Com efeito, V (TRS4) é

52



o conjunto de cliques maximais de RS4 e tomando as seguintes subárvores de TRS4 :

Tv1 = TRS4 [C, C1] ,
Tv2 = TRS4 [C, C1, C2] ,
Tv3 = TRS4 [C, C1, C2, C3] ,
Tv4 = TRS4 [C, C2, C3, C4] ,
Tv5 = TRS4 [C, C3, C4] ,
Tv6 = TRS4 [C, C4] ,
Tai = TRS4 [Ci] , para i ∈ [4],

veri�camos diretamente que F = {Tv1 , . . . , Tv6 , Ta1 , . . . , Ta4} satisfaz à De�nição 5 e

que RS4 é o grafo de interseção de F .

Em segundo lugar, vamos mostrar que não existe outra árvore característica para

RS4. Com efeito, suponhamos, para uma contradição, que existe uma outra árvore

característica T ′
RS4

de RS4 diferente de K1,4. Daí, existem Ci, Cj ∈ V (T ′
RS4

) com

CiCj ∈ E(T ′
RS4

), para i ̸= j ∈ [4].

Pela construção de RS4, existem vértices vi, vj+2 ∈ V (RS4) tais que vi ∈ C ∩ Ci,
vi /∈ Cj, vj+2 ∈ C ∩ Cj e vj+2 /∈ Ci.

Consideremos T ′
vi
e T ′

vj+2
as subárvores de T ′

RS4
associadas a vi e vj+2, respecti-

vamente.

Desta forma, existe um único caminho Pi = Ci0 . . . C[k] em T ′
vi
, com k ⩾ 1,

Ci0 = C e C[k] = Ci (Pi também é único em T ′
RS4

).

Temos, analogamente, um único caminho Pj = Cj0 · · ·Cjr em T ′
vj+2

, com r ⩾ 1,

Cj0 = C e Cjr = Cj (Pj também é único em T ′
RS4

).

Tomemos os maiores índices [p] e js, com p ∈ [k] e s ∈ Ir, tais que C[p] = Cjs .

Desta forma, consideremos os respectivos subcaminhos de Pi e Pj: P ′
i = C[p] · · ·C[k]

e P ′
j = Cjs . . . Cjr . Ao concaternar P

′
i , P

′
j com CjCi ∈ E(T ′

RS4
), obtemos um ciclo em

T ′
RS4

, uma contradição. Logo, a única árvore característica de RS4 é TRS4 , isto é, o

K1,4.

5.2 Árvores características dos grafos RSn

Nesta seção, generalizamos a construção do grafo RS4, analisado no Exemplo 13,

de�nindo, para cada n, o grafo RSn que é cordal comparabilidade e possui uma única

árvore característica TRSn = K1,n, cujo grau máximo é igual a n.

Teorema 13. Para todo n ∈ N, existe um grafo RSn, tal que RSn é cordal compa-

rabilidade e RSn possui uma única árvore característica TRSn com ∆(TRSn) = n.
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Prova. Tomemos o grafo RSn ilustrado na �gura 5.7. Observamos que V (RSn) =

{v1, . . . , v2n−2, a1, . . . , an}, E(RSn) = {vivj : i, j ∈ I2n−2} ∪ {aivj : i ∈ [n] e j ∈
{i, . . . , n + i − 2}}. Além disso, RSn possui n + 1 cliques maximais. Uma destas

é a clique central C = {v1, . . . , v2n−2}, que induz em RSn o subgrafo completo

K2n−2, ilustrado no centro da Figura 5.7. As outras n cliques maximais são as

cliques simpliciais Ci = {ai, vi, . . . , vn+i−2}, para cada i ∈ {1, . . . , n}, que induzem

os subgrafos completos Kn's na borda da Figura 5.7.

...
...

· · ·

...
...a1

a2

... ...

an−1

an

v1

v2

v2n−2

vn−1 vn

Figura 5.7: Grafo RSn.

Uma árvore característica TRSn de RSn está ilustrada abaixo (cf. Proposição 8).

v1, . . . , v2n−2a1, v1, . . . , vn−1 an, vn . . . , v2n−2

a2, v2, . . . , vn

· · ·

an−1, vn−1, . . . , v2n−2

Figura 5.8: Árvore característica TRSn de RSn.

A prova termina nas Proposições 6, 7 e 8 que mostram, respectivamente, que

RSn é cordal, é de comparabilidade e possui TRS4 , com ∆(TRSn) = n, como única

árvore característica.

Proposição 6. O grafo RSn é cordal.

Prova. Seja C um ciclo em RSn com pelo menos quatro vértices consecutivos

x, y, z, w. Vamos considerar dois casos:
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Caso 1. Suponhamos que x, y, z, w ∈ C. Assim, como C é clique, xz é uma corda

em C.

Caso 2. Suponhamos que existe algum elemento em {x, y, z, w} que não pertence a

C. Assim, supomos, sem perda de generalidade, que x /∈ C. Daí, pela de�nição de

RSn, temos y ∈ V (C). Vamos considerar três possíveis subcasos.

2.1 Se z, w ∈ V (C), como C é clique, então yw é uma corda em C.

2.2 Se z ∈ V (C) e w /∈ V (C), então, como x,w /∈ C, temos que xw /∈ E(RSn).

Daí, como C é ciclo e cada vértice que não pertence a C é adjacente a vértices

em C, existe vértice s do ciclo tal que s ∈ C adjacente a w. Logo, como s ∈ C,
obtemos que zs é uma corda em C.

2.3 Se z /∈ V (C) e w ∈ V (C, então, por um raciocínio análogo ao Subcaso 2.2,

existe s ∈ C tal que s ∈ C e zs ∈ E(RSn). Daí, ys é uma corda em C.

Fica demonstrado que RSn é cordal.

Proposição 7. O grafo RSn é de comparabilidade.

Prova. Agora, consideremos a orientação das arestas de RSn de acordo com a

Figura 5.9 (que é uma generalização da orientação transitiva de RS4 apresentada na

Figura 5.6).

v1 v2
· · · vn−2 vn−1 vn vn+1

· · · v2n−3 v2n−2

a1 a2 · · ·
an−1 an

· · ·· · ·· · ·· · ·

Figura 5.9: Outra ilustração para a orientação transitiva das arestas de RSn.

Descrevemos esta orientação da seguinte maneira: em primeiro lugar, as arestas

aivj ∈ E(RSn), onde i ∈ {1, . . . , n} e j ∈ {1, . . . , 2n − 2}, estão orientadas como
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segue:

a1 → vi se i ∈ {1, . . . , n− 1}

a2 → vi se i ∈ {2, . . . , n− 1}; e vn → a2

a3 → vi se i ∈ {3, . . . , n− 1}; e vi → a3 se i ∈ {n, n+ 1}
...

...
...

an−2 → vi se i ∈ {n− 2, n− 1}; e vi → an−2 se i ∈ {n, . . . , 2n− 4}

an−1 → vn−1; e vi → an−1 se i ∈ {n, . . . , 2n− 3}

vi → an se i ∈ {n, . . . , 2n− 2}

(5.2)

Em segundo lugar, as arestas vivj ∈ E(RSn) de C, para cada i ̸= j em

{1, . . . , 2n − 2}, estão orientadas de tal forma que induzem a seguinte ordem to-

tal em {v1, . . . , v2n−2}:

vn ⩽ vn+1 ⩽ . . . ⩽ v2n−3 ⩽ v2n−2 ⩽ v1 ⩽ v2 ⩽ . . . ⩽ vn−2 ⩽ vn−1 (5.3)

Finalmente, vamos mostrar que a orientação das arestas de RSn dada na Fi-

gura 5.9 é transitiva.

Tomemos x, y, z ∈ V (RSn) tais que x → y e y → z. Consideremos 2 casos.

Caso 1. Suponhamos que x, y, z ∈ C. Desta forma, x → z por 5.3.

Caso 2. Suponhamos que x, y ou z não pertencem a C. Consideremos 3 subcasos.

2.1 Se x /∈ C.

Como existe y ∈ V (RSn) tal que x → y temos que x = ai e y = vj para

i, j ∈ {1, . . . , n−1} (i.e, x → y é um arco que aponta para baixo na Figura 5.9).

Por outro lado, como y → z, obtemos y ̸= vn−1 e z = vk tal que k ∈ {j +
1, . . . , n − 1} (i.e, y → z é um arco da clique central que aponta da esquerda

para a direita na parte esquerda da Figura 5.9). Assim, a transitividade da

ordem total em C garante que existe x → z (i.e, existe x → z arco que aponta

para baixo na Figura 5.9).

2.2 Se y /∈ C.

Como existe x ∈ V (RSn) tal que x → y temos que x = vi e y = aj para

i ∈ {n, . . . , 2n − 2} e j ∈ {2, . . . , n} (i.e, x → y é um arco que aponta para

cima na Figura 5.9). Por outro lado, como y → z, obtemos z = vk para

k ∈ {1, . . . , n− 1} (i.e, y → é um arco que aponta para baixo na Figura 5.9).

56



Assim, existe a transitividade da ordem total em C garante que x → z (i.e,

existe arco x → z da clique central que aponta da direita para a esquerda,

especi�camente na parte direita para a parte esquerda da Figura 5.9).

2.3 Se z /∈ C.

Como existe y ∈ V (RSn) tal que y → z temos que y = vi e z = aj para

i ∈ {n, . . . , 2n − 2} e j ∈ {2, . . . , n} (i.e y → z é um arco que aponta para

cima na Figura 5.9). Por outro lado, como x → y, obtemos y ̸= vn (já que vn

é fonte de RSn) e x = vk para k ∈ {n, . . . , i − 1} (i.e, x → y é um arco da

clique central que aponta para a direita na parte direita da Figura 5.9, com x

anterior ao y). Assim, existe vkaj ∈ E(RSn) tal que vk → aj, ou seja, x → z

(i.e, existe x → z um arco que aponta para cima na Figura 5.9).

Fica demonstrado que RSn é comparabilidade.

Proposição 8. A única árvore característica TRSn do RSn é o K1,n.

Prova. Em primeiro lugar, TRSn é uma árvore característica para RSn, e, TRSn é

K1,n (Figura 5.8).

De fato, V (TRSn) é o conjunto de cliques maximais de RSn e existem as seguintes

subárvores de TRSn que satisfazem à De�nição 5:

Tv1 = TRSn [C, C1]

Tv2 = TRSn [C, C1, C2]

Tv3 = TRSn [C, C1, C2, C3]
...

Tvn−1 = TRSn [C, C1, C2, C3, . . . , Cn−1]

Tvn = TRSn [C, C2, C3, . . . , Cn]

Tvn+1 = TRSn [C, C3, . . . , Cn]
...

Tv2n−2 = TRSn [C, Cn]

Tai = TRSn [Ci] para i ∈ {1, . . . , n}

(5.4)

Veri�camos diretamente que o grafo RSn é grafo de interseção da família de

subárvores {Tv1 , . . . , Tv2n−2 , Ta1 , . . . , Tan}.
Em segundo lugar, vamos mostrar que não existe outra árvore característica para

RSn.
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Com efeito, suponhamos, para uma contradição, que exista uma outra árvore

característica T ′
RSn

de RSn diferente de K1,n. Daí, existem Ci, Cj ∈ V (T ′
RSn

) com

CiCj ∈ E(T ′
RSn

), para i ̸= j em [n].

Pela construção de RSn, existem vértices vi, vn+j−2 ∈ V (RSn) tais que vi ∈ C∩Ci,
vi /∈ Cj, vn+j−2 ∈ C ∩ Cj e vn+j−2 /∈ Ci.

Consideremos T ′
vi
e T ′

vn+j−2
as subárvores de T ′

RSn
associadas a vi e vn+j−2, res-

pectivamente.

Desta forma, existe um único caminho Pi = Ci0 . . . C[k] em T ′
vi
, com k ⩾ 1,

Ci0 = C e C[k] = Ci (Pi também é único em T ′
RSn

).

Temos, analogamente, um único caminho Pj = Cj0 · · ·Cjr em T ′
vj
, com r ⩾ 1,

Cj0 = C e Cjr = Cj (Pj também é único em T ′
RSn

).

Tomemos os maiores índices [p] e js, com p ∈ [k] e s ∈ Ir, tais que C[p] = Cjs .

Desta forma, consideremos os seguintes subcaminhos de Pi e Pj, respectivamente:

P ′
i = C[p] · · ·C[k] e P ′

j = Cjs . . . Cjr . Ao concaternar P ′
i , P

′
j com CjCi ∈ E(T ′

RSn
),

obtemos um ciclo em T ′
RSn

, uma contradição. Logo, a única árvore característica de

RSn é TRSn , isto é, o K1,n.
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Capítulo 6

Dimensão linear

Neste capítulo, revisamos os resultados de Ma e Spinrad [30] e de Kierstead,

Trotter e Qin [28] que mostram, respectivamente, que um grafo cordal comparabili-

dade possui dimensão linear no máximo 4 e existe um grafo cordal comparabilidade

cuja dimensão linear é exatamente 4. Além disso, como uma complementação a este

estudo, provamos que se um grafo é split comparabilidade, então sua dimansão linear

é no máximo 3. Observamos que os grafos RSn são split, comparabilidade e possuem

dimensão exatamente 3. Dividimos o capítulo em duas seções cujo conteúdo está

descrito a seguir.

Na Seção 6.1, revisamos a de�nição de relação de ordem livre de ciclos � que

é a relação de ordem parcial que de�ne os grafos cordais comparabilidade �, a

de�nição de dimensão de uma ordem parcial e algumas de suas propriedades funda-

mentais. Baseados nisto, apresentamos uma prova detalhada do resultado de Ma e

Spinrad [30]. Para complementar o resultado de Ma e Spinrad, apresentamos gra-

fos cordais comparabilidade de dimensões 1, 2, 3 e 4, sendo este último caso uma

apresentação detalhada da construção, de Kierstead, Trotter e Qin [28], que apre-

senta o único exemplo conhecido de grafo cordal comparabilidade cuja dimensão é

exatamente 4

Na Seção 6.2, motivados pelos resultados apresentados ao longo deste capítulo

e curiosos por investigar a dimensão dos grafos RSn, provamos que todo grafo split

comparabilidade tem dimensão no máximo 3. Para isto, apresentamos uma prova

detalhada da caracterização dos grafos split comparabilidade, de C. Ortiz e M.

Villanueva [35].
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6.1 Dimensão linear dos grafos cordais comparabi-

lidade

Para toda relação de ordem parcial R sobre um conjunto �nito, existe um con-

junto L de extensões lineares de R tal que R é igual a interseção dos elementos de

L. A cardinalidade do menor L com esta propriedade é chamada a dimensão linear

de R. Este conceito de dimensão foi introduzido, em 1941, por Dushnik e Miller [9]

e investigado mais detalhadamente no livro [44].

Como cada grafo de comparabilidade G está associado a uma relação de ordem

parcial R e cada ordem parcial associada a G possui a mesma dimensão [45], natural-

mente, utilizamos a dimensão de R para de�nirmos a dimensão de G. Neste âmbito,

podemos considerar alguns problemas, como, por exemplo, o de determinarmos a

dimensão dos grafos de comparabilidade ou, mais restritamente, determinarmos a di-

mensão de grafos de comparabilidade pertencentes a outras classes de grafos. Neste

contexto, é que se insere os resultados apresentados nesta seção e na Seção 6.2.

Seguimos aqui a nomenclatura adotada em [30]. Iniciamos revisando a de�nição

do tipo de relação de ordem parcial que está associada aos grafos cordais compara-

bilidade.

De�nição 16. Uma relação de ordem parcial P é livre de ciclos se o grafo GP �

i.e., o grafo comparabilidade associado a P � é cordal.

Para abreviar, denominamos uma relação de ordem parcial livre de ciclos apenas

por relação livre de ciclos.

Segue da de�nição que uma relação P é relação livre de ciclos se, e somente se,

o grafo GP é cordal comparabilidade.

Exemplo 14. Considere a relação de ordem parcial livre de ciclos P descrita abaixo,

P = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e), (a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (c, b), (c, d), (e, d)}

sobre {a, b, c, d, e}. A Figura 6.1 ilustra o grafo GP e o digrafo DP .

a

b

cd

e

a

b

cd

e

Figura 6.1: Grafo cordal comparabilidade GP e seu digrafo DP .
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De�nição 17. Sejam Q e R relações de ordens parciais sobre um conjunto �nito

V . Dizemos que R é extensão de Q se Q ⊆ R.

Se a extensão de uma ordem parcial é uma ordem total, a denominamos de

extensão total ou, ainda, linear.

De�nição 18. Seja R uma relação de ordem parcial e R1, . . ., Rk extensões totais

de R. Dizemos que {R1, · · · , Rk} é gerador de R, ou que {R1, . . . , Rk} gera R, se

R =
k⋂

i=1

Ri.

Outro termo utilizado para conjunto gerador é conjunto realizador ou, apenas,

realizador.

Proposição 9. Se R é uma relação de ordem parcial sobre um conjunto �nito V ,

então R possui um gerador.

Prova. Seja R uma relação de ordem parcial sobre um conjunto �nito V . Vamos

considerar dois casos.

Suponhamos que R é total. Daí, R =
1⋂

i=1

Ri.

Suponhamos que R não é total. Tomemos x, y ∈ V tais que (x, y), (y, x) /∈ R.

Vamos considerar R1 e R2 as duas extensões de R, de�nidas abaixo:

R1 = R ∪ {(x, y)} ∪ {(a, y) : (a, x) ∈ R} ∪ {(x, b) : (y, b) ∈ R}

R2 = R ∪ {(y, x)} ∪ {(y, a) : (x, a) ∈ R} ∪ {(b, x) : (b, y) ∈ R}

Vamos considerar quatro casos.

Caso 1. Suponhamos que R1 e R2 são ordens totais. Daí, R =
2⋂

i=1

Ri.

Caso 2. Suponhamos que R1 não é total e R2 é total. Neste caso, repetimos o

raciocínio anterior, tomamos x1, y1 ∈ V tais que (x1, y1), (y1, x1) /∈ R1 e construímos

R3 e R4 extensões de R1 de�nidas abaixo:

R3 = R ∪ {(x1, y1)} ∪ {(a, y1) : (a, x1) ∈ R1} ∪ {(x1, b) : (y1, b) ∈ R1}

R4 = R ∪ {(y1, x1)} ∪ {(y1, a) : (x1, a) ∈ R1} ∪ {(b, x1) : (b, y1) ∈ R1}

Se R3 e R4 são ordens totais, então R =
4⋂

i=2

Ri. Caso contrário, se Ri não é total,

para algum i ∈ {3, 4}, basta repetir o processo para cada Ri.

Ao repetir este processo, vamos considerar dois casos. Suponhamos que as ex-

tensões obtidas de R3 e R4 são totais, daí o resultado segue. Suponhamos que as
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extensões obtidas de Ri não são totais. Neste caso, realizamos todo o processo

novamente para Ri

Como V é �nito, este processo iterado deve terminar em alguma etapa. E, ao

terminar, o resultado segue.

Caso 3. Suponhamos que R1 é total e R2 não é total. Este caso é análogo ao

anterior.

Caso 4. Suponhamos que R1 e R2 não são totais. Neste caso, repetimos o ra-

ciocínio anterior, tomamos x1, y1, x2, y2 ∈ V tais que (x1, y1), (y1, x1) /∈ R1 e

(x2, y2), (y2, x2) /∈ R2 e construímos R3, R4 extensões de R1, R5 e R6 extensões

de R2 de�nidas abaixo:

R3 = R ∪ {(x1, y1)} ∪ {(a, y1) : (a, x1) ∈ R1} ∪ {(x1, b) : (y1, b) ∈ R1}

R4 = R ∪ {(y1, x1)} ∪ {(y1, a) : (x1, a) ∈ R1} ∪ {(b, x1) : (b, y1) ∈ R1}

R5 = R ∪ {(x2, y2)} ∪ {(a, y2) : (a, x2) ∈ R2} ∪ {(x2, b) : (y2, b) ∈ R2}

R6 = R ∪ {(y1, x1)} ∪ {(y1, a) : (x1, a) ∈ R2} ∪ {(b, x1) : (b, y1) ∈ R2}

Se R3, R4, R5 e R6 são totais, então R =
6⋂
3

Ri. Caso contrário, se Ri não é total,

para algum i ∈ {3, 4, 5, 6}, basta repetir o processo novamente para cada Ri que não

é total.

Ao repetir este processo, vamos considerar dois subcasos.

4.1 Se as extensões de Ri são totais, para todo i ∈ {3, 4, 5, 6}. Daí o resultado

segue.

4.2 Se existe uma extensão total obtida de Ri que não é total� para algum i ∈
{3, 4, 5, 6}, então, neste caso, realizamos todo o processo novamente.

Como V é �nito, este processo iterado deve terminar em alguma etapa. E, ao

terminar, o resultado segue.

Sendo assim, �ca demonstrado que toda relação de ordem parcial é interseção de

algumas de suas extensões totais. Isto é, toda relação de ordem parcial tem conjunto

gerador.

A Proposição 9 garante que o conceito abaixo está bem de�nido.

De�nição 19. Seja R uma relação de ordem parcial. A dimensão de R é o menor

número natural k para o qual existe um conjunto gerador de R com k elementos. A

dimensão de R é denotada por dim(R).
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De�nição 20. Seja G um grafo de comparabilidade. A dimensão de G é o menor

número natural k para o qual existe uma relação R associada a G de modo que

dim(R) = k. A dimensão de G é denotada por dim(G).

Dado um grafo de comparabilidade G, podem existir ordens parciais distintas

R1, . . . , Rk tais que G é o grafo de comparabilidade de Ri, onde i ∈ {1, . . . , k}.
Neste caso, seria natural de�nirmos dim(G) = min{dim(Ri) : i ∈ [k]}. Porém,

Trotter, J. I. Moore e D. P. Sumner [45] provaram que se P e Q são relações de

ordem parciais tais que os grafos de comparabilidade GP de P e GQ de Q são iguais,

então dim(P ) = dim(Q). Ou seja, a dimensão de um grafo de comparabilidade é um

invariante, pois basta calcularmos a dimensão de apenas uma relação associada ao

grafo, para sabermos a dimensão deste grafo.

Exemplo 15. A relação P do digrafo DP da Figura 6.1 admite duas extensões

totais P1 e P2 que são, respectivamente:

P1 = {(a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (c, b), (d, b), (e, b), (c, d), (e, c), (e, d)} ∪

{(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e)}

P2 = {(a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (c, b), (b, d), (b, e), (c, d), (c, e), (e, d)} ∪

{(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e)}

Como P = P1 ∩ P2, temos que dim(P ) = 2. Logo, o digrafo GP da Figura 6.1 é

tal que dim(GP ) = 2.

Por outro lado, também podemos concluir que dim(GP ) = 2 a partir do grafo de

comparabilidade GP .

Por exemplo, vamos considerar os digrafos DP1 e DP2 da Figura 6.2, que são

construídos a partir deDP da Figura 6.1 ao adicionar as arestas abaixo, de forma que

os grafos GP1 e GP2 � associados a DP1 e DP2 , respectivamente � sejam completos.

a

b

cd

e

a

b

cd

e

Figura 6.2: Digrafos DP1 e DP2 .

O digrafo DP é tal que V (DP ) = V (DP1)∩V (DP2) e A(DP ) = A(DP1)∩A(DP2).
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Nesta situação, diremos que o digrafo DP é a interseção dos digrafos DP1 com DP2

e denotaremos por DP = DP1 ∩DP2 .

Como os digrafos DP1 e DP2 estão associados a GP1 e GP2 completos e DP =

DP1 ∩DP2 , há um paralelo com P = P1∩P2. Logo, podemos dizer que dim(GP ) = 2.

Existem classes de grafos que podem ser caracterizadas pelas dimensões dos seus

elementos. Por exemplo, a classe Permutação, apresentada no Capítulo 3, é composta

pelos grafos que têm dimensão menor ou igual a 2 (cf. [9]).

Para demonstrar que todo grafo cordal comparabilidade tem dimensão no má-

ximo 4, vamos usar alguns conceitos e propriedades que serão de�nidos e demons-

trados a seguir.

De�nição 21. Um digrafo D é acíclico se não possui ciclo orientado como subdi-

grafo induzido.

De�nição 22. Sejam D1 e D2 digrafos com o mesmo conjunto de vértices. Dizemos

que D2 é fecho transitivo de D1 se D1 é subdigrafo de D2 e D2 é transitivo.

Proposição 10. Se D1 é um digrafo acíclico, então existe um digrafo D2 tal que

D2 é fecho transitivo de D1.

Prova. Seja D1 um digrafo acíclico. Vamos provar o resultado por indução em n

número de vértices de D1.

Base: Suponhamos que n = 1. Assim, D1 = K1. Desta forma, tomando D2 = K1,

o resultado segue.

Hipótese: Suponhamos que se D1 é um digrafo acíclico com n vértices, então existe

um digrafo D2 tal que D2 é fecho transitivo de D1.

Passo: Seja D1 um digrafo acíclico com n+1 vértices. Como D1 é acíclico, D1 possui

ao menos uma fonte v. Vamos considerar o digrafo D1 − v que é acíclico e possui n

vértices. Assim, pela hipótese de indução, existe um digrafo D2 tal que D2 é fecho

transitivo de D1 − v. O digrafo D3 = (V (D2) ⊎ {v}, A(D2) ⊎ {(v, u) : u ∈ V (D2)})
� obtido de D2 pelo acréscimo do vértice v e dos arcos que apontam de v para

todos os vértices de D2 � é transitivo. De fato, sejam u1, u2, u3 ∈ V (D3) tais que

(u1, u2), (u2, u3) ∈ A(D3). Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que v /∈ {u1, u2, u3}. Assim, pela hipótese de indução, temos

(u1, u3) ∈ A(D2) ⊂ A(D3).

Caso 2. Suponhamos que v ∈ {u1, u2, u3}. Assim, pela construção de A(D3),

como v é fonte e aponta para todos os vértices de D2, v = u1 e, desta forma,

(v, u2) = (u1, u2) ∈ A(D3).
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O digrafo D1 é subdigrafo de D3, uma vez que V (D1) = V (D2) ⊎ {v} = V (D3)

e A(D1) = A(D2) ⊎ {(v, u) : u ∈ N(v)} ⊆ A(D2) ⊎ {(v, u) : u ∈ V (D′)} = A(D3).

Proposição 11. Se D1 é um digrafo transitivo, então existe um digrafo D2 tal que

D2 é extensão total de D.

Prova. Vamos provar o resultado por indução em n número de vértices de D1.

Base: Suponhamos que n = 1. Assim, D1 = K1. Desta forma, tomando D2 = K1,

o resultado segue.

Hipótese: Suponhamos que se D1 é um digrafo transitivo com n vértices, então

existe um digrafo D2 tal que D2 extensão total de D1.

Passo: Seja D1 um digrafo transitivo com n+1 vértices. Como D1 é transitivo, D1

é acíclico e, portanto, possui uma fonte v, Vamos considerar o digrafo D1 − v, que é

transitivo e tem n vértices. Portanto, pela hipótese de indução, existe D2 extensão

total de D1 − v. Tomemos D3 = (V (D2) ⊎ {v}, A(D2) ⊎ {(v, u) : u ∈ V (D2)}).
O digrafo D3 é completo, uma vez que D2 é completo e adicionamos v a D2

tornando-o adjacente a todos os vértices u ∈ V (D2).

O digrafo D3 é transitivo. De fato, tomemos u1, u2, u3 ∈ V (D3) tais que

(u1, u2), (u2, u3) ∈ A(D3). Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que v /∈ {u1, u2, u3}. Assim, u1, u2, u3 ∈ V (D2) e como D2 é

completo e transitivo, (u1, u3) ∈ A(D3).

Caso 2. Suponhamos que v ∈ {u1, u2, u3}. Assim, como v é fonte de D3, temos

v = u1. Desta forma, pela construção de A(D3), temos (v, u3) = (u1, u3) ∈ A(D3).

Neste capítulo, queremos demonstrar que todo grafo cordal comparabilidade tem

dimensão no máximo igual a 4. Isto será feito utilizando o fato que um grafo G é

cordal se, e somente se, possui uma árvore característica TG. Sabemos que a árvore

característica está associada a uma família F = {Tv : v ∈ G}, onde Tv = TG[CMv],

tal que G é isomorfo a Ω(F) (cf. Seção 2.1). Provaremos algumas propriedades das

subárvores Tv.

A partir de agora, neste capítulo, vamos utilizar G = GP = (V (G), E(G)) para

denotar o grafo cordal comparabilidade associado a uma relação livre de ciclos P .

Consideramos TG enraízada. Um algoritmo de busca em profundidade rotula

V (TG) em pré-ordem, rotulando cada vértice visitado com números consecutivos a

partir de 1, isto é, assinala 1 para a raiz de TG e, percorre TG, rotulando com números

naturais consecutivos todos os vértices do ramo mais a esquerda antes de rotular os

vértices do próximo ramo, mais a direita.
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O rótulo assinalado pelo algoritmo para v ∈ V (TG), denominado número de

busca em profundidade de v, será denotado por NBP(v).

Exemplo 16. Tomemos G o grafo da Figura 4.2. Neste caso, considere a árvore

característica de G é TG ilustrada abaixo de maneira enraízada.

a, b, g b, c, d d, e, f

b, d, f, g

A busca em profundidade considerada anteriormente, vai rotular os vértices de

TG do seguinte modo:

2 3 4

1

O número da busca em profundidade do vértice {b, c, d} de TG é 3, denotado por

NBP({b, c, d}) = 3.

O menor NBP dos vértices de uma árvore característica TG é denotado por

min(TG) . O maior é denominado por max(T ).

Proposição 12. [Ma & Spinrad, 1991] Sejam G um grafo cordal com árvore carac-

terística TG e Tu, Tv ∈ F tal que Tu ∩ Tv = ∅. Se min(Tu) < min(Tv) então apenas

uma das duas condições se veri�ca:

(a) max(Tu) < min(Tv)

(b) max(Tu) > max(Tv) e nenhum v ∈ V (Tu) tem NBP entre min(Tv) e max(Tv)

Prova. Sejam G grafo cordal com árvore característica TG e Tu, Tv ∈ F tal que

Tu ∩ Tv = ∅.
Suponhamos que min(Tu) < min(Tv), então pela busca em profundidade consi-

derada, Tu começa a ser rotulada antes de Tv. Vamos considerar dois casos:

Caso 1. Suponhamos que a subárvore Tu é inteiramente rotulada antes de se iniciar

a rotulação de Tv. Neste caso, obtemos que todos os rótulos de Tu são menores que

os rótulos de Tv. Logo max(Tu) < min(Tv).
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Caso 2. Suponhamos que a subárvore Tu não é inteiramente rotulada antes de se

iniciar a rotulação de Tv. Neste caso, sem perda de generalidade, Tu deve começar

a ser rotulada antes de Tv, mas não é rotulada por completo. Ou seja, Tv começa a

ser rotulada após o iniício da rotulação dos vértices de Tu mas antes do término de

Tu. Como ambas subárvores são conexas, Tv tem que ser completamente rotulada

antes de terminar Tu, isto é, Tv tem seus rótulos totalmente preenchidos no meio da

assinalação de rótulos para Tu. Daí, max(Tu) > max(Tv) e nenhum v ∈ V (Tu) possui

NBP entre min(Tv) e max(Tv).

Isto conclui a prova.

Agora, sejam Q′ e R′ as seguintes relações sobre V (G), de�nidas com base na

Proposição 12:

Q′ = {(u, v) : uv /∈ E(G), min(Tu) < min(Tv) e max(Tu) < min(Tv)},

R′ = {(u, v) : uv /∈ E(G), min(Tu) < min(Tv) e max(Tu) > max(Tv)}.

Estendendo a de�nição de Q′ e R′ a �m de obtermos a re�exividade, construímos

Q e R de�nidas abaixo:

Q = Q′ ∪ {(x, x), (y, y) : (x, y) ∈ Q},

R = R′ ∪ {(x, x), (y, y) : (x, y) ∈ R}.

Pelo modo que Q e R foram construídos, para quaisquer x, y ∈ V (G), temos que

x e y estão relacionados segundo uma, e apenas uma, das relações P , Q ou R.

Proposição 13. [Ma & Spinrad, 1991] As relações Q e R são de ordem parcial.

Prova. Segundo a de�nição de ordem parcial, precisamos demonstrar que Q e R

são re�exivas, antissimétricas e transitivas.

Q e R são re�exivas. Pela construção de Q e R.

Q e R são antissimétricas. Sejam u, v ∈ V (G). Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que (u, v) ∈ Q. Assim, min(Tu) < max(Tu) < min(Tv) <

max(Tv). Deste modo, (v, u) /∈ Q, o que implica em Q antissimétrica, por vacuidade.

Caso 2. Suponhamos que (u, v) ∈ R. Assim, max(Tu) > max(Tv). Deste modo,

(v, u) /∈ R, o que implica em R antissimétrica, por vacuidade.

Q e R são transitivas. Sejam u, v e w vértices do grafo G. Vamos considerar dois

casos.
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Caso 1. Suponhamos que (u, v) ∈ Q e (v, w) ∈ Q. Assim, min(Tu) < min(Tv) e

min(Tv) < min(Tw). Portanto min(Tu) < min(Tw) e max(Tu) < min(Tv) e max(Tv) <

min(Tw). Desta forma, max(Tu) < min(Tv) ⩽ max(Tv) < min(Tw). Daí (u,w) ∈ Q.

Caso 2. Suponhamos que (u, v) ∈ R e (v, w) ∈ R. Assim, min(Tu) < min(Tv) <

min(Tw) e max(Tu) > max(Tv) > max(Tw). Como nenhum vértice de Tu tem NBP

entre min(Tv) e max(Tv), pela Proposição 12, os vértices de Tv foram totalmente

rotulados entre o preenchimento de rótulos para os vértices de Tu. Analogamente,

Tw foi totalmente rotulada entre o preenchimento com rótulos para os vértices de

Tv. Deste modo, Tw foi completamente preenchida com rótulos entre a rotulação

dos vértices de Tv. Portanto, (u,w) ∈ R.

Isto conclui a prova.

Proposição 14. [Ma & Spinrad, 1991] O digrafo DP∪Q é acíclico.

Prova. Suponhamos, para uma contradição, que existe Ck ciclo orientado induzido

no digrafo DP∪Q, com k ⩾ 4 menor possível. Sabemos que o comprimento do ciclo

é par. Assim, existem u1, u2, u3 e u4 vértices de Ck tais que (u1, u2), (u3, u4) ∈ P

e (u2, u3) ∈ Q. Se k = 4, então (u4, u1) ∈ Q. Se k > 4, então u1u4 /∈ E(DP∪Q) e

existem u5, uk−1 ∈ V (DP∪Q) tais que (uk−1, u1), (u4, u5) ∈ Q.

Temos que (u2, u4), (u4, u2) /∈ P ∪Q. Vamos considerar quatro casos.

Caso 1. Suponhamos que (u2, u4) ∈ P . Neste caso, pela transitividade de P ,

obtemos (u1, u4) ∈ P , uma contradição com (u4, u1) ∈ Q (se k = 4) ou com a

minimalidade de k (se k > 4).

Caso 2. Suponhamos que (u4, u2) ∈ P . Neste caso, pela transitividade de P ,

obtemos (u3, u2) ∈ P , uma contradição com (u2, u3) ∈ Q.

Caso 3. Suponhamos que (u2, u4) ∈ Q. Vamos considerar mais dois subcasos.

Suponhamos que k = 4. Desta forma, pela transitividade de Q, (u2, u1) ∈ Q,

uma contradição com (u1, u2) ∈ P . Suponhamos que k > 4. Desta forma, pela

transitividade de Q, (u2, u5) ∈ Q, uma contradição com a minimalidade de k.

Caso 4. Suponhamos que (u4, u2) ∈ Q. Neste caso, pela transitividade de Q,

obtemos (u4, u3) ∈ Q, uma contradição.

Analogamente, podemos a�rmar que (u1, u3), (u3, u1) /∈ P ∪Q.

Desta forma, ou (u2, u4) ∈ R ou (u4, u2) ∈ R. Daí, vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que (u2, u4) ∈ R.

Pela de�nição de R, min(Tu2) < min(Tu4), nenhum vértice de Tu2 tem NBP entre

[min(Tu4),max(Tu4)] e max(Tu2) > max(Tu4).
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Por outro lado, como (u2, u3) ∈ Q, mathsfmax(Tu2) < min(Tu3). Logo,

min(Tu4) ⩽ max(Tu4) < min(Tu3), isto é, (u4, u3) ∈ Q, uma contradição.

Caso 2. Suponhamos que (u4, u2) ∈ R.

Neste caso, Tu1 ∩ Tu4 = ∅. De fato, analisaremos dois subcasos simples.

Suponhamos que k = 4. Neste subcaso, (u4, u1) ∈ Q. Logo u1u4 /∈ E(G).

Suponhamos que k > 4. Neste subcaso, suponhamos, para uma contradição,

que u1u4 ∈ E(G). Desta forma, (u1, u4) ∈ P ou (u4, u1) ∈ P . Se (u1, u4) ∈ P ,

então há uma contradição com a minimalidade de k. Se (u4, u1) ∈ P , então, pela

transitividade de P , (u4, u2) ∈ P , uma contradição.

Desta forma, como Tu1 ∩ Tu2 ̸= ∅ e Tu1 ∩ Tu4 = ∅, obtemos que (u4, u1) ∈ R.

Estudaremos dois subcasos com mais detalhes.

2.1 Suponhamos que min(Tu1) ⩽ min(Tu2). Neste subcaso, como Tu1 ∩ Tu2 ̸= ∅,
temos max(Tu1) ⩽ max(Tu2). Logo, como (u2, u3) ∈ Q, max(Tu2) < min(Tu3).

Assim, podemos concluir que max(Tu1) < min(Tu3) com min(Tu1) < min(Tu3).

Daí, (u1, u3) ∈ Q, uma contradição.

2.2 Suponhamos que min(Tu2) < min(Tu1). Como Tu3 ∩ Tu4 ̸= ∅, temos

min(Tu3) ⩽ max(Tu4) ⩽ max(Tu3). Por outro lado, (u4, u1) ∈ R, isto é,

max(Tu1) < max(Tu4). Desta forma, vamos considerar dois subcasos. Su-

ponhamos que max(Tu3) ⩽ max(Tu1) < max(Tu4). Assim, Tu1 ∩ Tu3 ̸= ∅,
uma contradição. Suponhamos que max(Tu1) < min(Tu3) ⩽ min(Tu4). Assim,

(u1, u3) ∈ Q, uma contradição.

Isto conclui a prova.

Proposição 15. [Ma & Spinrad, 1991] O digrafo DP∪R é acíclico.

Prova. Suponhonhamos, para uma contradição, que existe Ck ciclo orientado in-

duzido no digrafo DP∪R, com k ⩾ 4 menor possível. Pelo mesmo raciocínio em-

pregado demonstração da Proposição 14, existem u1, u2, u3 e u4 vértices de Ck tais

que (u1, u2), (u3, u4) ∈ P e (u2, u3) ∈ R. Ainda, pela demonstração da Proposi-

ção 14, (u1, u3), (u3, u1), (u2, u4), (u4, u2) /∈ P ∪ R. Desta forma, ou (u2, u4) ∈ Q ou

(u4, u2) ∈ Q. Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que (u2, u4) ∈ Q. Neste caso, obtemos:

min(Tu2) < min(Tu3) ⩽ max(Tu3) < max(Tu2) < min(Tu4),

ou seja, min(Tu3) < min(Tu4) e max(Tu3) < min(Tu4). Pela de�nição de Q, (u3, u4) ∈
Q, uma contradição com (u3, u4) ∈ P .
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Caso 2. Suponhamos que (u4, u2) ∈ Q. Neste caso, temos max(Tu4) < min(Tu2).

Como (u2, u3) ∈ R, obtemos min(Tu2) < min(Tu3). Daí, min(Tu4) ⩽ max(Tu4) <

min(Tu3), isto é, (u4, u3) ∈ Q. Uma contradição com (u3, u4) ∈ P .

Isto conclui a prova.

Proposição 16. [Ma & Spinrad, 1991] O digrafo DP∪Q−1 é acíclico.

Prova. Suponhamos, para uma contradição, que existe Ck ciclo orientado indu-

zido no digrafo DP∪Q−1 , com k menor possível. Pelo mesmo raciocínio exibido

na demonstração da Proposição 14, existem u1, u2, u3 e u4 vértices de Ck tais que

(u1, u2), (u3, u4) ∈ P e (u2, u3) ∈ Q−1. Temos que (u2, u4), (u4, u2) /∈ P ∪ Q. Com

efeito, analisaremos quatro casos.

Caso 1. Suponhamos que (u2, u4) ∈ P . Neste caso, pela transitividade de P ,

obtemos (u1, u4) ∈ P , uma contradição com (u4, u1) ∈ P (se k = 4) ou com a

minimalidade de k (se k > 4).

Caso 2. Suponhamos que (u4, u2) ∈ P . Neste caso, pela transitividade de P ,

obtemos (u3, u2) ∈ P , uma contradição com (u2, u3) ∈ Q.

Caso 3. Suponhamos que (u2, u4) ∈ Q. Neste caso, (u4, u2) ∈ Q−1 e, pela transiti-

vidade de Q−1, obtemos (u4, u3) ∈ Q−1. Uma contradição com (u3, u4) ∈ P .

Caso 4. Suponhamos que (u4, u2) ∈ Q. Neste caso (u2, u4) ∈ Q−1. Vamos consi-

derar dois subcasos. Suponhamos que k = 4. Desta forma, (u4, u1) ∈ Q−1 e, pela

transitividade de Q−1, obtemos (u2, u1) ∈ Q−1. Uma contradição com (u1, u2) ∈ P .

Suponhamos que k > 4. Desta forma, (u2, u5) ∈ Q−1, uma contradição com a

minimalidade de k.

Analogamente ao estudo de casos feito acima para os vértices u2 e u4, podemos

a�rmar que (u1, u3), (u3, u1) /∈ P ∪Q.

Desta forma, ou (u2, u4) ∈ R ou (u4, u2) ∈ R. Analisaremos mais dois casos

sobre R.

Caso 1. Suponhamos que (u2, u4) ∈ R. Neste caso, min(Tu2) < min(Tu4). Pela

hipótese, temos (u3, u2) ∈ Q, isto é, min(Tu3) ⩽ max(Tu3) < min(Tu2). De onde

podemos concluir que:

min(Tu3) ⩽ max(Tu3) < min(Tu4),

isto é, (u3, u4) ∈ Q. Uma contradição com (u3, u4) ∈ P .

Caso 2. Suponhamos que (u4, u2) ∈ R. Neste caso, Tu1 ∩ Tu4 = ∅. De fato, precisa-
mos considerar dois casos. Suponhamos que k = 4. Neste subcaso, (u4, u1) ∈ Q−1,
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isto é, (u1, u4) ∈ Q. Logo u1u4 /∈ E(G). Suponhamos que k > 4. Neste subcaso,

suponhamos, para uma contradição, que u1u4 ∈ E(G). Desta forma, (u1, u4) ∈ P

ou (u4, u1) ∈ P . Se (u1, u4) ∈ P , então há uma contradição com a minimalidade de

k. Se (u4, u1) ∈ P , então, pela transitividade de P , (u4, u2) ∈ P , uma contradição.

Desta forma, como Tu1 ∩ Tu2 ̸= ∅ e Tu1 ∩ Tu4 = ∅, obtemos que (u4, u1) ∈ R.

Vamos considerar dois subcasos.

2.1 Suponhamos que min(Tu1) ⩽ min(Tu2). Como Tu3 ∩ Tu4 ̸= ∅, temos

min(Tu3) ⩽ min(Tu4) ⩽ max(Tu3). Por outro lado, (u4, u1) ∈ R, isto é,

min(Tu4) < min(Tu1). Desta forma, analisaremos dois sucasos simples. Supo-

nhamos que min(Tu4) ⩽ max(Tu3) < min(Tu1). Assim, (u3, u1) ∈ Q, uma con-

tradição. Por outro lado, suponhamos que min(Tu4) < min(Tu1) ⩽ max(Tu3).

Assim, Tu1 ∩ Tu3 ̸= ∅, uma contradição.

2.2 Suponhamos que min(Tu1) > min(Tu2). Neste subcaso, como (u3, u2) ∈ Q,

obtemos que min(Tu3) ⩽ max(Tu3) < min(Tu2) < min(Tu1). Isto é, (u3, u1) ∈ Q,

uma contradição.

Isto conclui a prova.

Proposição 17. [Ma & Spinrad, 1991] O digrafo DP∪R−1 é acíclico.

Prova. Suponhamos, para uma contradição, que existe um ciclo orientado induzido

Ck no digrafo DP∪R−1 , com k menor possível.

Pelo mesmo raciocínio empregado na demonstração da Proposição 14, existem

u1, u2, u3 e u4 vértices de Ck tais que (u1, u2), (u3, u4) ∈ P e (u2, u3) ∈ R−1. E, pela

demonstração da Proposição 16, (u1, u3), (u3, u1), (u2, u4), (u4, u2) /∈ P ∪ R. Agora,

como (u3, u2) ∈ R, Tu1 ∩ Tu2 ̸= ∅ e Tu1 ∩ Tu3 = ∅, temos que (u3, u1) ∈ R, uma

contradição.

Pela Proposição 10, os digrafos acíclicos DP∪Q, DP∪R, DP∪Q−1 e DP∪R−1 têm

fechos transitivos D′
P∪Q, D

′
P∪R, D

′
P∪Q−1 e D′

P∪R−1 respectivamente. Já pela Propo-

sição 11, estes fechos possuem extensões totais D1, D2, D3 e D4 respectivamente.

Teorema 14. [Ma & Spinrad, 1991] Se um grafo G é cordal comparabilidade, então

dim(G) ⩽ 4.

Prova. Seja um grafo G = GP cordal comparabilidade associado à ordem livre

de ciclos P e ao digrafo DP . Pelas Proposições 14, 15, 16, e 17 temos que D

admite quatro extensões totais D1, D2, D3 e D4 citadas acima. Vamos mostrar que

DP =
4⋂

i=1

Di.
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Temos DP ⊆
4⋂
1

Di. De fato, seja (x, y) ∈ A(DP ). Desta forma, como DP ⊆

DP∪Q, DP ⊆ DP∪R, DP ⊆ DP∪Q−1 e DP ⊆ DP∪R−1 , temos que (x, y) ∈
4⋂
1

Di.

Reciprocamente,
4⋂
1

Di ⊆ DP . De fato, seja (x, y) ∈
4⋂
1

Di. Suponhamos, para

uma contradição, que (x, y) /∈ DP . Vamos considerar quatro casos.

Caso 1. Suponhamos que (x, y) ∈ Q. Assim, (x, y) /∈ Q−1. Desta forma, (x, y) /∈

P ∪Q−1, uma contradição com (x, y) ∈
4⋂
1

Di.

Caso 2. Suponhamos que (y, x) ∈ Q. Assim, (x, y) /∈ Q. Desta forma, (x, y) /∈ P∪Q,
uma contradição.

Caso 3. Suponhamos que (x, y) ∈ R. Assim, (x, y) /∈ R−1. Desta forma, (x, y) /∈

P ∪R−1, uma contradição com (x, y) ∈
4⋂
1

Di.

Caso 4. Suponhamos que (y, x) ∈ R. Assim, (x, y) /∈ R. Desta forma, (x, y) /∈ P∪R,
uma contradição.

Com isso, {D1, D2, D3, D4} é conjunto gerador de P , o que demonstra o resul-

tado.

Observamos que a recíproca do Teorema 14 não é verdadeira. De fato, o grafo

C4 é tal que dim(C4) = 2 ⩽ 4 e C4 não é cordal comparabilidade.

A seguir, exibimos grafos cordais comparabilidade de dimensões 1, 2 e 3.

Exemplo 17. Todo grafo completo Kn é grafo cordal comparabilidade com

dim(Kn) = 1.

Exemplo 18. A relação livre de ciclos P descrita abaixo

P = {(b, a), (c, a), (b, c), (b, d), (c, d), (a, a), (b, b), (c, c), (d, d)}

corresponde ao grafo cordal comparabilidade e ao digrafo ilustrados na Figura 6.3.

a

c

d

b

a

b

d

c

Figura 6.3: Um grafo GP cordal comparabilidade com seu digrafo DP .

O digrafo da Figura 6.3 admite as seguintes extensões totais:
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a

c

d

b

a

b

d

c

Figura 6.4: As extensões totais DP1 e DP2 de DP .

A Figura 6.4 ilustra duas extensões totais P1 e P2 de P :

P1 = {(b, a), (c, a), (b, c), (b, d), (c, d), (d, a)} ∪ {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d)}

P2 = {(b, a), (c, a), (b, c), (b, d), (c, d), (a, d)} ∪ {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d)}

Temos que P = P1 ∩ P2. Assim, {P1, P2} é conjunto gerador de P . Logo, o grafo

GP da Figura 6.3 é cordal comparabilidade e dim(GP ) = 2.

No que segue, vamos utilizar tamb �me outra notação para representar extensões

totais. Por exemplo, as extensões P1 e P2 acima podem ser denotadas através da

relações ⩽P1 e ⩽P2 como se segue:

P1 : b ⩽P1 c ⩽P1 d ⩽P1 a

P2 : b ⩽P2 c ⩽P2 a ⩽P2 d

Além disso, para facilitar a redação, quando não houver ambiguidade, vamos, tam-

bém, denotar P1 e P2 por ⩽, sem os índices P1 e P2, como segue:

P1 : b ⩽ c ⩽ d ⩽ a

P2 : b ⩽ c ⩽ a ⩽ d

O que distingue P1 de P2 é que, em P1, temos d < a, i.e, (d, a) ∈ P1; já em P2, temos

a < d, i.e, (a, d) ∈ P2. Ou seja, P1 ∩ P2 não possui (a, d) e nem (d, a).

Assim, sempre que denotamos duas extensões totais P e R, ambiguamente por

⩽, quando dois vértices quaisquer x, y estão em uma determinada ordem em P , i.e,

x ⩽ y, e trocam de ordem em R, i.e, y ⩽ x, podemos concluir que (x, y), (y, x) /∈
P ∩R. Ou seja, x e y não estão relacionados segundo P ∩R.

Exemplo 19. O grafo rising-sun G, ilustrado na Figura 4.2, é cordal comparabili-

dade e dim(G) = 3.

De fato, de acordo com a notação introduzida acima, o grafo rising-sun G da
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Figura 4.2 admite três extensões totais ilustradas por:

d ⩽ c ⩽ f ⩽ e ⩽ a ⩽ g ⩽ b

a ⩽ d ⩽ f ⩽ g ⩽ c ⩽ b ⩽ e

d ⩽ f ⩽ e ⩽ c ⩽ a ⩽ g ⩽ b

Estas três ordens formam um conjunto gerador de tamanho 3 para a relação de

ordem associada ao rising-sun G.

Por outro lado, para garantir que não há conjunto gerador de tamanho menor

que 3 para a relação de ordem associada ao grafo rising-sun, seguimos o seguinte

raciocínio: o co-rising-sun, grafo complemento do grafo rising-sun, não é grafo com-

parabilidade (cf. Capítulo 3, Seção 2.2, Figura 3.4). Portanto, o rising-sun não é

grafo cocomparabilidade. Daí, como os grafos de permutação são os grafos com-

parabilidade cocomparabilidade [38], concluímos que o rising-sun não é grafo de

permutação. Como um grafo é de permutação se, e somente se, possui dimensão no

máximo 2 (cf. [9]), concluímos que o rising-sun tem dimensão exatamente 3.

Outros exemplos de grafos cordais comparabilidade com dimensão exatamente 3

são os RSn construídos na Seção 5.

Exemplo 20. As três extensões lineares abaixo demonstram que o grafo RS4 da

Figura 5.5 tem dimensão no máximo 3.

a1 ⩽ v4 ⩽ a2 ⩽ v5 ⩽ a3 ⩽ v6 ⩽ v1 ⩽ v2 ⩽ v3 ⩽ a4

a1 ⩽ v4 ⩽ v5 ⩽ v6 ⩽ v1 ⩽ a2 ⩽ v2 ⩽ a3 ⩽ v3 ⩽ a4

v4 ⩽ v5 ⩽ v6 ⩽ a4 ⩽ a3 ⩽ a2 ⩽ a1 ⩽ v1 ⩽ v2 ⩽ v3

Por outro lado, como o grafo RS4 tem árvore característica única isomorfa a

K1,4, temos que RS4 não é de intervalo [16]. Ou seja, RS4 não é cocomparabilidade.

Assim, RS4 não é de permutação. Logo, dim(RS4) = 3.

Exemplo 21. Generalizando as extensões lineares empregadas no Exemplo 20, te-

mos que dim(RSn) = 3, para todo n ⩾ 3, e, para RS1 obtemos dim(RS1) = 1 e para

RS2 obtemos dim(RS2) = 2.

De fato, para n ⩾ 3, consideremos as extensões lineares abaixo, utilizando a

74



rotulação dos vértices dada na Figura 5.9.

a1 ⩽ vn ⩽ a2 ⩽ vn+1 ⩽ a3 ⩽ · · · ⩽ an−1 ⩽ v2n−2 ⩽ v1 ⩽ v2 ⩽ v3 ⩽ · · · ⩽ vn−1 ⩽ an

a1 ⩽ vn ⩽ vn+1 ⩽ · · · ⩽ v2n−2 ⩽ v1 ⩽ a2 ⩽ v2 ⩽ a3 ⩽ v3 ⩽ · · · ⩽ an−1 ⩽ vn−1 ⩽ an

vn ⩽ vn+1 ⩽ · · · ⩽ v2n−2 ⩽ an ⩽ an−1 ⩽ a3 ⩽ a2 ⩽ a1 ⩽ v1 ⩽ v2 ⩽ v3 ⩽ · · · ⩽ vn−1

Por outro lado, como o grafo RSn tem árvore característica única isomorfa a

K1,n, temos que RSn não é de intervalo [16], para todo n ⩾ 3. Ou seja, RSn não é

cocomparabilidade. Assim, RSn não é de permutação. Logo, dim(RSn) = 3.

Como os grafos RSn são split, generalizamos as ordens totais obtidas no Exem-

plo 21, para mostrar que se G é um grafo split comparabilidade (i.e, cordais compa-

rabilidade que são cocordais), então dim(G) ⩽ 3 (cf. Seção 6.2).

Vamos, agora, revisar a construção, apresentada em [28], de um grafo cordal

comparabilidade G tal que dim(G) = 4. A ideia principal é de�nir uma relação livre

de ciclos cuja dimensão é 4. Naturalmente, esta relação está associada a um grafo

cordal comparabilidade, cuja dimensão também é 4. A construção desta relação

(e grafo) se deve a Kierstead, Trotter e Qin [28]. Estes autores sabiam que toda

relação livre de ciclos tinha dimensão no máximo 4, resultado demonstrado por Ma

e Spinrad [30]. Desta forma, provaram, de fato, que 4 é um limiar justo para a

dimensão de relações livres de ciclo (e grafos cordais comparabilidade).

A relação livre de ciclos construída por Kierstead, Trotter e Qin é denominada

RLC e é construída sobre um conjunto �nito denominado LC. Vamos exibir a

construção de RLC por partes.

Em primeiro lugar, tomemos n = 2727 + 1 e i ∈ {1, . . . , n}. Consideremos

{ei0, ei1, di1, . . . , ei13, di13} ⊂ LC

e a seguinte relação sobre esse subconjunto:

Qi = {(ei0, di1), . . . , (ei0, di13)} ∪ {(ei1, di1), . . . , (ei13, di13)} ⊂ RLC .

A Figura 6.5 ilustra Qi através de um digrafo. A relação RLC contém todas as

relações Qi, para todo i ∈ {1, . . . , n}.
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di1 di2 · · ·
di12 di13

ei0 ei1 ei2
· · ·

ei12 ei13

Figura 6.5: digrafo associado à relação Qi

Os outros elementos de LC são dados por:

{b11, . . . , bn1 , . . . , b113, . . . , bn13, bn0 , . . . , b10} ∪ {t10, . . . , tn0 , t11, . . . , tn1 , . . . , t113, . . . , tn13}.

Os bi's e ti's formam uma cadeia em RLC , denominada C∗, de acordo com a

ordem abaixo:

b11 ⩽ · · · ⩽ bn1 ⩽ · · · ⩽ b113 ⩽ · · · ⩽ bn13 ⩽ bn0 ⩽ · · · ⩽ b10 ⩽

t10 ⩽ · · · ⩽ tn0 ⩽ t11 ⩽ · · · ⩽ tn1 ⩽ · · · ⩽ t113 ⩽ · · · ⩽ tn13

Agora, já temos todos os elementos de LC. Falta, apenas, completar a relação

RLC . Os elementos das relações Qi se relacionam com os elementos da cadeia C∗ do

seguinte modo:

bij ⩽ eij ⩽ dij ⩽ tij, para todos i ⩽ n e 1 ⩽ j ⩽ 13.

Os elementos eij e dij são incomparáveis com todos os elementos de C∗ entre bij

e tij. Já os elementos de Qi e de C∗ da forma ei0, t
i
0 e bi0 se relacionam da seguinte

maneira:

bi0 ⩽ ei0 ⩽ ti0, para cada i ⩽ n.

O elemento ei0 ∈ LC é incomparável com todos os elementos entre bi0 e ti0 na

cadeia C∗.

Para garantir que RLC é relação de ordem parcial, incluímos em RLC os ele-

mentos (x, x) tais que x ∈ LC. Também, incluímos os elementos garantidos por

transitividade, mas que não foram explicitamente denotados até aqui. Por exemplo,

(bij, e
1
13) ∈ RLC com j ∈ [12] e 1 ⩽ i ⩽ n.

Portanto, a Figura 6.6 ilustra, parcialmente, o grafo GRLC
associado à relação

livre de ciclos RLC . Várias arestas garantidas por transitividade estão omitidas, com

o objetivo de se obter uma �gura mais limpa e, consequentemente, um texto mais

didático possível. Por exemplo, os vértices b312 e e
1
13 estão relacionados segundo RLC

e, portanto, b312e
1
13 ∈ E(GRLC

).
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d11

e12
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dn1
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t10

b10
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tn0

t11

bn0

bn13

...

...

tn1

b113

t12

...

...

t113

b12

b1n

...

...

tn13

b11

Figura 6.6: Ilustração parcial da relação RLC

Agora, vamos revisar alguns conceitos e propriedades utilizados para demonstrar

que RLC é livre de ciclos.

De�nição 23. Seja x ∈ LC. O conjunto superior de x em LC, denotado por

S(x), é {y ∈ LC : y ⩾ x e y ̸= x}.

De�nição 24. Seja x ∈ LC. O conjunto inferior de x em LC, denotado por I(x),

é {y ∈ LC : y ⩽ x e y ̸= x}.

Exemplo 22. Para quaisquer dij e e
i
j, 1 ⩽ i ⩽ n e j ∈ [13], temos que S(dij) e S(e

i
j)

induzem uma ordem total em RLC .

De fato, pela construção de RLC , todo elemento x ∈ S(dij) é da forma tkj com

i ⩽ k ⩽ n. E como estes vértices são de C∗, conclui-se que S(dij) induz ordem total

77



em RLC . Por outro lado, a transitividade de RLC implica em S(eij) = S(dij) ∪ {dij},
de onde concluímos que S(eij) induz ordem total em RLC .

Teorema 15. [Kierstead, Trotter & Qin, 1992] A relação RLC é livre de ciclos.

Prova. Suponhamos, para uma contradição, que GRLC
tenha ciclo induzido C2k nos

vértices {x1, . . . , xk, y1, . . . , yk} e arestas {x1y1, y1x2, x2y3, . . . , yk−1xk, xkyk, ykx1},
com k menor possível. Como RLC é transitiva, por construção, existe orientação

transitiva de C2k com xi's fontes e yi's sumidouros, para todo i ∈ {1, . . . , k}.
Se, para cada i ∈ {1, . . . , k}, o vértice xi do ciclo está em C∗, então xixj ∈

E(GRLC
), uma contradição. Por outro lado, se existe xi que não está em C∗, então

consideramos dois casos.

Caso 1. Suponhamos que xi ∈ {eij, dij}, para algum j ̸= 0. Daí, o Exemplo 22 garante

que os vértices yi−1, yi ∈ N(xi)∩{x1, . . . , xk, y1, . . . , yk} do ciclo são adjacentes, pois
S(xi) induz ordem total em RLC . Desta forma, obtemos uma contradição com a

minimalidade do ciclo.

Caso 2. Suponhamos que xi = ej0 para algum j ∈ {1, . . . , n}. Vamos considerar dois

subcasos nos vizinhos de xi que estão no ciclo, denominados por yi−1 e yi.

2.1 Suponhamos que yi−1, yi são vértices de C∗. Desta forma, yi−1yi ∈ E(GRLC
),

uma contradição com a minimalidade do ciclo.

2.2 Suponhamos que yi−1 ou yi não é vértice de C∗. Sem perda de generalidade,

suponhamos que yi é o vértice que não está em C∗. Como os vizinhos de

xi = ej0 que não estão na cadeia são os vértices djq, para algum q ∈ [13] e

j ∈ {1, . . . , n}, temos yi = djq.

Denotamos o vizinho de yi, diferente do xi, por xi−1. Temos que xi−1 ∈ I(djq).

Como

I(djq) = {ejq} ∪ {bjq′ : q
′ ⩽ q} ∪ {bj′r : j′ ⩽ j e r ∈ [13]} ∪ {bj

′

0 : j′ ⩽ j},

concluímos que xi−1 = ejq. Desta forma, como xi−1 = ejq. Então, o Exemplo 22

garante que S(xi−1) = S(ejq) induz uma ordem total em RLC , uma contradição

com a minimalidade do ciclo.

Isto conclui a prova.

Agora, vamos revisar alguns conceitos e propriedades utilizados para demonstrar

que RLC tem dimensão 4.
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De�nição 25. Seja L uma extensão total de RLC . O vértice v ∈ Qi, para algum

i ∈ {1, . . . , n}, é alto se (x, y) ∈ L para todo y não relacionado com x segundo RLC .

De�nição 26. Seja L uma extensão total de RLC . O vértice v ∈ Qi, para algum

i ∈ {1, . . . , n}, é baixo se (y, x) ∈ L para todo y não relacionado com x segundo

RLC .

A Proposição 11 garante que existe L extensão total para RLC .

Teorema 16. [Kierstead, Trotter & Qin, 1992] A relação RLC tem dimensão 4.

Prova. Sejam L1, L2 e L3 extensões totais de RLC e suponhamos, para uma con-

tradição, que {L1, L2, L3} é conjunto gerador de RLC .

Para todo i ∈ [n], vamos rotular cada v ∈ Qi com uma tripla c(v) = (a1, a2, a3),

onde a1, a2, a3 ∈ {−1, 0, 1} são tais que:

� ak = −1 se v é baixo em relação a Lk;

� ak = 0 se v não é alto e nem baixo em relação a Lk;

� ak = 1 se v é alto em relação a Lk.

Pelo Princípio Fundamental da Contagem, existem 33 = 27 possibilidades de

rótulos para c(v).

Vamos rotular também o Qi, para todo i ∈ [n], do seguinte modo:

C(Qi) =
(
c(ei0), c(e

i
1), . . . , c(e

i
13), c(d

i
1), . . . , c(d

i
13)

)
Pelo Princípio Fundamental da Contagem, existem 2727 possíveis rótulos para

C(Qi).

Como existem 2727 + 1 Qi's, o Princípio da Casa dos Pombos1 garante que

existem i ̸= j em [n] tais que C(Qi) = C(Qj). Sem perda de generalidade, tomemos

i = 1 e j = 2, isto é, C(Q1) = C(Q2).

Obtemos c(d1j) = c(d2j), para {0, . . . , 13}, e, c(e1i ) = c(e2i ), para i ∈ {0, . . . , 13}.
Isto é, cada d1j e e1i são altos, baixos ou nem altos e nem baixos se e só se d2j e e2i

são altos, baixos ou nem altos e nem baixos, respectivamente.

Dados p, k ∈ {1, 2, 3}, consideremos o conjunto Ap,k de�nido por:

Ap,k = {(e1j , d1j) : e1j é alto em Lp, d
1
j é baixo em Lk, 0 < j ⩽ 13}.

Fato: Ap,p = ∅.
1Teorema de Dirichlet
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De fato, suponhamos, para uma contradição, que existe j ∈ I13 tal que (e1j , d
1
j) ∈

Ap,p. Como d1j é baixo em Lp, temos (d1j , t
1
0) ∈ Lp. Mas, por construção, o par

(e1j , d
1
j) está em RLC ⊂ Lp. Assim, pela transitividade de Lp, obtemos (e1j , t

1
0) ∈ Lp,

uma contradição com o fato de e1j ser alto em Lp.

Fato: Os vértices e1j e d1j são altos para algum Li, com i ∈ {1, 2, 3}, e baixos para
outro Lj, com j ∈ {1, 2, 3} \ {i}.

De fato, suponhamos, para uma contradição, que e1j e d
1
j não são nem altos e nem

baixos para L1, L2 e L3. Daí, existem pares (arestas) que pertencem a L1 ∩L2 ∩L3,

uma contradição com o fato de {L1, L2, L3} ser conjunto gerador de RLC .

Portanto:

{
(e1j , d

1
j) : j ∈ {1, 2, 3}

}
⊆ A1,2 ∪ A1,3 ∪ A2,1 ∪ A2,3 ∪ A3,1 ∪ A3,2

logo,

|A1,2|+ |A1,3|+ |A2,1|+ |A2,3|+ |A3,1|+ |A3,2| ⩾ 13

Sendo assim, pelo Princípio da Casa dos Pombos, existe Ap,k tal que |Ap,k| ⩾ 3.

Sem perda de generalidade, consideremos p = 1, k = 2 e {(e11, d11), (e12, d12), (e13, d13)} ⊆
A1,2.

Como C(Q1) = C(Q2), o vértice e2j é alto em L1 e o vértice d2j é baixo em L2,

para j ∈ {1, 2, 3}.
Agora, vamos procurar um par de vértices não adjacentes de GRLC

, que não é

gerado por L1, L2 e L3, em um subgrafo induzido G′
RLC

de GRLC
. Esse subgrafo

induzido está representado, parcialmente, na Figura 6.7.

Como (e11, t
1
0), (t

1
0, e

1
1) /∈ RLC e e11 é alto em L1, obtemos (t10, e

1
1) ∈ L1. E, pela

construção, o par (e10, t
1
0) está em RLC . Logo, por transitividade, obtemos (e10, e

1
1) ∈

L1. Utilizando um raciocínio análogo temos (e20, e
1
1) ∈ L1.

Pela construção, o par (e11, d
1
1) está em RLC . Daí, este fato junto com os pares

obtidos acima, temos a seguinte ordem em L1:

e10, e
2
0 < e11 < d11

Como (e21, t
1
1), (t

1
1, e

2
1) /∈ RLC e e21 é alto em L1, obtemos (t11, e

2
1) ∈ L1. E, pela

construção, (d11, t
1
1) ∈ RLC . Logo, por transitividade, temos (d11, e

2
1) ∈ L1.

Pela construção, o par (e21, d
2
1) está em RLC . Daí, este fato junto com o par e a

ordem obtidas acima, temos, em L1:

e10, e
2
0 < e11 < d11 < e21 < d21
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e10 e11

d11
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e13

d13

e20 e21

d21

e22

d22
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t20

b20

t11

b23
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b13

t12
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t22

b12

t13

b21

t23

b11

Figura 6.7: Esquema associado a G′
RLC
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Como (e12, t
2
1), (t

2
1, e

1
2) /∈ RLC e e12 é alto em L1, obtemos (t21, e

1
2) ∈ L1. E, pela

construção, (d21, t
2
1 ∈ RLC . Logo, por transitividade, temos (d21, e

1
2) ∈ L1.

Pela construção, o par (e12, d
1
2) está em RLC . Daí, este fato junto com o par e a

ordem obtidas acima, temos, em L1:

e10, e
2
0 ⩽ e11 ⩽ d11 ⩽ e21 ⩽ d21 ⩽ e12 ⩽ d12

Como (e22, t
1
2), (t

1
2, e

2
2) /∈ RLC e e22 é alto em L1, obtemos (t12, e

2
2) ∈ L1. E, pela

construção, (d12, t
1
2) ∈ RLC . Logo, por transitividade, temos (d12, e

2
2) ∈ L1.

Pela construção, o par (e22, d
2
2) está em RLC . Daí, este fato junto com o par e a

ordem obtidas acima, temos, em L1:

e10, e
2
0 ⩽ e11 ⩽ d11 ⩽ e21 ⩽ d21 ⩽ e12 ⩽ d12 ⩽ e22 ⩽ d22

Como (e13, t
2
2), (t

2
2, e

1
3) /∈ RLC e e13 é alto em L1, obtemos (t22, e

1
3) ∈ L1. E, pela

construção, (d22, t
2
2) ∈ RLC . Logo, por transitividade, temos (d22, e

1
3) ∈ L1.

Pela construção, o par (e13, d
1
3) está em RLC . Daí, este fato junto com o par e a

ordem obtidas acima, temos, em L1:

e10, e
2
0 ⩽ e11 ⩽ d11 ⩽ e21 ⩽ d21 ⩽ e12 ⩽ d12 ⩽ e22 ⩽ d22 ⩽ e13 ⩽ d13

Como (e23, t
1
3), (t

1
3, e

2
3) /∈ RLC e e23 é alto em L1, obtemos (t13, e

2
3) ∈ L1. E, pela

construção, (d13, t
1
3) ∈ RLC . Logo, por transitividade, temos (d13, e

2
3) ∈ L1.

Pela construção, o par (e23, d
2
3) está em RLC . Daí, este fato junto com o par e a

ordem obtidas acima, temos, em L1:

e10, e
2
0 ⩽ e11 ⩽ d11 ⩽ e21 ⩽ d21 ⩽ e12 ⩽ d12 ⩽ e22 ⩽ d22 ⩽ e13 ⩽ d13 ⩽ e23 ⩽ d23 (6.1)

Agora, da mesma forma que �zemos para L1, encontraremos uma outra cadeira

em L2. Nesta extensão, sabemos que os vértices d11, d
1
2, d

1
3, d

2
1, d

2
2 e d

2
3 são todos baixos.

Como todo elemento y de RLC que não está relacionado com e10 também não

está relacionado com d11, obtemos (d11, y) ∈ L2. Pela construção de RLC , temos

(e10, y) ∈ L2. Assim, o vértice e10 é baixo em L2.

Por um raciocínio análogo, obtemos que e20 é baixo em L2.

Com isso:

� Como (b10, e
1
0) ∈ RLC e (e20, b

1
0), (b

1
0, e

2
0) /∈ RLC , obtém-se (e20, b

1
0) ∈ L2 de onde

conclui-se que (e20, e
1
0) ∈ L2.
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� Como (b10, e
1
0) ∈ RLC e (d21, b

1
0), (b

1
0, d

2
1) /∈ RLC , obtém-se (d21, b

1
0) ∈ L2 de onde

conclui-se que (d21, e
1
0) ∈ L2.

� Como (b10, e
1
0) ∈ RLC e (d22, b

1
0), (b

1
0, d

2
2) /∈ RLC , obtém-se (d22, b

1
0) ∈ L2 de onde

conclui-se que (d22, e
1
0) ∈ L2.

� Como (b10, e
1
0) ∈ RLC e (d23, b

1
0), (b

1
0, d

2
3) /∈ RLC , obtém-se (d23, b

1
0) ∈ L2 de onde

conclui-se que (d23, e
1
0) ∈ L2.

Portanto, obtemos, em L2 a seguinte ordem:

e20, d
2
1, d

2
2, d

2
3 ⩽ e10 (6.2)

Sabemos que, para cada i ∈ {1, 2, 3}, temos (e1i , d
1
i ), (e

2
0, d

2
3) ∈ RLC e

(e20, d
1
i ), (d

1
i , e

2
0), (e

1
i , d

2
3), (d

2
3, e

1
i ) /∈ RLC . Isto é, temos 2K2's induzidos de GRLC

,

de acordo com a Figura 6.8.

e1i

d1i d23

e20

Figura 6.8: Os 2K2's induzidos de GRLC

Pela Inequação 6.1 obtemos (e1i , d
2
3), (e

2
0, d

1
i ) ∈ L1, para cada i ∈ {1, 2, 3}.

Como (e10, d
1
i ) ∈ RLC ⊂ L2, para cada i ∈ {1, 2, 3}, obtemos, pela transitividade

de L2 e pela Inequação 6.2, (e20, d
1
i ) ∈ L2.

Vamos considerar dois casos.

1. Suponhamos que (e1i , d
2
3) ∈ L2.

Assim, pelo fato de {L1, L2, L3} ser um conjunto gerador de RLC , temos que

(d1i , e
2
0), (d

2
3, e

1
i ) ∈ L3, para cada i ∈ {1, 2, 3}. Daí, pela transitividade de L3,

o par (e1i , d
1
i ) ∈ RLC ⊂ L3 garante que (d23, d

1
i ) ∈ L3. Por outro lado, pela

transitividade, o par (e20, d
2
3) ∈ RLC ⊂ L3 garante que (d1i , d

2
3) ∈ L3, uma

contradição.

2. Suponhamos que (d23, e
1
i ) ∈ L2.

Como (b23, d
2
3) ∈ RLC e (d23, e

1
i ) ∈ L2, para todo i ∈ {1, 2, 3}, pela transitivi-

dade, obtemos (b23, e
1
i ) ∈ L2. Desta forma, e1i não é baixo em L2, para todo

i ∈ {1, 2, 3}.
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Já vimos que C(Q1) = C(Q2), portanto e2i também não é baixo em L2, para

todo i ∈ {1, 2, 3}.

Desta forma, podemos concluir que e1i e e2i são altos em L1 e não são altos e

nem baixos em L2, para todo i ∈ {1, 2, 3}. Portanto, estes vértices devem ser

baixos em L3.

Assim:

� Como (b21, e
1
1), (e

1
1, b

2
1) /∈ RLC e e11 é baixo em L3, temos (e11, b

2
1) ∈ L3.

Também sabemos que (b21, e
2
1) ∈ RLC , daí, pela transitividade de L3,

obtemos (e11, e
2
1) ∈ L3.

� Com um raciocínio análogo ao item anterior, obtemos (e12, e
2
2), (e

1
3, e

2
3) ∈

L3.

� Como (b12, e
2
1), (e

2
1, b

1
2) /∈ RLC e e21 é baixo em L3, temos (e21, b

1
2) ∈ L3.

Também sabemos que (b12, e
1
2) ∈ L3, daí, pela transitividade de L3, obte-

mos (e21, e
1
2) ∈ L3.

� Com um raciocínio análogo ao item anterior, obtemos (e22, e
1
3) ∈ L3.

Portanto, obtemos, em L3, a seguinte ordem:

e11 ⩽ e21 ⩽ e12 ⩽ e22 ⩽ e13 ⩽ e23 (6.3)

A ordem dada pela Inequação 6.3, obtida através da extensão L3, repete o que

acontece na Inequação 6.1, obtida através da extensão L1, nos vértices e1i e e
2
i .

Como (e21, e
1
2) ∈ L1 ∩ L3 e pelo fato de {L1, L2, L3} ser conjunto gerador de

RLC , obtemos (e12, e
2
1) ∈ L2.

Por outro lado, sabemos que (e21, d
2
1) ∈ RLC e, pela Inequação 6.2, temos

(d21, e
1
0) ∈ L2. Daí, pela transitividade de L2, obtemos que o par (e21, e

1
0) está

na extensão L2.

Pela construção, (e10, d
1
3) ∈ RLC . Daí, pela transitividade de L2, obtemos

(e21, d
1
3) ∈ L2.

Finalmente, obtemos a seguinte ordem em L2:

e12 ⩽ e21 ⩽ d21 ⩽ e10 ⩽ d13 (6.4)

Daí, (e12, d
1
3) ∈ L3. Mas, as Inequações 6.1 e 6.3 garantem que os pares (e12, e

1
3)

e (e13, d
1
3) estão em L1 e L2.
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Logo, obtemos (e12, d
1
3) ∈ L1 ∩ L2 ∩ L3 = RLC , uma contradição.

Desta forma, concluímos que {L1, L2, L3} não pode ser conjunto gerador de RLC .

Daí, pelos Teoremas 14 e 15, a dimensão de RLC é 4.

6.2 Dimensão linear dos grafos split comparabili-

dade

Um grafo é split se pode ser particionado em uma clique e um conjunto indepen-

dente.

De�nição 27. Um grafo G é split se V (G) pode ser particionado em dois conjuntos,

C e I, tais que G[C] é completo e G[I] não possui arestas.

Denotamos um grafo split G com partição {C, I} por (C ∪ I, E).

Exemplo 23. O grafo RS4 (cf. Seção 5), é um grafo split. De fato, basta tomarmos

C = {v1, v2, v3, v4, v5, v6} (vértices azuis) e I = {a1, a2, a3, a4} (vértices vermelhos),

uma partição de V (RS4). Por inspeção, vemos que C e I satisfazem a De�nição 27.

Como vimos no Exemplo 20, dim(RS4) = 3.

v2

v3 v4

v5

v6v1

a1

a2 a3

a4

Figura 6.9: O grafo RS4 é split.

Na verdade, como vimos no Exemplo 21, para todo n ⩾ 4, o grafo RSn é split,

com partição C = {v1, . . . , v2n−2} e I = {a1, . . . , an} (cf. Figura 5.7) e dim(RSn) = 3.

Vamos generalizar o Exemplo 23, mostrando que todos os grafos split conexos2

que são de comparabilidade possuem dimensão no máximo 3. Para isto, vamos

empregar a caracterização dos grafos split conexos que são de comparabilidade, de

C. Ortiz e M. Villanueva [35]. Como o trabalho de Ortiz e Villanueva não é de

2Um grafo split desconexo G com componentes conexas G1, . . . , Gk ou é trivial, ou existe um

único i ∈ [k] tal que Gi é não trivial. Desta forma, dim(G) = dim(Gi).
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fácil acesso e como os trabalhos [36], [37], [7], [21], [6], [22], [10], que utilizam

esta caracterização não apresentam uma demonstração do resultado, resolvemos

apresentar uma demonstração completa dele, para futuras referências.

No que segue, dado um conjunto totalmente parcialmente ordenado (P,⩽) e

a, b ∈ P , tais que a ⩽ b, como usual, o conjunto {x ∈ P : a ⩽ x ⩽ b} é denotado

por [a, b].

Proposição 18. Se G = (C ∪ I, E) é grafo split conexo e não completo, então

existem C ′, I ′ ⊆ V (G), tais que C ′ é clique maximal, I ′ é conjunto independente e

G = (C ′ ∪ I ′, E).

Prova. Seja G = (C ∪ I, E) um grafo split conexo e não completo. Pela De�ni-

ção 27, C é clique e I é conjunto independente. Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Suponhamos que C é clique maximal. Assim, ao tomar C ′ = C e I ′ = I a

veri�cação é imediata.

Caso 2. Suponhamos que C não é clique maximal. Assim, existe C ′ ⊆ V (G) tal

que C ′ é clique e C ⊂ C ′. Seja c′ ∈ C ′ \ C. Como {C, I} é partição de V (G) e

c′ ̸∈ C, temos c′ ∈ I. Agora, seja c′′ ∈ C ′ \ C. De maneira análoga, temos c′′ ∈ I.

Como I é conjunto independente com c′, c′′ ∈ I e c′, c′′ ∈ C ′, obrigatoriamente,

temos c′ = c′′. Desta forma, C ′ = C ∪ {c′}. Tomemos, então, C ′ = C ∪ {c′} e

I ′ = I \ {c′}, subconjuntos de V (G). Por construção, C ′ é clique maximal e I ′ é

conjunto independente de G. Vamos mostrar que {C ′, I ′} é uma partição de V (G).

De fato:

2.1 C ′ ∩ I ′ = (C ∪ {c′}) ∩ (I ′ ∩ {c′}) = (C ∩ I ′ ∩ {c′}) ∪ ({c′} ∩ (I ′ ∩ {c′}). Agora,
como I ′ ⊂ I e {C, I} é partição de V (G), temos C ∩ I ′ ⊆ C ∩ I = ∅. Logo,

C ′ ∩ I ′ = ∅ ∪ ∅ = ∅.

2.2 C ′∪I ′ = (C∪{c′})∪(I ′∩{c′}) = (C∪{c′}∪I ′)∪(C∪{c′}∪{c′}). Agora, como

I ′ = I \ {c′} e {C, I} é partição de V (G), temos {c′} ∪ I ′ = I e C ∪ I = V (G).

Logo, C ′ ∪ I ′ = (C ∪ I) ∪ (C ∪ V (G)) = V (G) ∪ V (G) = V (G).

Isto conclui a prova.

Daqui em diante, de acordo com a Proposição 18, dado um grafo split G =

(C ∪ I, E) não completo, vamos sempre considerar que C é uma clique maximal de

G.

Todo grafo completo é split e de comparabilidade, além disso, sua dimensão

linear é igual a 1. No Teorema 17, tratamos de grafos split de comparabilidade não

completos, assumindo, como usual, que são conexos.
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Teorema 17. [Ortiz & Villanueva, 1996] Se G = (C ∪ I, E) é um grafo split, não

completo e conexo, então: G é de comparabilidade com orientção transitiva ⩽ se, e

somente se, G satisfaz às seguintes condições:

(i) C pode ser totalmente ordenada como c1 < c2 < · · · < cr.

(ii) Existe p ∈ {1, . . . , r − 1} ou (inclusivo) existe q ∈ {2, . . . , r} � sendo p < q

quando ambos existem �, tais que CB = [c1, cp], CE = [cq, cr] e CM = C \
(CB ∪ CE) são os blocos de uma partição de C � aqui, consideramos que a

partição pode ter ∅ como elemento.

(iii) Para cada v ∈ I, exatamente uma das seguintes condições é verdadeira:

(a) Existe i ⩽ p tal que N(v) = {c1, . . . , ci} ⊆ CB.

(b) Existe j ⩾ q tal que N(v) = {cj, . . . , cr} ⊆ CE.

(c) Existem i ⩽ p e j ⩾ q tais que N(v) = {c1, . . . ci} ∪ {cj, . . . , cr}, onde
{c1, . . . ci} ⊆ CB e {cj, . . . , cr} ⊆ CE.

Prova. Seja G = (C ∪ I, E) um grafo split, não completo e conexo.

(⇒) Suponhamos que G é de comparabilidade, com orientação transitiva ⩽.

(i) Como C é clique, para todos ci, cj ∈ C tais que ci ̸= cj temos cicj ∈ E(G).

Assim, como G é de comparabilidade, temos ci < cj ou (exclusivo) cj < ci. Logo,

⩽ induz uma ordem total em C, a qual, sem perda de generalidade, representamos

por c1 < . . . < cr.

(ii) Primeiramente, provamos que, para todo v ∈ I, temos c1 ∈ N(v) ou cr ∈ N(v).

De fato, suponhamos, para uma contradição, que c1, cr /∈ N(v). Vamos considerar

dois casos.

Caso 1. Suponhamos que r = 2. Assim, pela hipótese, c1, c2 /∈ N(v). Como v ∈ I e

I é conjunto independente de G, temos que v é vértice isolado de G, uma contradição

com a conexidade de G.

Caso 2. Suponhamos que r > 2. Assim, como G é conexo, existe k ∈ {2, . . . , r− 1}
tal que vck ∈ E(G). Como G é de comparabilidade com orientação transitiva <,

vamos considerar dois subcasos.

2.1. Se v < ck, como, pela ordem linear dos vértices de C, temos ck < · · · < cr,

pela transitividade de ⩽, temos v < cr. Logo, cr ∈ N(v), uma contradição.
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2.2. Se ck < v, como pela ordem linear dos vértices de C, temos c1 < · · · < ck, pela

transitividade de ⩽, temos c1 < v. Logo, c1 ∈ N(vi), uma contradição.

Desta forma, para cada v ∈ I, exatamente um dos seguintes casos é verdadeiro:

(1) c1 ∈ N(v) e cr /∈ N(v); ou (2) c1 /∈ N(v) e cr ∈ N(v); ou (3) c1, cr ∈ N(v).

Agora, para cada v ∈ I, vamos analisar os casos (1), (2) e (3). Para isto,

de�nimos iv = max{k ∈ [r] : ck ∈ N(v)} e jv = min{k ∈ [r] : ck ∈ N(v)}. Como G

é conexo, iv e jv existem, para cada v ∈ I. Para facilitar a redação, quando não há

ambiguidade, denotamos iv e jv, simplesmente, por i e j.

Caso 1. Suponhamos que c1 ∈ N(v) e cr /∈ N(v).

Como cr /∈ N(v), temos i ̸= r. Além disso, temos ci < v. De fato, caso contrário,

teríamos v ⩽ ci < · · · < cr. Daí, pela transitividade de ⩽, teríamos cr ∈ N(v),

uma contradição. Assim, c1 < · · · < ci < v e, consequentemente, c1, . . . , ci ∈ N(v).

Agora, como v ∈ I, todos os vizinhos de v estão em C. Além disso, pela de�nição de

i, não há vizinhos de v maiores que ci. Logo, N(v) = {c1, . . . , ci} e c1 < · · · < ci < v.

Neste caso, dizemos que v é vértice do tipo begin .

Caso 2. Suponhamos que c1 /∈ N(v) e cr ∈ N(v).

Como c1 /∈ N(v), temos j ̸= 1. Assim, por um raciocínio análogo ao empregado

no caso (1), temos N(v) = {cj, . . . , cr} e v < cj < · · · < cr. Neste caso, dizemos que

v é vértice do tipo end .

Caso 3. Suponhamos que c1, cr ∈ N(v).

Daí, existe k ∈ [r] tal que vck /∈ E(G). De fato, caso contrário, C não seria uma

clique maximal. Portanto, podemos tomar i′ = min{k ∈ [r] \ {1} : vck /∈ E(G)} e

j′ = max{k ∈ [r] \ {r} : vck /∈ E(G)}. Desta forma, ci′−1v, cj′+1v ∈ E(G).

Por um raciocínio análogo ao empregado nos casos (1) e (2), temos c1, . . . , ci′−1 ∈
N(v), com c1 < . . . , ci′−1 < v; e cj′+1, . . . , cr ∈ N(v) com v < cj′+1 < . . . < cr.

Daí, {c1, . . . , ci′−1} ∪ {cj′+1, . . . , cr} ⊆ N(v). Para mostrar que, reciprocamente,

N(v) ⊆ {c1, . . . , ci′−1} ∪ {cj′+1, . . . , cr}, suponhamos, para uma contradição, que

existe ck′ ∈ C, com i′ ⩽ k′ ⩽ j′, tal que vck′ ∈ E(G). De acordo com ⩽, vamos

considerar dois casos.

3.1 Se ck′ < v, como i′ ⩽ k′, pela orientação de C, temos ci′ ⩽ ck′ . Assim, como

supomos ck′ < v, temos ci′ ⩽ ck′ < v. Consequentemente, pela transitividade

de ⩽, temos ci′ ∈ N(v), uma contradição.

3.2 Se v < ck′ , como k′ ⩽ j′, pela orientação de C, temos ck′ ⩽ cj′ . Assim, como

v < ck′ , temos v < ck′ ⩽ cj′ . Consequentemente, pela transitividade de ⩽,

temos cj′ ∈ N(v), uma contradição.
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Logo, N(v) = {c1, . . . , ci′−1} ∪ {cj′+1, . . . , cr}, de maneira que c1 < . . . , ci′−1 < v

e v < cj′+1 < . . . < cr. Neste caso, dizemos que v é vértice do tipo middle e,

para facilitar a redação, denotamos {c1, . . . , ci} por NB(v) e {cj, . . . , cr} por NE(v).

Consideramos, agora, os conjuntos

B = {ci ∈ C : ∃v ∈ I tal que [v é do tipo begin e ci ∈ N(v)] ou

[v é do tipo middle e ci ∈ NB(v)]},
E = {cj ∈ C : ∃v ∈ I tal que [v é do tipo end e cj ∈ N(v)] ou

[v é do tipo middle e cj ∈ NE(v)]};

e a partir deles, de�nimos p = max{i ∈ [r] : ci ∈ B} e q = min{j ∈ [r] : cj ∈ E}.
Se ambos p e q existem, vamos provar que p < q. De fato, suponhamos, para

uma contradição que q ⩽ p. Daí, pela orientação de C, temos cq ⩽ cp. Além disso,

pela de�nição de p, existe vb ∈ I tal que cp < vb � onde vb é do tipo begin ou

middle e cp ∈ N(vb). Daí, pela transitividade de ⩽, temos cq < vb. Analogamente,

pela de�nição de q, existe ve ∈ I tal que ve < cq � onde ve é do tipo end ou

middle e cq ∈ N(ve))]. Daí, pela transitividade de ⩽, temos ve < cq. Assim, temos

ve < cq < vb e, consequentemente, ve < vv, o que acarreta vbve ∈ E(G), uma

contradição, pois vb, ve ∈ I.

Agora, como G é não completo e conexo, vamos considerar três casos.

Caso 1. Suponhamos que p existe e q não existe. Assim, CB = [c1, cp] , CE = ∅ e e

CM = C \ CB são os blocos de uma partição de C.

Caso 2. Suponhamos que p não existe e q existe. Assim, CB = ∅, CE = [cq, cr] e

CM = C \ CE são os blocos de uma partição de C.

Caso 3. Suponhamos que ambos p e q existem. Mostraremos que CB = [c1, cp],

CE = [cq, cr] e CM = C \ (CB ∪ CE) são os blocos de uma partição de C. De fato,

por de�nição, CB ∪ CM ∪ CE = C, CB ∩ CM = ∅ e CE ∩ CM = ∅. Falta provar que

CB ∩ CE = ∅. Para isto, suponhamos, para uma contradição, que CB ∩ CE ̸= ∅.
Daí, pelas de�nições de CB, CE, p e q, temos q ⩽ p, uma contradição com p < q.

(iii) Seja v ∈ I. Como vimos, temos três possibilidades. Primeiro, se c1 ∈ N(v) e

cr /∈ N(v), temos que v é do tipo begin e provamos que N(v) = {c1, . . . , ci} para

algum i tal que 1 ⩽ i ⩽ p < r. Segundo, se c1 /∈ N(v) e cr ∈ N(v), temos que v é do

tipo end e provamos que N(v) = {cj, . . . , cr} para algum j tal que 1 < q ⩽ j ⩽ r.

Finalmente, se c1, cr ∈ N(v), temos que v é do tipo middle e provamos que N(v) =

{c1, . . . , ci} ∪ {cj, . . . cr} para alguns i e j tais que 1 ⩽ i ⩽ p < q ⩽ j ⩽ r.

Isto prova que se G é um grafo split, não completo, conexo e de comparabilidade,
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então todas as condições enunciadas no teorema são satisfeitas. A Figura 6.10 ilustra

o aspecto geral destes grafos.

vb vm ve

c1 c2 c3 · · · cp · · · cq · · · cr−2 cr−1 cr

· · ·

Figura 6.10: Estrututa geral dos grafos split de comparabilidade, não completos e
conexos.

(⇐) Suponhamos que G satisfaz às condições enunciadas no teorema. Vamos provar

que G é grafo de comparabilidade. Para isso, de�nimos uma orientação transitiva

⩽, das arestas de G, baseada na orientação de C e nos parâmetros p, q, CB, CE e

CM .

Como G é um grafo split, para cada xy ∈ E(G), temos apenas três casos: x, y ∈
C, x ∈ I e y ∈ C ou x ∈ C e y ∈ I. Utilizando a hipótese de que CB, CE e CM são os

blocos de uma partição de C, orientamos xy da maneira a seguir, levando em conta

que p ou q pode não existir. As arestas de C são orientadas de acordo com a ordem

linear de C, isto é, ci < cj se, e somente se, i < j; as arestas que possuem um vértice

begin como extremidade são orientadas de C para I; as arestas que possuem um

vértice end como extremidade são orientadas de I para C; e as arestas que possuem

um vértice middle como extremidade são orientadas de C para I quando a outra

extremidade pertence a CB e de I para C quando a outra extremidade pertence a

CE. De maneira formal, temos, para cada xy ∈ E(G):

x < y

se, e somente se:

x, y ∈ C e existem i, j ∈ [r] tais que i < j, x = ci e y = cj

ou

x ∈ C, y ∈ I e existe i ∈ [r] tal que i ⩽ p e x ∈ {c1, . . . , ci} ⊆ N(y) ⊆ CB

ou

x ∈ I, y ∈ C e existe j ∈ [r] tal que q ⩽ j e y ∈ {cj, . . . , cr} ⊆ N(x) ⊆ CE

Desta forma, a orientação ⩽ de E(G) pode ser ilustrada como na Figura 6.11,
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onde vb ∈ I é tal queN(vb) ⊆ CB; vm ∈ I é tal queN(vm)∩CB ̸= ∅ eN(vm)∩CE ̸= ∅;
e, �nalmente, ve ∈ I é tal que N(ve) ⊆ CE.

vb vm ve

c1 c2 c3 · · · cp · · · cq · · · cr−2 cr−1 cr

· · ·

Figura 6.11: Orientação de um grafo split que satisfaz às condições do teorema.

Vamos provar que ⩽ é transitiva. Para isto, sejam x, y, z ∈ V (G), tais que x < y

e y < z. Como xy, yz ∈ E(G) e I é conjunto independente, vamos considerar cinco

casos.

Caso 1. Suponhamos que x ∈ C, y ∈ C e z ∈ C. Assim, como C é clique de G,

temos xz ∈ E(G). Além disso, como x < y, existem i, j ∈ [r] tais que i < j, x = ci

e y = cj. Analogamente, como y < z, existem k, l ∈ [r] tais que k < l, y = ck e

z = cl. Desta forma, j = k e, consequentemente, i < j < l. Logo, pela de�nição de

⩽, temos x = ci < cl = z.

Caso 2. Suponhamos que x ∈ C, y ∈ C e z ∈ I. Assim, como x < y, existem i, j ∈
[r], tais que i < j, x = ci e y = cj. Além disso, como y < z e z ∈ I, existe k ∈ [r]

tal que k ⩽ p e y ∈ {c1, . . . , ck} ⊆ N(z) ⊆ CB. Daí, como cj ∈ {c1, . . . , ck}, temos

j ⩽ k. Conclui-se que 1 ⩽ i < j ⩽ k ⩽ p e, portanto, ci ∈ {c1, . . . , ck}. Desta forma,

temos x ∈ C, z ∈ I e existe j ∈ [r] tal que j ⩽ p e x ∈ {c1, . . . , ck} ⊆ N(z) ⊆ CB.

Logo, pela de�nição de ⩽, temos x < z.

Caso 3. Suponhamos que x ∈ C, y ∈ I e z ∈ C. Assim, como x < y, de acordo com a

de�nição de ⩽, existe i ∈ [r] tal que i ≤ p e x ∈ {c1, . . . ci} ⊆ N(y) ⊆ CB. Daí, existe

k ∈ [r] tal que 1 ⩽ k ⩽ i e x = ck ∈ CB. Agora, como z ∈ C com y < z, de acordo

com a de�nição de <, existe j ∈ [r] tal que q ⩾ j e z ∈ {cj, . . . , cr} ⊆ N(y) ⊆ CE.

Daí existe l ∈ [r] tal que q ⩽ l ⩽ r e z = cl. Conclui-se que 1 ⩽ k ⩽ i ⩽ p < q ⩽

l ⩽ r e, portanto, k < l. Desta forma, x, z ∈ C e existem k, l ∈ [r] tais que k < l,

x = ck e z = cl. Logo, pela de�nição de <, x < z.

Caso 4. Suponhamos que x ∈ I, y ∈ C e z ∈ C. Assim, como x < y, de acordo

com a de�nição de ⩽, existe j ∈ [r] tal que q ⩽ j e y ∈ {cj, . . . cr} ⊆ N(x) ⊆ CE.

Daí, existe k ∈ [r] tal que j ⩽ k e y = ck ∈ CE. Agora, como y < z e z ∈ C, temos
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ck < z. E, pela de�nição de <, existe l ∈ [r] tal que k < l e z = cl. Conclui-se que

ck < cl, pois C é totalmente ordenada por ⩽. Desta maneira, temos x ∈ I, z ∈ C,

existe l ∈ [r] tal que q ⩽ j < l e z ∈ {ck, . . . , cl} ⊆ {cj, . . . , cr} ⊆ N(x). Logo, pela

de�nição de <, temos x < z.

Caso 5. Suponhamos que x ∈ I, y ∈ C e z ∈ I. Assim, como x < y, de acordo com

a de�nição de ⩽, existe j ∈ [r] tal que q ⩽ j e y ∈ {cj, . . . cr} ⊆ N(x) ⊆ CE. Daí,

existe k ∈ [r] tal que j ⩽ k e y = ck ∈ CE. Agora, como y < z e z ∈ I, temos ck < z.

E, pela de�nição de <, existe l ∈ [r] tal que l ⩽ p e y ∈ {c1, . . . , ci} ⊆ N(z) ⊆ CB.

Ou seja, y ∈ CB ∩ CE. O que implica em CB ∩ CE ̸= ∅, uma contradição com CB e

CE são blocos de uma partição de C.

Isto prova que se G é um grafo split conexo que satifaz as condições enunciadas

no teorema, então G é grafo de comparabilidade.

Munidos do Teorema 17, vamos provar que todos os grafos split de comparabili-

dade possuem dimensão menor ou igual a 3. Mas antes de apresentarmos a prova,

vamos exempli�car as ideias envolvidas.

Exemplo 24. Consideremos o digrafo ilustrado na Figura 6.12, associado ao grafo

split de comparabilidade G = (C∪I, E), onde C = {c1, c2, c3, c4, c5, c6} é a clique ma-

ximal de G e I = {a1,1, a2,1, a2,2,m1,4,1,m1,6,1,m1,6,2,m2,4,1,m2,6,1, z4,1, z5,1, z5,2, z6,1}
é o conjunto independente de G. Observamos que as arestas de G estão orientadas

transitivamente pela relação ⩽, de�nida de acordo com o Teorema 17. E que, como

usual, ⩽ está associada à relação de ordem parcial sobre V (G). Além disso, também

de acordo com o teorema, os conjuntos CB = {c1, c2}, CE = {c4, c5, c6} e CM = {c3}
são os blocos de uma partição de C.

a1,1 a2,1 a2,2

m1,4,1 m1,6,1 m1,6,2 m2,4,1 m2,6,1

z4,1 z5,1 z5,2 z6,1

c1 c2 c3

c4 c5
c6

Figura 6.12: Digrafo associado a um grafo split G de comparabilidade.
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Para facilitar a redação, quando v ∈ I é do tipo begin, com N(v) = {c1, . . . , ci},
para algum i ∈ {1, 2}, denotamos v por ai,k. Neste caso, o índice i indica o maior

índice b de cb ∈ CB tal que cb é vizinho de ai,k, já o índice k varia de acordo com

a quantidade de vértices do tipo begin cuja vizinhaça é {c1, . . . , ci}. Analogamente,

quando v ∈ I é do tipo end, com N = {cj, . . . , c6}, para algum j ∈ {4, 5, 6},
denotamos v por zj,k. Finalmente, quando v ∈ I é do tipo middle, com N =

{c1, . . . , ci} ∪ {cj, . . . , c6}, para alguns i ∈ {1, 2} e j ∈ {4, 5, 6}, denotamos v por

mi,j,k.

Consideremos as três extensões totais, χ1, χ2 e χ3, de ⩽, de�nidas como ilustrado

a seguir.

χ1 : c1 ⩽ m1,4,1 ⩽ m1,6,1 ⩽ m1,6,2 ⩽ a1,1 ⩽ c2 ⩽ m2,4,1 ⩽ m2,6,1 ⩽ a2,1 ⩽ a2,2 ⩽

c3 ⩽ z4,1 ⩽ c4 ⩽ z5,1 ⩽ z5,2 ⩽ c5 ⩽ z6,1 ⩽ c6

χ2 : z6,1 ⩽ z5,2 ⩽ z5,1 ⩽ z4,1 ⩽ c1 ⩽ c2 ⩽ c3 ⩽ m2,4,1 ⩽ m1,4,1 ⩽ c4 ⩽ c5 ⩽ m2,6,1

⩽ m1,6,2 ⩽ m1,6,1 ⩽ c6 ⩽ a2,2 ⩽ a2,1 ⩽ a1,1

χ3 : c1 ⩽ c2 ⩽ c3 ⩽ a1,1 ⩽ a2,1 ⩽ a2,2 ⩽ m2,6,1 ⩽ m2,4,1 ⩽ m1,6,2 ⩽ m1,6,1 ⩽

m1,4,1 ⩽ z4,1 ⩽ z5,1 ⩽ z5,2 ⩽ z6,1 ⩽ c4 ⩽ c5 ⩽ c6

Pela construção acima, obtemos que χ1 ∩ χ2 ∩ χ3 é a mesma relação que ⩽.

A demonstração deste fato está detalhada e generalizada na prova do Teorema 18.

Lembrando que a observação feita após o Exemplo 18 detalha a troca entre as

notações de pertinência (∈) e de ordem (⩽ ou <) que está sendo utilizada neste

exemplo e será utilizada na demonstração do Teorema 18.

Teorema 18. Se G é um grafo split de comparabilidade conexo, então dim(G) ⩽ 3.

Prova. Seja G = (C ∪ I, E) grafo split de comparabilidade associado à relação de

ordem parcial ⩽.

Se G é grafo completo, então sua dimensão é igual a 1.

Se G não é grafo completo, então, pelo Teorema 17, G está associado à relação

< que induz uma orientação transitiva de suas arestas e ordem total em C, a qual,

sem perda de generalidade, denotamos por c1 < · · · < cr. Além disso, existe p ∈
{1, . . . , r − 1} ou (inclusivo) existe q ∈ {2, . . . , r} � sendo p < q quando ambos

existem � de maneira que CB = [c1, cp], CE = [cq, cr] e CM = C \ (CB ∪ CE)

formam uma partição de C, e, para cada v ∈ I, exatamente uma das seguintes

condições é verdadeira:

(a) Existe i ⩽ p tal que N(v) = {c1, . . . , ci} ⊆ CB,
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(b) Existe j ⩾ q tal que N(v) = {cj, . . . , cr} ⊆ CE,

(c) Existem i ⩽ p e j ⩾ q tais que N(v) = {c1, . . . , ci} ∪ {cj, . . . , cr}, onde
{c1, . . . , ci} ⊆ CB e {cj, . . . , cr} ⊆ CE.

Desta forma, pela demonstração do Teorema 17, temos, respectivamente:

� Para todo v ∈ I que satisfaz à condição (a), v é do tipo begin e v > ck, para

todo k ∈ [i]. Denotaremos v por ai.

� Para todo v ∈ I que satisfaz à condição (b), v é do tipo end e v < ck, para

todo k ∈ {q, . . . , r}. Denotaremos v por zj.

� Para todo v ∈ I que satisfaz à condição (c), v é do tipo middle, v > ck, para

todo k ∈ {1, . . . , i} e v < ck, para todo k ∈ {q, . . . , r}. Denotaremos v por

mi,j.

Podem existir vários vértices v ∈ I que satisfazem à condição (a). Denotaremos

estes vértices por ai,1, . . . , ai,t(i). Analogamente, todos os vértices v ∈ I que satisfa-

zem a condição (b), serão denotados por zj,1, . . . , zj,s(j). E todos todos os vértices

v ∈ I que satisfazem a condição (c) serão denotados por mi,j,1, . . . ,mi,j,w(i,j).

Pelas De�nições 19 e 20, precisamos demonstrar que ⩽ admite três extensões

totais cuja interseção delas é igual à relação ⩽.

Para efeito de notação, consideremos as seguintes cadeias de vértices de I.

A cadeia dos vértices do tipo begin, v = ai,k, com i ∈ {1, . . . , p} �xo e k ∈
{1, . . . , t(i)} variando em ordem lexicográ�ca, é denotada por αic,k.

αic,k : ai,1 ⩽ ai,2 ⩽ · · · ⩽ ai,t(i)

A cadeia dos vértices do tipo end, v = zj,k, com j ∈ {q, . . . , r} �xado e k ∈
{1, . . . , s(j)} variando em ordem lexicográ�ca, é denotada por ζjc,k.

ζjc,k : zj,1 ⩽ zj,2 ⩽ · · · ⩽ zj,s(j)

A cadeia dos vértices do tipo middle, v = mi,j,k, com i ∈ {1, . . . , p} �xado e o

par ordenado (j, k) ∈ {q, . . . , r} × {1, . . . , w(i, j)} variando em ordem lexicográ�ca,

é denotada por ωic,j,k.

ωic,j,k : mi,q,1 ⩽ mi,q,2 ⩽ · · · ⩽ mi,q,w(i,q) ⩽ mi,q+1,1 ⩽ · · · ⩽ mi,q+1,w(i,q+1) ⩽

· · · ⩽ mi,r,1 ⩽ · · · ⩽ mi,r,w(i,r)
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A cadeia dos vértices do tipo middle, v = mi,j,k, com j ∈ {q, . . . , r} �xado e o

par ordenado (i, k) ∈ {1, . . . , p} × {1, . . . , w(i, j)} variando em ordem lexicográ�ca,

é denotada por ωi,jc,k.

ωi,jc,k : m1,j,1 ⩽ m1,j,2 ⩽ · · · ⩽ m1,j,w(1,j) ⩽ m2,j,1 ⩽ · · · ⩽ m2,j,w(2,j) ⩽

· · · ⩽ mp,j,1 ⩽ · · · ⩽ mp,j,w(p,j)

Além disso, dada uma cadeia qualquer ρ : v1 ⩽ v2 ⩽ · · · ⩽ vn de vértices de I,

denotaremos a cadeia vn ⩽ · · · ⩽ v2 ⩽ v1 por ρ e a denominaremos de cadeia reversa

de ρ.

Agora, vamos de�nir abaixo χ1, χ2 e χ3 três extensões totais de ⩽.

χ1 : c1 ⩽ ω1c,j,k ⩽ α1c,k ⩽ c2 ⩽ ω2c,j,k ⩽ α2c,k ⩽ · · · ⩽ cp ⩽ ωpc,j,k ⩽ αpc,k ⩽

· · · ⩽ ζqc,k ⩽ cq ⩽ ζq+1c,k ⩽ cq+1 ⩽ · · · ⩽ ζrc,k ⩽ cr

χ2 : ζrc,k ⩽ ζr−1c,k ⩽ · · · ⩽ ζqc,k ⩽ c1 ⩽ c2 ⩽ · · · ⩽ cp ⩽ · · · ⩽ ωi,qc,k ⩽ cq ⩽

ωi,q+1c,k ⩽ cq+1 ⩽ · · · ⩽ ωi,rc,k ⩽ cr ⩽ αpc,k ⩽ αp−1c,k ⩽ · · · ⩽ α1c,k

χ3 : c1 ⩽ c2 ⩽ · · · ⩽ cp ⩽ α1c,k ⩽ α2c,k ⩽ · · · ⩽ αpc,k ⩽ ωpc,j,k ⩽ ωp−1c,j,k ⩽

· · · ⩽ ω1c,j,k ⩽ ζqc,k ⩽ ζq+1c,k ⩽ · · · ⩽ ζrc,k ⩽ · · · ⩽ cq ⩽ cq+1 ⩽ · · · ⩽ cr

Queremos demonstrar que a relação obtida de
3⋂

i=1

χi é igual à relação ⩽. Isto é,

para quaisquer x, y ∈ V (G), (x, y) ∈ χ1 ∩ χ2 ∩ χ3 se, e somente se, (x, y) ∈ ⩽.

Desta forma, precisamos demonstrar que, dados x, y ∈ V (G), tais que x ̸= y,

temos x < y em G se, e somente se, x < y em χ1, χ2 e χ3, i.e, x aponta para y na

orientação transitiva de G se � x ⩽ y � se, e somente se, x aponta para y nas três

extensões totais χ1, χ2 e χ3 de ⩽ descritas acima � x ⩽ y em χ1, χ2 e χ3.

Com efeito, tomemos diferentes x, y ∈ V (G) tais que x < y em G. Pelo Teo-

rema 17, isto ocorre, se, e somente se, alguns dos casos abaixo é verdadeiro.

Caso 1. Os vértices x e y são adjacentes e existem i, j ∈ {1, . . . , r} com i < j tais

que x = ci e y = cj.

Se xy ∈ E(G) onde existem i, j ∈ {1, . . . , r} com i < j tais que x = ci e

y = cj, então, pela construção de χ1, χ2 e χ3, é de imediata veri�cação que ci < cj

em ambas extensões totais, i.e, x < y em χ1, χ2 e χ3 Reciprocamente, tomemos

diferentes x′, y′ ∈ V (G) tais que x′ < y′ em χ1, χ2 e χ3. Pela construção destas

extensões totais, é satisfazível que x′ = ci e y′ = cj, para i < j em {1, . . . , r}.

Caso 2. Os vértices x e y são adjacentes em G onde existem i′ ∈ {1, . . . p}, i ∈
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{1, . . . , i′} e k ∈ {1, . . . , t(i′)} tais que x = ci e y = ai′,k.

Se xy ∈ E(G) onde existem i′ ∈ {1, . . . p}, i ∈ {1, . . . , i′} e k ∈ {1, . . . , t(i′)}
tais que x = ci e y = ai′,k, então pela construção de χ1, temos ci′ < αi′c,k, ou seja,

ci′ < ai′,k. Como i ∈ {1, . . . , i′}, obtemos ci ⩽ ci′ , e assim, pela transitividade de ⩽,

conclui-se que ci < ai′,k. Já pela construção de χ2, temos cr < αi′c,k, ou seja, cr <

ai′,k. Como i ∈ {1, . . . , i′}, i′ ∈ {1, . . . p} e CB ⊂ C, obtemos ci ⩽ cp < cr, e assim,

pela transitividade de ⩽, conclui-se que ci < ai′,k. E, �nalmente, pela construção

de χ3, temos cp < αi′,k, ou seja, cp < ai′,k. Como i ∈ {1, . . . i′} e i′ ∈ {1, . . . , p},
obtemos ci ⩽ cp, e assim, pela transitividade de ⩽, conclui-se que ci < ai′,k. Logo,

x = ci < ai′,k = y em ambas as extensões totais χ1, χ2 e χ3. Reciprocamente,

tomemos diferentes x′, y′ ∈ V (G) tais que x′ < y′ em χ1, χ2 e χ3. Pela construção

destas extensões totais, utilizando um raciocínio igual ao demonstrado acima, é

satisfazível que x′ = ci e y′ = ai′,k, para alguns i′ ∈ {1, . . . , p}, i ∈ {1, . . . , i′} e

k ∈ {1, . . . , t(i′)}.

Caso 3. Os vértices x e y são adjacentes em G onde existem i′ ∈ {1, . . . , p}, i ∈
{1, . . . , i′}, k ∈ {1, . . . , w(i, j)} e j ∈ {q, . . . , r} tais que x = ci e y = mi′,j,k.

Se xy ∈ E(G) onde existem i′ ∈ {1, . . . , p}, i ∈ {1, . . . , i′}, k ∈ {1, . . . , w(i, j)}
e j ∈ {q, . . . , r} tais que x = ci e y = mi′,j,k, então pela construção de χ1, temos

ci′ < ωi′c,j,k, ou seja, ci′ < mi′,j,k. Como i ∈ {1, . . . , i′}, obtemos ci ⩽ ci′ , e assim,

pela transitividade de ⩽, conclui-se que ci < mi′,j,k. Já pela construção de χ2,

temos cp < ωi′,jc,k, ou seja, cp < mi′,j,k. Como i ∈ {1, . . . , i′} e i′ ∈ {1, . . . , p},
obtemos ci ⩽ cp, e assim, pela transitividade de ⩽, conclui-se que ci < mi′,j,k. E,

�nalmente, pela construção de χ3, temos cp < ωi′c,j,k, ou seja, cp < mi′,j,k. Como

i ∈ {1, . . . , i′} e i′ ∈ {1, . . . , p}, obtemos ci ⩽ cp, e assim, pela transitividade de ⩽,

conclui-se que ci < mi′,j,k. Logo, x = ci < mi′,j,k = y em ambas as extensões totais

χ1, χ2 e χ3. Reciprocamente, tomemos diferentes x′, y′ ∈ V (G) tais que x′ < y

em χ1, χ2 e χ3. Pela construção destas extensões totais, utilizando um raciocínio

igual ao demonstrado acima, é satisfazível que x′ = ci e y′ = mi′,j,k, para alguns

i′ ∈ {1, . . . , p}, i ∈ {1, . . . , i′}, k ∈ {1, . . . , w(i, j)} e j ∈ {q, . . . , r}.

Caso 4. Os vértices x e y são adjacentes em G onde existem j ∈ {q, . . . , r}, j′ ∈
{q, . . . , j} e k ∈ {1, . . . , s(j′)} tais que x = zj′,k e y = cj.

Se xy ∈ E(G) onde existem j ∈ {q, . . . , r}, j′ ∈ {q, . . . , j} e k ∈ {1, . . . , s(j′)}
tais que x = zj′,k e y = cj, então pela construção de χ1, temos ζj′c,k < cj′ , ou seja,

zj′,k < cj′ . Como j′ ∈ {q, . . . , j}, obtemos cj′ ⩽ cj, e assim, pela transitividade de

⩽, conclui-se que zj′,k < cj. Já pela construção de χ2, temos ζj′c,k < c1, ou seja,

zj′,k < c1. Como j ∈ {q, . . . , r}, obtemos c1 < cj, e assim, pela transitividade de ⩽,
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conclui-se que zj′,k < cj. E, �nalmente, pela construção de χ3, temos ζj′,k < cq, ou

seja, zj′,k < cq. Como j′ ∈ {q, . . . j} e j ∈ {q, . . . , r}, obtemos cq ⩽ cj′ ⩽ cj, e assim,

pela transitividade de ⩽, conclui-se que zj′,k < cj. Logo, x = zj′,k < cj = y em χ1,

χ2 e χ3. Reciprocamente, tomemos diferentes x′, y′ ∈ V (G) tais que x′ < y′ em χ1,

χ2 e χ3. Pela construção destas extensões totais, utilizando um raciocínio igual ao

demonstrado acima, é satisfazível que x′ = zj′,k e y′ = cj, para alguns j ∈ {q, . . . , r},
j′ ∈ {q, . . . , j} e k ∈ {1, . . . , s(j′)}.

Caso 5. Os vértices x e y são adjacentes em G onde existem i ∈ {1, . . . , p}, j ∈
{q, . . . , r}, j′ ∈ {q, . . . , j} e k ∈ {1, . . . , ω(i, j′)} tais que x = mi,j′,k e y = cj.

Se xy ∈ E(G) onde existem i ∈ {1, . . . , p}, j ∈ {q, . . . , r}, j′ ∈ {q, . . . , j} e

k ∈ {1, . . . , ω(i, j′)} tais que x = mi,j′,k e y = cj, então pela construção de χ1, temos

ωic,j,k < ci+1, ou seja, mi,j′,k < ci+1. Como i ∈ {1, . . . , p} e j ∈ {q, . . . , r}, obtemos

ci+1 ⩽ cq ⩽ cj, e assim, pela transitividade de ⩽, conclui-se que mi,j′,k < cj. Já pela

construção de χ2, temos ωi,j′c,k < cj′ , ou seja, mi,j′,k < cj′ . Como j′ ∈ {q, . . . , j},
obtemos que cj′ ⩽ cj, e assim, pela transitividade de ⩽, conclui-se que mi,j′,k < cj.

E, �nalmente, pela construção de χ3, temos ωic,j′,k < cq, ou seja, mi,j′,k < cq.

Como j ∈ {q, . . . , r}, obtemos que cq ⩽ cj, e assim, pela transitividade de ⩽,

conclui-se que mi,j′,k < cj. Logo, x = mi,j′,k < cj = y em ambas as extensões

χ1, χ2 e χ3. Reciprocamente, tomemos diferentes x′, y′ ∈ V (G) tais que x′ < y′

em χ1, χ2 e χ3. Pela construção destas extensões totais, utilizando um raciocínio

igual ao demonstrado acima, é satisfazível que x′ = mi,j′,k e y′ = cj, para alguns

i ∈ {1, . . . , p}, j ∈ {q, . . . , r}, j′ ∈ {q, . . . , j} e k ∈ {1, . . . , ω(i, j′)}.
Depois desta análise detalhada de casos, �ca demonstrado que, para quaisquer x

e y vértices distintos de G, x ⩽ y em G se, e somente se, x < y nas extensões totais

χ1, χ2 e χ3 de ⩽.

Isto conclui a prova.
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Capítulo 7

Conclusão

Neste capítulo, revisamos o trabalho desenvolvido, de modo a apresentar algumas

questões, sugerindo direções para pesquisas futuras no assunto.

No Capítulo 1 introduzimos o tema abordado com algumas informações biblio-

grá�cas e descrevemos a estrutura do texto.

No Capítulo 2 revisamos conceitos e resultados fundamentais sobre os grafos

cordais e os grafos de comparabilidade. Todos os conceitos e resultados revisados

foram empregados no decorrer do texto.

No Capítulo 3 revisamos a de�nição e um resultado fundamental sobre os gra-

fos cordais comparabilidade, a saber, sua caracterização por subgrafos induzidos

proibidos.

No Capítulo 4, revisamos as de�nições de grafos e classes de interseção, bem como

a importante caracterização das classes de interseção, devida a Scheinerman [41].

Aplicamos o resultado de Scheinerman para provar que a classe Comparabilidade

é classe de interseção, apesar de não conhecermos um modelo de interseção com

boas propriedades combinatórias ou geométricas para os grafos nesta classe. Nosso

principal resultado é a prova de que os grafos cordais comparabilidade são os grafos

de interseção de certas subárvores de um determinado tipo de árvore [5]. Por um

lado, esta construção apresenta uma resposta para um problema proposto em [30]

e, novamente, em [1]. Por outro, a resposta é apresentada por meio de um conjunto

de condições e não por uma �de�nição direta� dos objetos combinatórios envolvidos.

Determinar um modelo de interseção � com boas propriedades combi-

natórias � para os grafos comparabilidade é um problema em aberto e

uma sugestão para trabalhos futuros.

No Capítulo 5, contribuímos para o estudo da classe cordal comparabilidade

demonstrando que, para todo n ⩾ 3, existe um grafo cordal comparabilidade RSn
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cuja árvore característica é única e isomorfa a K1,n [4].

Caracterizar as árvores características dos grafos cordais comparabili-

dade é um problema em aberto e uma sugestão para trabalhos futuros.

No Capítulo 6, revisamos as de�nições e conceitos básicos relativos à dimensão de

ordens parciais e grafos de comparabilidade. Apresentamos uma prova detalhada do

limite superior igual a 4 para a dimensão dos grafos cordais comparabilidade, devida

a Ma e Spinrad [30], bem como a construção de um grafo que mostra que este limite

é justo, devida a Kierstead, Totter e Qin [28]. Aqui, demonstramos que, para todo

n ⩾ 3, a dimensão do grafo RSn é igual a 3. Isto nos motivou a demonstrar que a

dimensão dos grafos split que são de comparabilidade é menor ou igual a 3.

O único grafo cordal comparabilidade conhecido que possui dimensão

igual a 4, é tal que |V (G)| é da ordem de 2 · 27 · (2727 + 1) vértices.

Construir exemplos de grafos cordais comparabilidade de dimensão 4

com um número menor de vértices é um problema em aberto e uma

sugestão para trabalhos futuros.
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