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Apresenta-se, nesta dissertacao, um estudo sobre a aplicacao da técnica de de-
composicao Geracdo de Colunas na resolucio de dois Problemas de Otimizacao. E
abordado o destaque desse algoritmo por sua eficiéncia do método na redugao da
Complexidade Computacional aplicado na solu¢ao de um Problema Inteiro e de um
Problema Nao-Linear e Nao-Convexo nesta pesquisa. O Cutting Stock Problem,
um cléssico de Otimizagao Combinatoéria, sera o primeiro problema abordado e uti-
lizado como fator motivador e explicativo para a aplicacao da técnica. O segundo
problema corresponde a um problema nao-linear e nao-convexo, resolvido mediante
a Programacao Linear Generalizada, cuja modelagem é reformulada para empregar

a conceituacao de Geracao de Colunas para sua solucao.
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In this dissertation, a study on the application of the Column Generation de-
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Generation concept for its solution.
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Capitulo 1

Introducéao

Introducéo

Nesta dissertacao, estudamos a técnica de Geragdo de Colunas aplicada em dois
problemas de otimizagao distintos: o Cutting Stock Problem (CSP), amplamente
investigado pela sua relevancia em processos de corte de materiais, e um problema
nao linear e nao convexo, resolvido por meio da Programagao Linear Generalizada.
Esta dltima é uma técnica de reformulacao baseada em mudangas de variaveis,
que permite recuperar a solugao 6tima do problema original a partir da solucao do
problema reformulado.

A escolha da Geracao de Colunas se justifica pela sua eficiéncia em lidar com
problemas de larga escala, especialmente aqueles com estrutura combinatéria com-
plexa. Em vez de considerar simultaneamente todas as variaveis do modelo, a técnica
trabalha com um subconjunto reduzido delas, o que contribui para a diminuicao do
esfor¢co computacional e torna viavel a resolugao de problemas que, de outra forma,
seriam intrataveis.

O Cutting Stock Problem foi adotado inicialmente como exemplo introdutério,
servindo para demonstrar o funcionamento do algoritmo de Geragao de Colunas
em um contexto ja consolidado na literatura. Para isso, utilizamos instancias de
pequena escala, de modo a apresentar passo a passo o processo de resolucao. Além
da formulagao matematica, sao oferecidas explicagoes detalhadas a cada iteragao, o
que facilita a compreensao da légica do método.

Na sequéncia, discutimos a Programacao Linear Generalizada, conforme apresen-
tada por LASDON (1970), e sua aplicacao a problemas néo lineares e nao convexos.
Essa abordagem ¢ valida quando o vetor de coluna, formado pelo coeficiente da fun-
¢ao objetivo Cj e pela coluna associada a variavel Xj, pertence a um conjunto convexo
Sj, cujos vértices sao previamente conhecidos para cada j 2 J. Tal método serviu

como motivacao para o desenvolvimento do algoritmo proposto nesta dissertacao.



O novo algoritmo difere do apresentado em LASDON (1970), embora mantenha
analogia com o método Simplex. Ele é adaptado para lidar com problemas nao li-
neares, permitindo que os coeficientes @;j sejam tratados como variaveis que podem
assumir valores dentro de intervalos [ jj; ij], enquanto os parametros ¢j permane-
cem fixos e os valores de X; variam. Seu funcionamento pode ser descrito, de forma
simplificada, como um processo em que, a cada iteragao, é resolvido um subproblema
de otimizacao. A solucao deste subproblema determina se uma nova coluna @; deve
ou nao ser incorporada a base, com o intuito de melhorar a solucao corrente.

Assim, o objetivo central deste trabalho ¢ investigar o potencial da técnica de Ge-
racao de Colunas, tanto em sua aplicacao classica ao Cutting Stock Problem quanto
em sua adaptacao para problemas nao lineares e nao convexos, avaliando como essa
abordagem pode contribuir para a reducao significativa do esforco computacional.

A estrutura desta dissertacgao esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 2,
apresenta-se uma revisao bibliografica sobre Otimizacao Nao Linear e Nao Convexa,
além de topicos de Otimizacao Combinatoéria, com destaque para Complexidade
Computacional e Relaxagoes Linear e Continua. Também sao discutidos o Algoritmo
Simplex, a técnica de Geragao de Colunas e o Cutting Stock Problem.

No Capitulo 3, é explorada a aplicagao do algoritmo de Geragao de Colunas
tanto ao Cutting Stock Problem quanto & Programacao Linear Generalizada. Por
fim, é introduzido o algoritmo proposto para a resolugao de problemas nao lineares
e nao convexos, acompanhado de um exemplo ilustrativo, e assim como, o mesmo
resolvido pelo método de LASDON (1970).

Por fim, no capitulo 4 foi apresentado uma comparacao de resultados com ins-
tancias distintas em tamanho. Os resultados mostram que o algoritmo proposto
supera o [IPOPT em termos de tempo, mesmo em instancias maiores, sem perder

qualidade da solucgao.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Otimizacdo Nao-Linear e Nao-Convexa

Problemas de Otimizagdo Nao Linear e Nao Convexa (PONLNC) sao definidos por
estruturas nas quais a fungao objetivo e/ou as restrigdes nao apresentam comporta-
mento linear e, tampouco, satisfazem as propriedades de convexidade. Esses proble-
mas assumem formas geométricas complexas e, muitas vezes, desafiadoras do ponto
de vista computacional. Uma formulagao geral de um PONLNC pode ser represen-
tada em (2.1), onde foi adaptada das teorias dos modelos de problemas convexos e
lineares encontrados em BOYD e VANDENBERGHE (2004):

min  f(X)
sujeito a: gi(xX) 0; i=1;:::;m 2.1)
h(x) =0
x2X

Onde:
e f(x): E a funcio objetivo ndo linear e/ou ndo convexa;
e gi(X): Sao as restri¢ao nao lineares e/ou nao convexas;
e h(X): Sao as restri¢ao de igualdade ndo-lineares e/ou nao convexas;

e X 2 X: Define o conjunto viavel.

Para entender o impacto da nao convexidade na otimizagao, é essencial compre-
ender as defini¢coes formais de conjunto convexo e funcao convexa. As definigoes
aqui utilizadas também seguem a formulacao apresentada por BOYD e VANDEN-
BERGHE (2004), amplamente reconhecida na literatura.



Definicdo 2.1. Um conjunto C é convexo se 0 segmento de reta entre quaisquer dois
pontos em C estiver contido em C, isto €, se para quaisquer X;;X, 2 C e qualquer
com 0 1, nés temos:

X, + (1 )X, 2 C:

Definicdo 2.2. Uma fungdo f : R™ ¥ R ¢ convexa se domf for um conjunto
convexo e se, para todos x;y 2 domf, e com 0 1, tivermos:

f(x+@ y) FO+@Q HF):

A definicao de conjunto convexo, apresentada na Definicao 2.1, estabelece que,
se tomarmos quaisquer dois pontos pertencentes a esse conjunto, todo ponto situ-
ado no segmento de reta que os une também devera pertencer ao conjunto. Em
outras palavras, o conjunto compreende o caminho entre dois pontos, sem lacunas
ou reentrancias.

Essa propriedade garante que a regiao vidvel de um problema de otimizacao
convexo seja bem definida do ponto de vista geométrico, isto é, livre de buracos
ou formas irregulares que possam dificultar a busca por uma solucao 6tima. Na
imagem (2.1), é possivel visualizar o hexdgono como um gréafico de um conjunto
convexo, enquanto as duas demais figuras representam conjuntos nao-convexos,

com buracos e formas irregulares, respectivamente.

o e 5

Figura 2.1: Definicao geométrica de conjuntos convexos. Retirada de BOYD e

VANDENBERGHE (2004).

De forma anéloga, a funcao convexa, definida formalmente na Definigao 2.2, é
aquela em que, para quaisquer dois pontos X e y em seu dominio e qualquer 2 [0; 1],
temos F( x+(1 )y) F(X)+(1 )F(y). Isso significa que o grafico da funcao se
mantém sempre abaixo (ou no maximo sobreposto a) qualquer corda que ligue dois
pontos da curva, evitando picos ou vales inesperados, como ilustrado na imagem
(2.2):



/
/
/

/
7/_/-/1/(5;- I(y)
(z, f(x)) — | /

Figura 2.2: Grafico de uma funcao convexa. Retirada de BOYD e VANDEN-
BERGHE (2004).

Como consequéncia direta, em fungoes convexas, qualquer minimo local é também
o minimo global, eliminando ambiguidade na solugao 6tima. Além disso, a epigraph
da fungao — o conjunto de todos os pontos que estao no plano acima de seu grafico
— também constitui um conjunto convexo, o que refor¢a a regularidade da funcao
do ponto de vista geométrico.

A linearidade é uma propriedade mais restrita. Toda fungao linear é convexa,
mas o contrario nao é verdadeiro. Isso ocorre porque a linearidade exige que a
funcao preserve combinacoes lineares exatas dos pontos - ou seja, f( X+ y) =

f(X)+ f(y) para quaisquer ; 2 R, o que é mais rigoroso do que a desigualdade
exigida pela convexidade.

A funcdo quadrética F(X) = ax? +bx +c¢, com a > 0 e X 2 R, é um exemplo
classico de fungao convexa que nao é linear. Sua convexidade pode ser verificada por
meio da segunda derivada, uma vez que F®(X) = 2a > 0 para todo X, satisfazendo a
condicao de convexidade segundo a definicao padrao. Apesar o grafico dessa fungao
apresente a curvatura voltada para cima, caracteristica tipica das fungoes convexas,
ela nao cumpre os critérios de linearidade.

Conforme discutido por BOYD e VANDENBERGHE (2004), fungoes lineares
constituem um subconjunto das fung¢oes convexas, o que torna a convexidade uma
generalizagao natural da linearidade no contexto de problemas de otimizagao.

E importante destacar a distingdo entre nao linearidade e ndo convexidade, uma
vez que esses conceitos, embora relacionados, possuem implicagoes distintas no con-
texto da otimizacao. A nao linearidade refere-se ao fato de que a funcao objetivo
ou as restricoes do problema nao sao lineares em sua forma matemaética. Ja a nao
convexidade esta associada a auséncia de propriedades de convexidade tanto no con-
junto viavel quanto na funcao objetivo, o que impacta diretamente a complexidade
e a estrutura das solugoes possiveis. Essa diferenciacao conceitual é fundamental
para a compreensao da natureza dos PONLNC.

De forma complementar, é importante destacar também que um problema de
otimizagao nao convexo pode conter restrigoes convexas, ainda que a estrutura global

do problema nao preserve a convexidade. Essa ocorréncia é comum em formulagoes



mistas ou problemas com multiplos niveis de complexidade estrutural, exigindo um
tratamento especifico para cada componente do modelo.

Consideremos o problema de minimizar f(X) = cos(X), sujeito & restricao X 2
[0;2], exemplo do qual ilustra um caso em que a regiao viavel é convexa, mas o
problema como um todo nao é, devido a forma da funcao objetivo. Embora a
funcao objetivo nao seja convexa no intervalo considerado, a restricao define um
conjunto convexo.

Quando um problema de otimizagao é convexo — isto ¢, quando a fungao ob-
jetivo é convexa e o conjunto viavel também apresenta convexidade — é possivel
garantir a unicidade da solugao 6tima global, além de assegurar a convergéncia
eficiente de diversos algoritmos classicos de otimizagao. Isso ocorre porque essas es-
truturas apresentam propriedades que favorecem a tratabilidade computacional. A
convexidade do conjunto viavel garante que qualquer combinagao convexa de pontos
factiveis continue sendo factivel, o que simplifica a exploracao do espaco de busca.

De modo analogo, e ja discutido neste trabalho, a convexidade da fun¢ao obje-
tivo assegura que qualquer minimo local seja também o minimo global, eliminando
ambiguidades na selecao da solucao 6tima.

Em contrapartida, problemas de otimizagao nao convexos perdem essas garan-
tias fundamentais. A presenca de multiplos minimos locais compromete a robustez
da solucao obtida, a analise de dualidade torna-se restrita, e a escolha do ponto
inicial passa a influenciar fortemente o resultado final, podendo até comprometer a
convergéncia do algoritmo. Além disso, esses problemas sao, em geral, associados a
maior complexidade computacional. Frequentemente classificados como NP-dificeis,
exigem tempo de resolucao que pode crescer exponencialmente conforme o aumento
da dimensao do problema.

Para suavizar essas dificuldades, empregam-se estratégias como Programacao
Global, métodos estocésticos, heuristicas e técnicas de relaxacao. A escolha da abor-
dagem depende da estrutura especifica do problema, do nivel de precisao desejado
e das restrigoes praticas impostas pelo contexto computacional.

Neste trabalho, sera apresentado um PONLNC resolvido por meio da técnica
de Geracao de Colunas, fornecendo uma fundamentacao tedrica sélida acerca da
natureza desses problemas, situando o leitor quanto aos conceitos fundamentais que

justificam as dificuldades inerentes a sua resolucao.

2.2 Otimizacdo Combinatoria

Problemas classicos da Otimizacao Combinatéria desempenharam um papel central
no desenvolvimento de algoritmos de otimizag¢ao. Um exemplo cléssico é o Problema

das Sete Pontes de Konigsberg, apresentado por EULER (1741), que investigou a



possibilidade de encontrar um caminho que atravessasse todas as pontes da cidade
exatamente uma vez, retornando ao ponto de partida. Euler demonstrou que tal
percurso nao era possivel, introduzindo assim o conceito de passeio euleriano e in-
troduzindo as bases da Teoria dos Grafos.

Outro problema de grande relevancia na literatura é o Traveling Salesman Pro-
blem (TSP), cuja formulagao moderna ¢ datada século XX. O TSP busca determinar
o percurso minimo que permita visitar um conjunto de cidades uma tnica vez, retor-
nando a cidade de origem. Este é um problema pertencente a classe dos NP-dificeis,
para os quais nao se conhecem algoritmos que garantam solugao 6tima em tempo
polinomial para todas as instancias.

A Otimizacao Combinatoéria visa encontrar a melhor solu¢ao no espaco de busca
diante de um conjunto finito de possibilidades, geralmente representadas por varia-
veis discretas. Contudo, a obtencao de suas solugoes Otimas raramente é trivial.
Embora a formulacao de problemas de Otimizacao Combinatoéria seja muitas vezes
simples, encontrar a solucao ideal pode representar um grande desafio computacio-
nal, que se agrava com a complexidade das instancias e restri¢coes. Para problemas
de grande porte, o niimero de possibilidades viaveis pode ser tao vasto que listar
cada alternativa se torna impraticavel, levando a explosao combinatoéria.

Para atenuar os efeitos da explosao combinatoéria, diversas estratégias algoritmi-
cas sao utilizadas. Os métodos exatos, como a Programacao Inteira e o algoritmo
Branch-and-Bound, garantem a obtencao da solucao 6tima, porém sua aplicabili-
dade costuma se restringir a instancias de pequeno ou médio porte, devido ao ele-
vado custo computacional associado. J& para problemas de maior escala, é comum o
uso de heuristicas e meta-heuristicas, que, embora nao assegurem a otimalidade da
solugao, buscam aproximagoes de alta qualidade com menor esfor¢co computacional.
Algoritmos Genéticos, Simulated Annealing e Busca Tabu sao exemplos cléssicos da
literatura de abordagens utilizadas nesse contexto, sendo especialmente eficazes na
resolucao de problemas complexos com miltiplos minimos locais e espagos de busca
extensos.

WOLSEY (2020) descreve que Problemas de Otimizagao Inteira e Combinatoria
possuem modelos robustos, e muitos desses modelos podem ser ricamente repre-
sentados com variaveis discretas. CAMPELLO (1994) apontam que Otimizagao
Combinatoria nao visa encontrar a quantidade total de arranjos existentes em um
problema, mas sim obter somente um arranjo 6timo diante dos intimeros existen-
tes. PAPADIMITRIOU e STEIGLITZ (1998a) exploram a relagao entre o tempo de
execugao, a eficiéncia e a estabilidade dos algoritmos em func¢ao do tamanho de suas
instancias, além de abordar o estudo da Complexidade Computacional que avalia o
desempenho dos algoritmos em termos de tempo e espago de execugao.

Assim, a convergéncia da Otimizagao Combinatoria e Complexidade Computa-



cional reside na busca por algoritmos e sistemas capazes de lidar de forma eficiente
com os desafios intrinsecos aos problemas do mundo real, garantindo a viabilidade

de encontrar solugoes 6timas em tempo razoavel.

2.2.1 Complexidade Computacional

A Complexidade Computacional estuda os recursos computacionais - tempo e me-
moria - necessarios para resolucao de problemas. O desempenho de um algoritmo é
avaliado principalmente sob duas métricas: a complexidade de tempo e a complexi-
dade de espago.

A Complexidade de Tempo de um algoritmo mensura seu desempenho em termos
de tempo de execucao, em funcao do tamanho da entrada. Essa analise é signifi-
cativa porque permite tanto a comparacao da eficiéncia dos algoritmos, facilitando
a selecao dos mais adequados para resolver problemas especificos, quanto a esti-
mativa do periodo necessario para que um algoritmo processe diferentes instancias,
considerando as restrigoes computacionais de cada aplicagao.

A Complexidade de Espaco, por sua vez, refere-se a quantidade de memoria
necessaria para a execuc¢ao de um algoritmo, também em func¢ao do tamanho da
entrada, contudo priorizando a avaliacao da memoria consumida em relagao ao porte
das instancias processadas.

Historicamente, na década de 60, a avaliagao do tempo de execugao era realizada
de forma empirica, mensurando o tempo real de execugao de um algoritmo em um
computador especifico. No entanto, essa abordagem apresenta limitagoes devido a
variacao dos resultados em funcao do hardware, software e outros fatores do ambi-
ente de execugao. Atualmente, adota-se uma abordagem analitica e nao dependente
da maquina utilizada. A eficiéncia dos algoritmos é descrita por meio de notagoes
assintoticas, como O(n), (n) e (n) CORMEN et al. (2022). A notacao O repre-
senta o limite superior do tempo de execugao (pior caso), indica o limite inferior
(melhor caso) e  descreve o crescimento exato da fungao (caso médio ou tipico).
Essas notagoes permitem abstrair o desempenho dos algoritmos de forma tedrica,
facilitando a comparagao entre diferentes estratégias de solugao, especialmente para
grandes volumes de dados.

Para informacoes mais detalhadas, acerca dos métodos e técnicas utilizados para
calcular a Complexidade de Tempo de algoritmos, pode ser consultado o livro de
SZWARCFITER e MARKENZON (1994).

O estudo da Complexidade Computacional é, particularmente, relevante em Pro-
blemas de Otimiza¢ao Combinatoria (POCs), dado o vasto tamanho do espago de
busca que esses problemas frequentemente assumem. A utilizacao dos recursos de

Modelagem Matematica e Computacional viabiliza representa¢oes mais ajustadas e



eficientes.

Algoritmos de forca bruta, por exemplo, enumeram todas as possibilidades de
solugoes viaveis e identificam a solug¢ao 6tima por meio da enumeracao exaustiva de
todas as possibilidades. Contudo, o tempo necessario para encontrar a solugao 6tima
pode resultar em um custo computacional indesejado, inviabilizando sua aplicagao
pratica, mesmo para méaquinas mais avangadas. Com o objetivo de solucionar essa
limitagao, a literatura emprega alternativas de encontrar solugoes mais eficientes,
como modelar um mesmo problema por maneiras distintas, por exemplo. Modela-
gens eficientes também contribuem para uma boa formulagao matematica, onde, ao
simplificar o problema, é possivel reduzir sua complexidade.

Problemas de Otimizacao Combinatoria sao problemas de decisao fundamental-
mente baseados na Matematica Discreta. Sua modelagem é frequentemente reali-
zada através da Programacao Inteira, cujas formulagoes matematicas sao capazes
de descrever a esséncia do problema pratico e capturar sua combinatéria na busca
pela solucao 6tima.
juntos S N que formam o conjunto de solucoes viaveis F. Esses subconjuntos
S representam as combinagoes possiveis de elementos que satisfazem todas as res-
tricoes do problema. Ou seja, F =S :S N de elementos viaveis, a saber, esses
elementos de F que serao relevantes na resolucao dos problemas, uma vez que s6
estamos interessados nas solugoes viaveis.

Sua solugao 6tima é aquela que maximiza ou minimiza uma determinada fun-
¢ao objetivo, sujeita as restri¢oes do problema. WOLSEY (2020) define em (2.2) a
formulacao de um Problema de Otimizacao Combinatoéria, com critério de minimi-
zaGao, em encontrar um unico elemento de F que garanta o menor custo Cj total,
onde Cj : j 2 N:

- >

minimizar Cij:S2F (2.2)
j2s

Métodos exatos como Branch-and-Bound, Relaxagao Linear e Geragao de Colunas
sao amplamente utilizados com o objetivo de reduzir o crescimento exponencial do
espago de busca, acelerando o processo de convergéncia para o 6timo.

No entanto, é importante destacar que, em muitos casos praticos, a busca por
uma solucao 6tima global nao é o objetivo primordial para o modelador e, dessa
maneira, encontrar solugoes viaveis e praticaveis pode ser uma boa alternativa. Em
problemas de grande escala, ou dados incertos, por exemplo, obter a solugao 6tima
global pode ser computacionalmente cara, e até desnecessaria em certos aspectos.

Solugoes heuristicas ou aproximadas, sao mais inteligentes por ser contraporem a



busca exaustiva de uma solucao 6tima final, que uma vez encontrada, podem se
portar inviaveis de implementacao devido a restricoes do mundo real nao estarem
plenamente descritas no modelo.

A seguir, apresentaremos, de forma breve, a técnica de Relaxacao Linear e o
Algoritmo Simplex, que servirao de base para a técnica de decomposi¢ao Geragao
de Colunas. O uso da Relaxac¢ao Linear sera fundamental para execucao do Cutting
Stock Problem, e o algoritmo Simplex para a manipulagao da técnica de decompo-

sicao, e do algoritmo proposto.

2.2.2 Relaxacgéao Linear e Continua

A ideia de relaxacao, em termos gerais, consiste em tornar um problema original
mais tratavel do ponto de vista computacional, removendo ou suavizando algumas de
suas restrigoes, principalmente as relacionadas a integralidade ou a nao linearidade.

Em otimizacao, duas relaxacoes sao amplamente utilizadas: a relaxacgao linear,
voltada a problemas lineares inteiros ou mistos, e a relaxacao continua, empregada
em modelos nao lineares inteiros. A relaxagao continua é amplamente utilizada,
onde as restrigoes de integralidade das variaveis sao relaxadas, permitindo que estas
assumam valores reais continuos. Quando o problema resultante dessa relaxacao é

linear, a técnica é especificamente denominada relaxagao linear

Relaxacgéo Linear

A técnica de Relaxacgao Linear desempenha um papel fundamental na resolucao
de problemas de Programagao Linear Inteira (PLI) e Otimizagao Combinatoria,
pois permite a obtengao de aproximagoes eficientes, especialmente em problemas de
grande porte. Essa abordagem ganhou relevancia com os trabalhos de GOMORY
(2009), ao introduzira os cortes fracionarios — restrigdes adicionais que eliminam
solugoes fracionarias preservando a regiao viavel inteira do modelo.

A Relaxagao Linear esta, por definigao, associada a problemas de Programagao
Linear Inteira ou Mista, especialmente para modelagens matematicas mais comple-
xas e robustas. Trata-se de relaxar as restrigoes de integralidade das variaveis, para
assim, permitir que estas possam assumir valores reais continuos.

Problemas de Programagao Inteira pertencem a classe NP-dificil, frequentemente
tornam sua resolucao impraticavel através de métodos exatos. Nesses casos, a Re-
laxacao Linear é uma estratégia comum para obter limites inferiores, ou superiores
para o valor 6timo da solucao inteira.

Considere o problema em (2.3) para critério de exemplificagdo para a relaxagao

linear:
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min c'x
sujeito a: AX b (2.3)
x227"7

Ao relaxar a condicao de integralidade das variaveis X 2 Z'}, obtém-se o problema

relaxado (2.4) a seguir, agora com as variaveis assumindo valores continuos:

min ¢’ x
sujeito a:  AX Db (2.4)
x 2R}

A Relaxagao Linear viabiliza o uso de algoritmos eficientes de Programacao Li-
near, como o Simplex em problemas inteiros. Essas informagoes sao essenciais para
algoritmos como Branch-and-Bound e Branch-and-Cut, pois fornecem uma aproxi-
magao inicial da solugdo WOLSEY (2020); CORMEN et al. (2022).

Pode haver uma diferenca entre o resultado da solucao relaxada com a solucao
inteira, de forma que os valores das funcoes objetivos possam nao coincidirem. A
diferenga entre esses valores é denominada Gap de Otimalidade e, este serve como
uma métrica da qualidade da aproximacgao. Um valor pequeno indica uma boa
aproximacao e sugere um modelo mais ajustado, enquanto valores elevados podem
indicar a necessidade de refor¢cos no modelo, como a adi¢ao de planos de corte para

reduzir o espaco de busca e melhorar a qualidade do limite, por exemplo.

Relaxacdo Continua

Para problemas de Otimizacao Nao Linear Inteira, a técnica adequada é deno-
minada Relaxacao Continua. Nesse caso, relaxa-se a integralidade das variaveis,
permitindo que estas assumam valores reais continuos, porém sem exigéncias de
linearidade na fungao objetivo ou nas restri¢oes.

Considere o seguinte problema de Programagao Inteira Nao Linear em (2.5):

min  f(X)
sujeito a: gi(x) 0; i=1;:::;m (2.5)
x2Z"

Uma Relaxagao Continua dessa modelagem pode ser visualizada em (2.6):

min  T(X)
sujeito a: gi(x) 0; 1=1;:::;m (2.6)
x2R"

Essa abordagem é essencial em problemas nao convexos e nao lineares, como o
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discutido neste trabalho, possibilitando o uso de algoritmos de otimizacao continua.
A analise do gap de dualidade entre a solucao relaxada e a melhor solucao inteira
disponivel permite avaliar a qualidade da aproximacao e orientar estratégias de
refinamento.

Em resumo, ambas as técnicas sao ferramentas cruciais para reduzir significativa-
mente a complexidade computacional, e viabilizar a resolucao de problemas de larga
escala. A Relaxacao Linear é indicada para modelos com estrutura linear inteira ou
mista, enquanto a Relaxacao Continua estende sua aplicabilidade a problemas com

fungoes e restrigoes nao lineares.

2.3 Simplex

O método Simplex, introduzido por DANTZIG (1951), é uma técnica fundamental
para a resolugao de Problemas de Programagao Linear (PPL). Sua principal carac-
terizacao é explorar a estrutura poliédrica da regiao factivel de um problema para
encontrar o valor 6timo da fungao objetivo.

Esse percurso é realizado ao longo das arestas, partindo de um vértice inicial
e movendo-se para os seus vértices adjacentes, almejando sempre uma melhoria no
valor da fungao objetivo, conforme cada iteracigo. MACULAN e FAMPA (2006),
de forma mais sucinta, destacaram a comutagao dos vértices relacionados com a

viabilidade a cada iteragao como:

Citacédo 1. A ideia do método é partir de uma solucéo basica de Ax = b satisfazendo
x 0, isto é, uma solucdo basica primal vidvel, passar para outra solugdo basica
primal viavel sem que o valor da fun¢éo objetivo diminua (no caso de maximizacao).
(Maculan e Fampa, 2004: 19)

Consideremos um problema de Programagao Linear (PL) com critério de mini-

miza¢ao, na forma padrao:

X
(P): min Xj
i=1
X 9.7
sujeito a: aijXj =dj; 1=1:0m (2.7)

A seguir, sao descritos os passos fundamentais do algoritmo Simplex, para um

problema de minimizagao, ilustrados também no fluxograma da Figura (2.3).

1. Modelo no formato padrdo e Solucdo Bésica Viavel: Inicialmente, o

problema é formulado no modelo formato padrao. Em seguida, determina-se
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uma Solugao Basica Viavel (SBV), identificada por Xg, correspondente a um
subconjunto de m varidveis béasicas que satisfazem o sistema AX = b, com

x 0.

. Teste de Otimalidade: Realiza-se o Teste de Otimalidade, com o céalculo
dos custos reduzidos ¢j  zj, onde zj representa o valor associado a varidvel

nao bésica X;j, calculado a partir das variaveis duais.

. Condicéo de Otimalidade: Se todos os custos reduzidos satisfazem ¢j  z;

0, a solucao atual é 6tima e o algoritmo é encerrado.

. Selecdo da Variavel a Entrar na Base: Caso a condigao de otimalidade
nao seja satisfeita (ou seja, existe algum ¢;  zj < 0), seleciona-se uma variavel

para entrar na base.

. Critério de Entrada na Base: A variavel a entrar na base é aquela, dentre
as nao bésicas, que possui o maior custo reduzido negativo. Isso pode ser

formalizado como:
argmaxfc; zjjx; 2xn; ¢ zj <0g;

onde XN € o conjunto de variaveis nao bésicas.

. Condicao de Otimalidade: Apoés a selecao da variavel de entrada, deve-se
verificar se todos os Cj  Zj sao nao-negativos. Se esta condigao for satisfeita,

a solucao é 6tima e o algoritmo é encerrado .

. Selecdo da Variavel a Sair da Base: Se a solugao ainda nao for 6tima apos

as verificagoes anteriores, uma variavel basica é selecionada a sair da base.

. Teste da Razdo Minima: Para determinar qual variavel bésica deixara a

base, realiza-se o Teste da Razao Minima:
. di .
=min —ja; >0 ;
dij

onde d; sao os valores atuais das variaveis basicas e ajj sao os coeficientes da

coluna da varidvel de entrada na base transformados.

. Atualizacdo da Solugédo Basica Viavel: A solucdo basica viavel é entao
atualizada com a nova composicao de variaveis, resultando em um novo ponto

extremo da regiao factivel.
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10. Retorno e Repeticdo do Processo: O processo retorna ao passo 2 (Teste
de Otimalidade) e se repete até que a condigao de otimalidade seja satisfeita

em qualquer uma das verificagoes, passos 3 ou 6.
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No contexto desta dissertacao, o algoritmo Simplex é utilizado como resolvedor
do Problema Mestre Restrito dentro da técnica de Geragao de Colunas. A cada
iteragao, resolve-se o problema atual utilizando o conjunto de colunas disponiveis,
atualizando a solucao primal, bem como as variaveis duais, que posteriormente sao

utilizados na formulagao e resolu¢ao do Subproblema gerador de colunas.
Método Simplex Duas Fases

Nem todo PPL pode ser inicialmente aplicado ao método Simplex devido méa
formulacao para o mesmo e, também sua solugao béasica vidvel nao pertencer ao
conjunto factivel padrao. Isso ocorre pelo motivo do problema nao apresentar uma
solugao bésica viavel inicial, ou seja, a forma algébrica que compoe a matriz de
restri¢oes nao possui uma submatriz identidade, como também, nao possui variaveis
que permite compor uma base inicial, pois violam a condicao de nao negatividade.

As razoes das estruturas desses problemas que aplicam o método Simplex de duas
fases ¢ bem retratada nos trabalhos de BAZARAA et al. (2011) e VANDERBEI
(2014). Os autores analisam as restrigdes de modelos que impedem o uso imediado

do algoritmo simplex. Segue abaixo um resumo de cada restrigao complicador

e Restrigoes de igualdade onde nao é possivel adicionar variaveis de folga, ja que

essas variaveis servem so para restrigoes caracterizadas por inequagoes;

e Restrigoes compostas por inequagoes "maior ou igual a'"para serem transfor-
madas em uma igualdade. Neste caso, é preciso subtrair uma variavel de
excesso, e com isso, essa variavel entra com coeficiente negativo na equagao, o

que nao ajuda a formar uma coluna da matriz identidade;

e Coeficientes negativos no lado direito da restri¢ao ( b < 0) sao contornado ao

multiplicarem a inequagao por 1, o que também decai no caso anterior.

Nesses casos, para contornar esses empecilhos, é aplicado o método Simplex Duas
Fases, um cléassico documentado na literatura pelos trabalhos de KANIYAR (2025),
MACULAN e FAMPA (2006) e BAZARA et al. (2011), por exemplo, cuja finalidade
¢é garantir a inicializacao do Simplex a partir de um ponto viavel, independentemente
desse ponto pertencer diretamente ao espago do problema original.

Suponha que temos um Problema de Programagao Linear (PL) na forma:

min ¢’ x
sujeito a AX =1 (2.8)
x 0

Para a Primeira Fase do método ¢é introduzido de variaveis artificiais X* em (2.8)

para "forcar"a obtencdo de uma base vidvel. Em (2.9), temos um novo modelo
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designado de Problema Auxiliar, j& com o acréscimo dessas variaveis:

) X
min xj-"

-
! (2.9)
sujeito a AX+Ix®=b
x;x% 0

Onde:

e X? sdo variaveis artificiais adicionadas, uma para cada equacao de igualdade

ou restricao do tipo

e | é a matriz identidade que permite formar uma base inicial viavel.

O objetivo desse Problema Auxiliar é minimizar a soma das variaveis artificiais,
pois desejamos elimina-las do problema abordado.

Ao encontrar uma solugao 6tima em (2.9), logo encontraremos uma solugao viavel
para o Problema Auxiliar (2.8). E importante destacar que, quando o problema
original admite uma solugao béasica viavel, o problema auxiliar da Primeira Fase
produzira, necessariamente, uma solugao 6tima onde todas as variaveis artificiais
assumem valor nulo.

Isso ocorre porque, nesse caso, existe uma combinagao das variaveis originais que
satisfaz integralmente as restrigoes do modelo, tornando desnecessaria a contribuicao
das variaveis artificiais. Logo, o valor 6timo da fungao objetivo de (2.9) igual a zero,
e todas as variaveis artificiais introduzidas poderao ser removidas do modelo sem
prejuizo a viabilidade, possibilitando o inicio da Fase 2, a partir de agora, de uma
base real e factivel.

Contudo, caso a solucao 6tima da Primeira Fase resulte em pelo menos uma
variavel artificial com valor estritamente positivo, isto é, se Xj" > 0 para algum
J, isso indica que nao foi possivel satisfazer o conjunto de restricbes do problema
original sem o auxilio das varidveis artificiais introduzidas. Ou seja, a presenca
de varidveis artificiais ativas na solucao 6tima do Problema Auxiliar implica que o
conjunto viavel do problema original é vazio.

Portanto, nesse cenario, conclui-se que o problema original nao admite solucao
bésica viavel, o que inviabiliza a aplicacao da Fase 2 do método Simplex. Assim, o
processo é encerrado ainda na Fase 1, sendo declarado o problema como inviavel.

Apos a Primeira Fase assegurar a viabilidade da solugao, entao, pode-se iniciar
a segunda, e ultima fase. Uma vez obtida uma solugao 6tima para o Problema Au-
xiliar, considera-se que foi identificada uma Solugao Béasica Viavel para o problema
original (2.8), isso porque todas as varidveis artificiais assumem valor zero. Essa

solugao passa a ser utilizada como ponto de partida para a Fase 2.
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O procedimento agora consiste, em sequéncia, da remocao das colunas associa-
das as variaveis artificiais da matriz de restricoes. Redefinir a funcao objetivo do
problema original, denotada por ¢' X, anteriormente substituida na Fase 1.

Por fim, o algoritmo Simplex é retomado a partir da base viavel ja encontrada,

operando agora com foco exclusivo na otimalidade.
Método da Penalidade — Big M

Assim como o método Simplex Duas Fases, o método da penalidade, conhecido
como método Big M, é empregado em PPL nos quais as restri¢oes nao se apresentam
diretamente na forma padrao exigida pelo algoritmo Simplex. Isso ocorre, como no
Simplex Duas Fases, quando ha restrigoes de igualdade ou restrigoes do tipo maior
ou igual (), o que impede a obtengao direta de uma Solugao Basica Viavel inicial.

Nesse método, também sao introduzidas variaveis artificiais ao modelo. Contudo,
diferentemente da abordagem do Simplex Duas Fases, nao se constréi um problema
auxiliar. Em vez disso, essas varidveis artificiais sao incorporadas diretamente na
funcao objetivo original, com coeficientes penalizadores de magnitude extremamente
elevada — comumente representados por uma constante M, suficientemente grande.
O objetivo ¢ tornar a presenca dessas variaveis indesejaveis na solugao 6tima.

O ponto central do método Big M esta na introdugao controlada dessas variaveis
artificiais, que sao estrategicamente posicionadas nas restrigoes para completar a
matriz de coeficientes com uma submatriz identidade. Isso garante a existéncia de
uma base viavel inicial, requisito necessario para a aplicagao do algoritmo Simplex.
Embora essas variaveis nao pertencam ao modelo original, a penalizagao imposta
via M 0 assegura que, durante as iteracoes do algoritmo, o Simplex tenderd a
elimina-las da base sempre que houver uma solucao viavel composta apenas pelas
variaveis originais.

No caso de um problema de minimizacao, os coeficientes das variaveis artificiais
sao positivos e muito grandes, enquanto em problemas de maximizacao, sao muito
negativos. A formulacao tipica da funcao objetivo penalizada assume a forma:

>

min Z=c'x+M X} (2.10)

Onde:

e X representando as varidveis artificiais adicionadas ao modelo;

e M 0 indicando uma penalidade suficientemente elevada, de modo a tornar

sua permanéncia na base economicamente indesejavel.

Com a estrutura da fun¢do objetivo definida em (2.10), é possivel aplicar o
algoritmo Simplex diretamente ao problema modificado, em uma tnica etapa, sem

necessidade de fase preliminar.
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Entretanto, essa conveniéncia apresenta limitacoes importantes. A escolha do
valor de M ¢é arbitraria, e embora deva ser suficientemente grande para garantir a
eliminacao das variaveis artificiais, nao existe um critério teérico absoluto para sua
definicao. Como a notagaéo M 0 indica uma penalidade altamente elevada, espera-
se que sua contribuicao domine a funcao objetivo e force sua exclusao da solugao
6tima. No entanto, essa magnitude deve ser calibrada com cautela, pois valores
excessivos podem introduzir instabilidades numéricas, como perda de precisao e
erros de arredondamento — especialmente em problemas com escalas heterogéneas
ou mal dimensionados.

Conforme discutido por KANIYAR (2025), essas fragilidades numéricas podem
comprometer a confiabilidade do método, especialmente em implementacoes com-
putacionais de larga escala. De modo semelhante, ? apontam que o método Big
M pode ser inadequado para ambientes sensiveis a precisao, sendo mais apropriado
para aplicacoes didéaticas ou modelos de pequena dimensao.

Dessa forma, o método Big M é geralmente recomendado em situagoes em que
o controle sobre os dados e a escala do problema permitem ajustes adequados de
penalizacao. Nesta dissertacao, utilizamos esse método para garantir uma base

viavel inicial na resolucao do segundo problema abordado.

2.4 Geracao de Colunas

O objetivo desta secao é apresentar conceitos tedricos e fundamentais do uso das
técnicas de decomposigao, assim como introduzir o algoritmo de Geracao de Colunas
utilizado nesta pesquisa. Sua funcionalidade é aplicada para lidar com problemas
lineares que possuem muitas variaveis manipuladas no modelo, em comparacao com
suas restricoes. Ou seja, essa abordagem é destinada a resolver Problemas de Oti-
mizacao Linear em larga escala, caracterizados por possuir um namero elevado de

varidveis, que em muitos casos, sao impraticaveis de enumeracao.

2.4.1 Evolucgéo Historica das Técnicas de Decomposicéo

Historicamente, as primeiras abordagens para resolucao de Problemas de Otimi-
zagdo Linear podem ser atribuidas ao trabalho de KANTOROVICH (1939), que
introduziu, além da ideia inicial de Programacao Linear, a ideia de particionar pro-
blemas maiores em problemas reduzidos. Essa ideia ¢ associada aos Subproblemas,
que, para estes, serao discorridos com minuciosidade mais a frente. Apesar do tra-
balho original de Kantorovich nao se referir a técnicas de decomposicao, seu estudo

conduziu pesquisas futuras e promissoras sobre o tema.
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DANTZIG e WOLFE (1960), abordaram a resolu¢ao de Problemas de Programa-
¢ao Linear dividindo-os em Problema Mestre e Subproblema. Contudo, FORD JR e
FULKERSON (1958) ja haviam explorado técnicas de decomposi¢ao em problemas
de fluxo em redes, separando o fluxo total em fluxos individuais para cada commo-
dity. Embora Ford e Fulkerson nao tenham trabalhado diretamente com Geragao
de Colunas, seus estudos também introduziram técnicas de decomposi¢ao que, mais
tarde, influenciariam abordagens em Otimizacao como as de Dantzig-Wolfe.

Diante disso, o método de decomposicao Dantzig-Wolfe estabeleceu formalmente
o conceito de decomposi¢ao para problemas lineares gerais. Seu funcionamento
baseia-se na resolucao de problemas lineares de grande porte que possuem caracte-
risticas de blocos independentes na matriz de restricao, possibilitando a reparticao
do problema original em subproblemas menores e mais trataveis. Essa decompo-
sicao ocorre por meio da representacao das solucoes de cada subproblema como
combinagoes convexas das solucoes extremas da regiao factivel.

Em um processo iterativo, o Problema Mestre Restrito fornece uma solucao
viavel ao resolver um modelo reduzido do problema original, enquanto o Subpro-
blema identifica novas colunas a serem incorporadas ao Problema Mestre Restrito,
condensando-o com o actimulo de colunas. E importante destacar que, apesar desse
método ser destinado a problemas lineares originalmente, ele também serviu como
base para técnicas posteriores que abordaram problemas inteiros, como a Branch-
and-Price. Uma aplicagao classica que utilizou esse método é a resolugao do Cutting
Stock Problem, cujo objetivo é a minimizacao dos desperdicios gerados apos cada
corte, proposta por GILMORE e GOMORY (1961).

Gilmore e Gomory introduziram a técnica de Geracao de Colunas para obter
cortes eficientes de materiais como papel, madeira e metal. Essa abordagem foi
ajustada diante da modelagem inteira do Cutting Stock Problem em uma formulagao
linear, utilizando a técnica de Dantzig e Wolfe, permitindo resolver problemas de
grande escala.

A formulacao proposta estabelece que cada padrao de corte viavel corresponde a
uma coluna da matriz de restri¢ao, permitindo uma abordagem iterativa. O subpro-
blema tem como objetivo identificar novos padroes de corte promissores ao problema
original, incorporando-os iterativamente ao Problema Mestre Restrito, ao invés de
acrescentar todos os possiveis padroes desde o inicio.

O processo se repete até que nao existam mais padroes de corte capazes de reduzir
o custo da fungao objetivo, garantindo assim a otimalidade da solugao. Gilmore
e Gomory inovaram na resolu¢ao de Problemas Combinatérios e possibilitaram o
desenvolvimento de diversas variantes para o Cutting Stock Problem.

Apoés a consolidagao da Geragao de Colunas no Cutting Stock Problem, a téc-

nica comecou a ser aplicada em problemas ainda mais complexos. DESROSIERS
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et al. (1984) aplicaram as técnicas da decomposigao de Dantzig e Wolfe junto com
Branch-and-Bound e Geragao de Colunas em problemas de roteamento e transporte.
Demonstraram a eficacia da Geragao de Colunas aplicada de forma inovadora em
problemas de roteamento com janelas de tempo.

Nos anos 1990, BARNHART et al. (1998) estabeleceram a técnica de Branch-
and-Price na resolucao de problemas inteiros de grande escala. Esse algoritmo firmou
a aplicacao de Geragao de Colunas com Branch-and-Bound.

Com o desenvolvimento de algoritmos hibridos e de heuristicas, o trabalho de
LUBBECKE e DESROSIERS (2005) permitiu um avango maior na técnica de Ge-
racao de Colunas para resolucao de problemas de otimizagao mais complexos. Liib-
becke e Desrosiers relataram em seu artigo, tanto a teoria detalhada, como técnicas
praticas de resolucao de problemas com degenerescéncia e convergéncia lenta, além
de descreverem a evolucao do uso da Geragao de Colunas na Programacao Inteira
ao longo dos anos.

Atualmente, os trabalhos concentram-se na utilizacao do algoritmo focando na
resolucao de problemas inteiros de grande porte. E possivel observar nos trabalhos
PESSOA et al. (2020), UCHOA et al. (2024), DESROSIERS et al. (2024), um estudo

detalhado acerca de Problemas de Otimizacao Combinatéria e Geracao de Colunas.

2.4.2 Algoritmo de Geragédo de Colunas

Nesta se¢ao, apresenta-se a técnica de Geracao de Colunas, que sera aplicada aos
dois problemas abordados nesta dissertacao. A seguir, descreve-se o funcionamento
do algoritmo em associacao com o método Simplex, com énfase no processo de
decomposi¢ao em Problema Mestre (PM) e Subproblema.

O objetivo da Geragao de Colunas é gerar, de forma iterativa e sistemética,
novas variaveis (colunas) que aperfeigoem progressivamente a solugao de um modelo
de grande porte. Em muitos problemas de grande escala, como j& discutido, o
numero de variaveis é tao elevado que torna invidavel sua enumeracao completa,
devido & explosao combinatéria. A Geracao de Colunas permite contornar essa
dificuldade ao processar, em cada iteragao, apenas um subconjunto reduzido de
colunas, promovendo uma reducao significativa da complexidade computacional.

O problema original é denominado Problema Mestre (PM), e é reformulado em
um Problema Mestre Restrito (PMR), que contém apenas um conjunto inicial re-
duzido em colunas viaveis. A solucao do PMR fornece uma solucao viavel para o
PM, porém nao necessariamente 6tima, ja que representa apenas um limitante infe-
rior para o 6timo do problema completo. A Geracao de Colunas pode ser aplicada
tanto em Problemas de Programacao Linear quanto em Problemas Inteiros relaxados

linearmente.
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O processo de Geracao de Colunas baseia-se na resolucao iterativa de um Sub-
problema, cujo objetivo é identificar colunas que, ao serem incorporadas ao PMR,
promovam a melhoria da solugao corrente. A eficiéncia do algoritmo depende da
possibilidade de calcular os custos das colunas do PMR com base em sua prépria
estrutura, o que permite que o Subproblema identifique colunas promissoras, com
base no critério de custo reduzido.

A resolucao inicial do PMR processa-se através de uma solugao bésica viavel, ob-
tida comumente por heuristicas, garantindo que todas as restrigoes sejam satisfeitas.
Embora que nao seja 6tima, a solugao inicial garante viabilidade para a execugao
do algoritmo Simplex.

Com a viabilidade inicial garantida, inicia-se o processo iterativo, da qual, a cada
iteracao, o PMR é resolvido utilizando o algoritmo Simplex, fornecendo uma solugao

primal ; e um vetor dual U . Esses vetores duais, associados as restricoes do PMR,

sao fundjamentais para a fase de precificacao de colunas.

O Subproblema, formulado com base na estrutura do Problema Mestre e para-
metrizado por U, tem como objetivo identificar uma nova coluna (variavel) J que, se
adicionada ao PMR, ird aprimorar o valor da fungao objetivo.

Mais formalmente, o Subproblema busca uma coluna aj, tal que seu custo redu-
zido ¢j = ¢;  (u'aj) seja o mais negativo possivel, em problemas com critério de
minimizacao. A natureza e a formulagao especifica do Subproblema sao fundamen-
talmente determinadas pelas propriedades estruturais do problema original, bem
como detalhado em revisoes abrangentes para as formulagoes de corte e empacota-
mento, como as apresentadas em WASCHER et al. (2007a) com suas respectivas
topologias.

A seguir, apresenta-se a formulacao geral do PMR, adaptada de LUBBECKE
e DESROSIERS (2005), cujo objetivo é encontrar a solu¢ao 6tima minima z com

base em um subconjunto de colunas representadas por j:

X
Z :=min Ci j
R
sujeito a aj j b
j23
i 0 j2J

Nesta formulacao:

e J representa o conjunto de indices das colunas (variaveis) atualmente presentes

no Problema Mestre Restrito (PMR).
e Cj ¢ o custo associado a variavel j.

e  é a variavel de decis@o que indica a quantidade da j-ésima coluna.
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e 3; ¢ o vetor coluna da j-ésima variavel de decisao nas restricoes do PMR.

e b é o vetor dos recursos disponiveis.

O objetivo é minimizar o custo total z , sujeita as restricoes de de-
manda/capacidade e ndo-negatividade das variaveis.

Como discutido, o Subproblema é resolvido com o objetivo de identificar colunas
que contribuam para a melhoria para o PMR. Isso é feito calculando o custo re-
duzido das variaveis nao béasicas e, assim, identificando aquelas com potencial para
aprimorar a solucao atual.

Segundo DESROSIERS et al. (2024), cada nova variavel (coluna), incorporada
ao PMR, corresponde a uma solucao obtida do Subproblema, sendo essa escolha
guiada pela analise dos custos reduzidos.

Esse comportamento pode ser compreendido com maior profundidade a partir
do trabalho de LUBBECKE e DESROSIERS (2005), o qual descreve formalmente
o critério de precificacao de colunas. Especificamente, o Subproblema é responséavel
por identificar, dentre o conjunto implicitamente dado A, uma coluna a 2 A que
minimiza o custo reduzido. Se o valor minimo ¢ for nao negativo, entao a solugao
primal e a solucao dual u do PMR sao 6timas para o Problema Mestre original.
Caso contrario, a coluna que gerou o custo reduzido mais negativo é adicionada ao

PMR e o processo é repetido, conforme explicitado na citacao a seguir:

Citacao 2. Assuming that we have a feasible solution, let and u be primal and dual
optimal solutions of the RMP, respectively. When columns a;, j 2 J, are implicitly
given as elements of a set A & ;, and the cost coe Lcieht ¢; can be computed from
aj, then the subproblem or oracle ¢ := minfc(a) uTaja 2 Ag returns an answer
to the pricing problem. If ¢ 0, no reduced cost coe Lcieht ¢; is negative and
(embedded in RY)) optimally solves the MP as well. Otherwise, we add to the RMP
a column derived from the oracle’s answer, and repeat with re-optimizing the RMP.
(Lubbecke e Desrosiers, 2005: 1008)

A utilizagao de técnicas de decomposicao que particionam Problemas de Otimi-
zagao em reformulagoes baseadas em Programacao Linear constitui uma alternativa
eficiente frente ao desempenho insatisfatério de métodos exaustivos, como o Branch-
and-Bound, em instancias de grande porte.

Nessas situagoes, a limitagao computacional inviabiliza a exploracao completa da
arvore de decisao. Ainda que técnicas de decomposicao nao garantam sempre limites
inferiores de boa qualidade, especialmente em problemas altamente simétricos, o uso
de Geragao de Colunas em Programacao Inteira se mostra promissor, principalmente

em modelos com grandes matrizes de restrigao. O algoritmo busca eliminar colunas
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irrelevantes e inserir, a cada iteracao, apenas aquelas que contribuem efetivamente

para a melhora da solugao.
Degenerescéncia e Ciclagem em Geracdo de Colunas

A degenerescéncia e a ciclagem em Geragao de Colunas, especialmente em proble-
mas de grande escala, podem comprometer a convergéncia e eficiéncia do algoritmo.
Um problema é degenerado, no contexto da Programagao Linear, quando uma so-
lugao basica viavel apresenta mais variaveis basicas com valor zero que o necessario
para qualificar um ponto extremo da regiao factivel.

No algoritmo Geracao de Colunas, mais precisamente no Problema Mestre Res-
trito, as solucgoes Otimas podem nao retratar avancos promissores. Isso porque,
mesmo com a entrada de novas colunas através do subproblema, o valor da fun¢ao
objetivo pode nao ter alteragoes, desestabilizando os multiplicadores duais.

Esse comportamento ¢ delicado devido esses multiplicadores serem utilizados
como coeficiente do Subproblema, e pequenas variagoes em seus valores propiciam a
insercao de colunas semelhantes, ou ainda, idénticas as anteriores, nao melhorando
a solucdo global. DESROSIERS e LUBBECKE (2005) destacam que colunas de-
generadas geralmente entram com valor nulo e podem, ao longo das iteragoes, se
acumulando gerando solugoes excessivamente estaticas.

E exatamente nesse cenario que a ciclagem pode vir a se manifestar. Esse pro-
cesso ocorre quando, devido as repeticoes degeneradas, o algoritmo passa a alternar
entre as mesmas solugoes basicas, ou entre conjuntos muito préximo de colunas.
Ou seja, o algoritmo acaba "preso"em um ciclo de solugoes estagnando o valor da
fungao objetivo, resultando em um elevado ntimero de iteragoes.

A literatura propoe diferentes estratégias para mitigar esses efeitos. Técnicas
de estabilizacao da funcao dual sao bem utilizadas na pratica, em decorréncia de
controlar as oscilagoes dos multiplicadores duais. Isso é feito, por exemplo, através
de penalizacoes a variagao entre iteragoes consecutivas, de forma que o subproblema
nao gere colunas repetidas ou instaveis. Um exemplo amplamente adotado ¢ o
Stabilized Column Generation, detalhado em LUBBECKE e DESROSIERS (2010).

Outras estratégias envolvem a inclusao de penalizagoes artificiais na fungao ob-
jetivo do Subproblema, ou mesmo sua reformulacao. Tais solugoes garantem uma
maior flexibilidade ao algoritmo, podendo explorar solugdes potenciais, e nao se
prender em um conjunto limitado de variaveis do espago de busca.

No capitulo 3, apresentaremos a aplicagao do método de Geracao de Colunas no
problema classico do Cutting Stock, por meio de uma instancia de pequeno porte,
a fim de detalhar cada uma das etapas do algoritmo. Para isso, a secao seguinte
introduz os principais conceitos fundamentais do problema abordado, ilustrando a

aplicagao detalhada do algoritmo.
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2.5 Cutting Stock Problem

Cutting Stock Problem (CSP) é um problema classico da Otimizagao Combinatoria,
com formulacao matematica fundamentada na Programacao Inteira. A esséncia
desse problema reside na determinacao do melhor processo de cortar materiais de
dimensoes grandes e padronizadas, visando gerar em pegas/partes menores. Esse
processo acontece de modo sempre a atender uma demanda previamente estabelecida
de produgao, para cada tipo de peca de cada modelo gerado e, ao mesmo tempo,
minimizar o desperdicio de material ou o namero total de cortes realizados.

A sua relevancia pratica é notoéria em setores industriais como o madeireiro,
téxtil, metalurgico, e de embalagens, por exemplo, onde a definicao de padroes
eficientes de corte impactam diretamente a reducao de custos e, do aproveitamento
dos insumos. Nesses contextos, adicionalmente, o uso ineficiente da matéria-prima
implica diretamente em elevados custos operacionais e perdas financeiras, o que
evidencia a necessidade de solu¢oes otimizadas para aprimorar a eficiéncia produtiva,

e, assim como, a gestao empresarial.
Contexto Historico e Aplicacdes

Suas aplicagoes geralmente sao em industrias que possuem um alto volume de
produgdo diante de um material basico (matéria-prima), a ser dividido (cortado)
inteligentemente em unidades menores. E indiscutivel que existam variacoes de
modelagem diante de cada cenario industrial a ser aplicado o Cutting Stock, possi-
bilitando restri¢oes adicionais ao modelo referentes a producgao desejada.

Um exemplo tratado por BELOV et al. (2007) relata uma formulagao para o
Cutting Stock unidimensional, do qual as posigoes dos cortes gerados sao relevan-
tes no modelo. E aplicado os cortes de Gomory para melhorar seu desempenho
computacional.

GOULIMIS (2020) ja alertava sobre as limitagoes dos algoritmos classicos para
solucionar Cutting Stock, enunciando contraexemplos préaticos dos quais validavam
sua ineficiéncia, como os métodos tradicionais do modelo de Gilmore-Gomory.

DE CARVALHO (2002) revisou diferentes formulagoes lineares para Cutiing
Stock e Bin Packing, comparando os modelos classicos dos quais combinam padroes
de corte predefinidos, com modelos fundamentados em Fluxos em Rede. Esses possi-
bilitam restri¢coes adicionais como, por exemplo, sequéncia e ordem em que os cortes
sao realizados, ou também, restricoes de perda minima apds os cortes.

Nos trabalhos de DYCKHOFF (1990) e de WASCHER et al. (2007b) ¢ estudado
a estrutura do Cutting Stock Problem como dois conjuntos, dos quais o primeiro
é definido por elementos de objetos maiores, como por exemplo, a matéria-prima
disponibilizada. Ja o segundo, como um conjunto de objetos menores, as demandas

a serem asseguradas.
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Os objetos menores sao posicionados de modo a preencher o espaco total dis-
ponivel nos objetos maiores, sem sobreposicao e sem ultrapassar seus limites. Os
autores fazem essa interpretacao associando o Packing Problem ao Cutting Stock
Problem, pois ambos problemas compartilham caracteristicas estruturais e mate-
méaticas em comum, mesmo possuindo objetivos distintos. Nas industrias, ambas
aplicagoes podem ser utilizados através de modelos hibridos, como por exemplo, na
ocasiao em que uma empresa dispoe da necessitada de gerar/cortar pecas de uma
matéria-prima e empacota-las em um contéiner, por exemplo.

Um classificagao fundamental para o Cutting Stock Problem ¢é a dimensionali-
dade do tipo de corte a ser efetuado, ou seja, as dimensoes geométricas que envolvem
os cortes do problema sao consideraveis e impactam diretamente sua modelagem.

Problemas unidimensionais sao caracterizados por cortes lineares (corte de barras
e rolos de papel), problemas bidimensionais e tridimensionais sao caracterizados por,
cortes em duas dimensoes (cortes em chapas metalicas e cortes de tecidos) e trés
dimensées (corte de blocos e vidros), respectivamente.

Usualmente, existem abordagem conceituadas para CSP, dois exemplos seriam
a maximizacao da area total da matéria-prima disponivel, enquanto a outra visa
a minimizacao dos desperdicios gerados apds cada corte. No entanto, para essa
pesquisa, abordaremos a minimizag¢ao dos cortes realizados ao longo do processo

produtivo.
Formulagdo Matematica

A modelagem tradicional assume um estoque (ilimitado ou nao) de barras de
comprimento fixo, a partir das quais devem ser produzidas pegas menores com de-
mandas especificas. Cada padrao de corte representa uma forma viavel de dividir
uma barra do estoque em vérias pecas, e o objetivo final é minimizar o ntimero total
dessas barras utilizadas (ou, em casos mais gerais, o custo associado).

O objetivo nesta dissertacao é encontrar a melhor combinagao de cortes que
minimize a quantidade de cortes realizados ao longo do processo, otimizando o uso
da matéria-prima e reduzindo o desperdicio com cortes desnecessarios. Seu modelo
classico foi apresentado por GILMORE e GOMORY (1961).

Contudo, é possivel generalizéd-lo em um modelo que incorpora custos relaciona-
dos na fungao objetivo, diferenciando do modelo proposto por Gilmore e Gomory, o

que chamaremos de Pgera nesta dissertacao.
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(Pgeral) © min Cj Xj
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sujeito a: aijXj  di; (211)
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O problema abordado envolve a otimizacao do corte de barras de comprimento
padrao L como limitante para a execugao dos cortes de cada modelo desejado, e,
neste caso, adotaremos todas as barras com o mesmo comprimento Lj padrao e
pré-definido.

Além disso, existirda uma quantidade finita de barras disponiveis i = 1;2;::;;m
para a execucao de cada corte Xj, no qual J representa a quantidade de vezes que

cada corte é concretizado, e varia entre J = 1;2;:::;p; onde p representa o conjunto

de todos os padroes de cortes possiveis a serem cometidos.
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Capitulo 3

Meétodo Proposto

3.1 Geracéo de Colunas Aplicada ao CSP

A modelagem do CSP é desafiadora para instancias de grande porte devido & vasta
quantidade de padroes de corte possiveis. A aplicagao da Geragao de Colunas emerge
como uma técnica eficiente para contornar essa complexidade, e nesse contexto, o
Problema Mestre (PM) original, que representa o CSP completo, é linearmente
relaxado e reformulado em um Problema Mestre Restrito (PMR), contendo apenas
um subconjunto inicial de padroes de corte (variaveis).

A resolucao iterativa do PMR, via método Simplex, fornece a solugao primal
e, crucialmente, os vetores duais 6timos, U , associado as suas restri¢oes de demanda.

Com base nesse vetor U , o Subproblema é formulado e resolvido. Para o CSP,
a formulacao classica para seu subproblema é o Knapsack Problem, onde se busca
identificar um novo padrao de corte que maximize o valor dual sem exceder a ca-
pacidade da barra principal a ser cortada. Mais precisamente, o subproblema visa
maximizar a redugao de custo na funcao objetivo do PMR, respeitando a restri-
¢ao de comprimento da barra da matéria-prima, e utilizando os vetores duais como
"valores"dos itens (pedagos de demanda a serem gerados).

O critério para selecao desse novo padrao de corte, a ser incorporado ao PMR, é
de possuir o menor custo reduzido nao positivo (¢ 0), do qual indicaré o potencial
de melhora na fungao objetivo. Se nenhum padrao de corte com custo reduzido
negativo for encontrado, a solug¢ao atual do PMR ¢é considerada 6tima para o CSP.

Para uma nova coluna - padrao de corte - identificada pelo subproblema ser
inserida na base do PMR, é necessario determinar qual coluna basica deixara a
base. Para isso, aplica-se o Teste Minimo da Razao, um critério fundamental do
algoritmo Simplex.

Este teste é essencial para manter a viabilidade da solucao e garantir que o

algoritmo continue progredindo em dire¢ao a uma solucao 6tima, decidindo eficien-
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temente qual variavel basica deve se tornar nao basica.

A coluna que sai da base simplifica a solu¢ao, removendo variéveis que nao con-
tribuem mais para a melhoria do problema, permitindo que o modelo evolua progres-
sivamente até que a otimalidade da funcao objetivo seja atingida. Seguidamente, a
base é atualizada, substituindo a coluna que saiu pela nova coluna identificada no
Subproblema.

A Geragao de Colunas é uma técnica eficiente para resolver CSP devido & quan-
tidade de padroes possiveis de corte surgirem a medida que o ntimero de barras,
e a diversidade dos cortes, aumentam. A grande dificuldade desse problema esté
correlacionada na decorréncia de cada padrao de corte ser uma combinagao Unica
de pegas cortadas, assim como o niimero de padroes possiveis aumenta espontane-
amente devido a complexidade do problema, tornando sua descrigao, e resolugao,
inviaveis em tempo habil para instancias de grande escala, como j& discutido nesta
dissertacao.

Ao ser solucionado com Geragao de Colunas no contexto do método Simplex,
além da motivagao sobre o tamanho excessivo das instancias, uma outra vantagem é
a diminui¢ao de padroes de cortes equivalentes para o CSP. Frequentemente padroes
de cortes repetitivos sao gerados por ser um padrao mais eficiente, aproveitando
melhor a matéria-prima utilizada, causando um menor desperdicio, e por isso sao
fornecidos como 6timos.

E possivel evitar a exploracao de todo o espaco de busca ao utilizar Geracao de
Colunas, controlando a reducao excessiva de padroes idénticos, dado que, a cada
iteragao do algoritmo, s6 se é adicionado uma nova coluna (padrao de corte) se for
capacitado de melhoria para a fungao objetivo.

A solucao inicial trivial para o PMR, quando aplicada ao CSP, consiste na for-
mulacao de padroes de cortes unitérios, nos quais cada padrao é responsavel por
produzir apenas um tunico tipo de peca a partir de uma barra padrao. Embora tal
abordagem resulte, em geral, um elevado indice de desperdicio de matéria-prima -
uma vez que nao é otimizado o aproveitamento total das barras disponiveis - ela
apresenta como principal vantagem a garantia de viabilidade da solucao inicial.

Essa caracteristica ¢ especialmente relevante no contexto de algoritmos baseados
em Geragao de Colunas, que necessitam de uma solugao inicial factivel para dar inicio
a0 processo iterativo de refinamento dos padroes. A aplicabilidade dessa estratégia
inicial pode ser compreendida por meio das ilustragoes apresentadas a seguir.

No exemplo considerado, sao definidas trés demandas distintas, cada uma
correspondendo a um tipo especifico de peca a ser obtida a partir do corte.
Conforme ilustrado na imagem (3.1), para cada demanda é gerado um padrao de
corte exclusivo, resultando em cortes homogéneos.Ja na imagem (3.2), visualiza-se

os desperdicios por essa abordagem, representados em vermelho, indicando as areas

29



que o material nao foi aproveitado por completo.

Figura 3.1: Demanda de modelos
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Corte 1

Corte 2

Corte 3

Figura 3.2: Desperdicios gerados ap6s execucao da solucao trivial.

Esses desperdicios processados a partir da aplicacao de padroes de cortes triviais
poderao impactar significativamente o lucro final de uma produgao. No entanto,
tais solugoes s@o comumente selecionadas heuristicamente para dar inicializagao no
algoritmo Geracao de Colunas, sendo cruciais para acelerar a convergéncia do valor
otimo em um tempo plausivel, explorando o espago de busca de forma mais sagaz. A
escolha da heuristica inicial, nesse contexto, pode variar conforme as especificagoes
do problema abordado.

A literatura apresenta diversas conjecturas e suposi¢oes que englobam a interpre-
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tacao final 6tima final no Cutting Stock. No artigo Counterexamples in the Cutting
Stock Problem GOULIMIS (2020) sao discutidas conjecturas e suposigoes - com-
provadas e nao comprovadas - formuladas por autores relevantes na area, exibindo
exemplos e contraexemplos. Goulimis discorre sobre arredondamentos de inteiros,
relagdo minima de itens mestres (matéria-prima) com os residuos gerados ao final do
problema (desperdicios), apresenta também questionamentos sobre divisao e conta-
gens de padroes. Apesar de alguns indicios sugerirem a validade de determinadas
conjecturas em classes especificas de instancias, nao ha, até o presente momento,
uma formulagao teérica que comprove tais hipéteses de maneira geral.

O Cutting Stock Problem unidimensional é classificado como um problema N P-
dificil. Sua complexidade reside em selecionar, dentre um nimero exponencial de
padroes de corte possiveis, um subconjunto que minimize o ntimero de barras utili-
zadas ou o desperdicio de material, enquanto atende as demandas de cada tipo de
pega.

Ao resolver o CSP por meio da Geragao de Colunas, o subproblema responséavel
por gerar novos padroes de corte ao modelo é naturalmente formulado como um
Integer Knapsack Problem, que também é classificado como N P-dificil MARTELLO
e TOTH (1990). O objetivo do Knapsack Problem é selecionar um subconjunto de
itens, com pesos e valores associados, de modo a maximizar o valor total sem exceder
capacidade maxima de uma mochila.

A redugao do CSP ao Knapsack no contexto da Geragao de Colunas ocorre por-
que o subproblema busca um novo padrao de corte que maximize o "lucro"(ou mi-
nimize o "custo reduzido") a partir de uma barra de matéria-prima de comprimento
limitado.

A relagao entre ambos é formalmente estabelecida por meio da formulacao do
subproblema de precificacao, cuja fungao é identificar um padrao de corte com custo
reduzido negativo - ou seja, uma coluna que, ao ser adicionada ao Problema Mestre
Restrito (PMR), potencialmente melhora a soluc¢ao atual.

Enquanto o Knapsack Problem foca a maximizar o aproveitamento total de re-
cursos e cumprir restrigoes de capacidade da mochila, no CSP essa ldgica é migrada
para a selecao de quantidades de pecgas a serem extraidas de uma tnica barra pa-
drao, respeitando seu comprimento total e maximizando o valor dual associado as
pegas.

Dessa forma, a geracao de padroes consiste na identificacao de novas combinagoes
de cortes da matéria-prima que reduzam o custo da solugao corrente. Esse processo
é validado através do Knapsack Problem, pois ele permite identificar a combinagao
de pecas da demanda que melhor aproveita o espago disponivel na barra. E como
resultado, obtem-se padroes de corte mais eficientes e, consequentemente, com menor

desperdicio ou o namero de barras utilizadas.
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O subproblema assume, a seguinte forma, conforme apresentado por MAR-
TELLO e TOTH (1990):

X
max U;a,;
i=1
X
sujeito a: wia; L; (3.1)
i=1
a2Z% i=1:::5;n

onde:

U;j representa o valor dual associado a restricao de demanda da peca do tipo
i. E o "valor"que cada unidade da peca i contribui para a funcio objetivo do

problema mestre.

W;j é o comprimento da peca I.

aj é a quantidade de pecas I no padrao de corte.

e L é o comprimento da barra padrao de matéria-prima.

3.1.1 Formulacdo do Problema

Cada barra a ser cortada possui um comprimento fixo, e os padroes de corte de-
terminam como essa barra sera dividida em pedacos, de acordo com as demandas
exigidas. Esses pedacos podem variar em categoria e comprimento, conforme as
necessidades do problema.

A formulacao matematica sera realizada com base na Relaxacao Linear do pro-
blema apresentado em (2.11), considerando agora variaveis de decisdo continuas,
denotamos por X; 0, que garantem a nao negatividade e representam a quanti-
dade de vezes que o padrao de corte J é utilizado.

A fungao objetivo visa minimizar o somatério dessas variaveis Xj, buscando as-
sim a combinacao mais eficiente de padroes de corte que atenda as exigéncias de
demanda. O coeficiente a;; indica, em unidades, os pedacos gerados a cada vez que
um padrao J de corte é empregado na barra i do estoque. Embora cada padrao
possa ter um custo associado ¢j, neste modelo assumimos, por simplicidade, que
todos os custos sao unitérios: ¢; = 1.

Como existird um limite de demanda d; a ser garantida para as larguras de
cada peca exigida, definiremos, para o PMR, a restricao a;jX; = d;, que garante a
producao da quantidade necessaria de cada tipo de peca gerado.

O indice | representa os diferentes tipos de pecas a serem produzidos e varia

entre | = 1;2;:::;z. Essas demandas individuais impoem um limitante minimo de
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producao para cada tipo de pecas geradas, e o termo a;j corresponde exatamente
aos coeficientes da matriz de restrigao.

Com isso, a formulagao do problema PMR é dada por:

X
(P): min X
j=1
sujeito a:
> (3.2)
aijjxj=d; 1=12:52
j=1
Xj 0 i=12mp;

Cabe destacar que, nesta formulagao (P), nao sao consideradas explicitamente as
restricoes relacionadas as larguras das pecas geradas. Essa escolha visa simplificar
o modelo, focando apenas na quantidade total de pecas a serem produzidas, sem
incorporar as dimensoes fisicas de cada item.

Por fim, vale observar que cada padrao de corte J corresponde a uma configuracao
especifica de cortes, e cada barra de matéria-prima serd composta por diferentes

combinacoes de pecas - geradas pelos cortes J - conforme sua capacidade.

3.1.2 Resolucao do Cutting Stock Problem utilizando Gera-
cao de Colunas

Nesta secao, ilustramos o funcionamento do algoritmo de Geragao de Colunas apli-
cado a uma instancia especifica do Cutting Stock Problem. Esta etapa é fundamental
para uma compreensao detalhada do processo e da logica envolvida no algoritmo.

Consideramos um caso particular com instancias reduzidas, no qual estao dispo-
niveis placas de matéria-prima com comprimento de 7 metros. A demanda consiste
em: 25 unidades de placas com 5 metros, 37 unidades de placas com 3 metros e 41
unidades de placas com 2 metros. A Figura (3.3) apresenta um resumo visual do
problema.

Aplicamos a técnica de Geragao de Colunas com o objetivo de minimizar a
quantidade total de placas de matéria-prima utilizadas. Em instancias maiores,
esse algoritmo apresenta desempenho computacional consideravelmente superior

aos métodos tradicionais de Programagao Inteira.
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