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Os coeficientes do polindmio caracteristicos de um grafo sfo determinados em
fungfio da contagem dos seus subgrafos elementares. Sfo conhecidos os coeficientes dos
seus quatro primeiros termos, que correspondem a aqueles de mais altos graus no
polindmio. Neste trabalho, determinamos uma expressdo algébrica para os quinto e
sexto termos do polindmio caracteristico de um grafo em fungfio da determinagéo de
subgrafos elementares especiais, que chamamos k-emparelhamentos. Introduzimos, aqui
também, uma familia nova de grafos, os cardigrafos, onde cada elemento ¢ um grafo
que possui cardinalidade de arestas dada em fun¢fio do seu numero de vértices. Esta
familia contem importantes classes de grafos, como os regulares, planares maximais,
periplanares maximais(mops), arvores, k-arvores, etc...Estabelecemos propriedades para
os cardigrafos que generalizam resultados conhecidos da literatura e determinamos af
uma subfamilia, os grafos de densidade homogénea. Relacionamos estes grafos com os
maxregulares e provamos que os seus indices tendem para o grau médio do grafo, a

medida que o numero de vértices aumenta.
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The coefficients of the characteristic polynomial of a graph G are determined in
terms of the counting of its elementary subgraphs. The four first terms of the
coefficients of this polynomial, corresponding to its highest degrees, are already
known. In this work, an algebraic expression to the fifths and sixths terms of the
characteristic polynomial has been determined viewing the stabilishing of special
elementary subgraphs which are called k-matching . This work also introduces a family
of new graphs, the cardigraphs, where each element has its number of vertices given in
function of its number of edges . This family has important classes of graphs such as the
trees, the regular graphs, the maximal outerplanar graphs (mops), the maximal planar
graphs, etc. Properties that gencralize well-known results of the literature have been
established and a subfamily, graphs of homogeneous density, has been determined.
These graphs have been associated with the maxregular graphs and it is proved that their

indices tend to the medium degree of the graph, as its number of vertices grows.
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Capitulo I

Introducio

L1 Apresentagio da tese

A fundamentag@o da Teoria Espectral dos Grafos foi iniciada por volta de 1950 com
uma série de resultados publicados por um mimero considerdvel de matematicos. A
maioria desses trabalhos abordam a relagfio entre a teoria espectral ¢ as propriedades
estruturais de um grafo. Por outro lado, outra origem deve-se & quimica quéntica.
Hiickel, em 1931 produziu um modelo teérico a partir de moléculas de hidrocarbonetos
nfo saturados, que somente, por volta dos anos 50, com a formaliza¢do da teoria
espectral dos grafos, ¢ que matematicos puderam fazer a ligagdo entre essas areas de

estudo. Em seu modelo, Hiickel representa os niveis de energia de certos elétrons por

autovalores de um grafo.

Resultados da teoria espectral indicam a tentativa dos matematicos de caracterizar os
grafos por meio de seu espectro. Apesar da tentativa frustrada, mesmo certos grafos
simples ndo isomorfos t€m o mesmo espectro, a pesquisa em teoria espectral nfio perdeu
o folego, haja visto nimero de referéncias bibliograficas (mais de 300) apresentadas em
(CVETKOVIC et al., 1980) e uma publicagiio do mais recente livro sobre o assunto,
devido a CVETKOVIC, ROWLINSON e SIMIC (1997).

Esta tese se desenvolve apresentando neste capitulo os principais resultados em teoria
dos grafos ¢ algebra linear necessarios 4 compreenséio do texto. No capitulo 1I reunimos
importantes resultados, que nos serviram como pré-requisitos para as contribui¢des aqui

apresentadas. Todo grafo pode ser decomposto em subgrafos elementares, Desta forma,



os coeficientes do polindmio caracteristico de um grafo sfio determinados pela
contagem desses subgrafos que o contém. Trata-se, portanto, de um arduo problema
combinatério. SHo conhecidos os quatro primeiros coeficientes do polindmio
caracteristico de G, isto €, aqueles correspondentes aos primeiros termos de mais altos
graus. O primeiro ¢ sempre unitario, o segundo, notado por a;, é sempre nulo, o terceiro,
notado ay, € o simétrico do nimero de arestas de G e o quarto, a3, é o simétrico do dobro
do nmiimero de tridingulos de G. No capitulo III, apresentamos contribuigdes para o
calculo do quinto e do sexto coeficientes do polindmio caracteristico de um grafo, a
partir da contagem de subgrafos elementares especiais que

chamamos k-emparelhamentos.

A segunda parte da tese é composta pelos quarto e quinto capitulos. A principio, a nossa
intengdo era simplesmente aplicar a teoria espectral e as contribuigdes por néds
desenvolvidas na primeira parte da tese, em algumas classes de grafos, tais como
arvores, grafos periplanares maximais(mops), grafos planares maximais e etc. A partir
dai, observamos que em tais classes o numero de arestas era fungfio do nimero de
vértices dos grafos a elas pertinentes. Construimos, entfio, a formalizagdo de uma
familia de grafos, que chamamos cardigrafos, contendo diversas classes conhecidas,
inclusive as acima citadas. Determinamos, ai, os grafos com densidade homogénea, que
sdo grafos “quase regulares”. Para eles provamos resultados com relagdo ao seu maior
autovalor, conhecido como indice. Fizemos, também, uma relagdo entre os grafos com
densidade homogénea e os maxregulares, estes recentemente introduzidos por

RODRIGUES (1997). Finalmente, as conclusdes sfo apresentadas no ultimo capitulo.

1.2 Conceitos e Resultados Preliminares

A teoria espectral dos grafos procura obter propriedades estruturais de um grafo a partir
do estudo dos autovalores da sua matriz de adjacéncia e vice-versa. Assim, para que este
trabalho se torne o mais auto contido possivel, apresentamos neste item os principais
resultados da teoria dos grafos e de algebra linear necessarios a compreensdo do

desenvolvimento desta tese.



1.2.1  Grafos

Um grafo G consiste de um par ordenado de conjuntos, (V,E) , tais que V € um
subconjunto dos nimeros naturais ¢ E={{x ,y }/x,ye V; x# y }. Os
elementos de V sfo os vértices do grafo e os elementos de E sio as arestas de G .

O nmimero de vértices de um grafo € sua ordem , notada por / G/ =n ,e0 namero de
arestas é seu tamanho, /E / = m . Grafos sfo ditos finitos ou infinitos de acordo com

sua ordem. Os grafos considerados nesse trabalho sfo finitos.

Dois vértices, X € y , sdo adjacentes quando {x ,y}€E. Nesse caso x e y sdo 0s
extremos da referida aresta . Uma aresta e ={Xx, y}¢ usualmente notada como xy . Duas
arestas sd0 adjacentes ou incidentes se possuem um extremo em comum. Se todos 0s
vértices de um grafo sfo dois a dois adjacentes, entfio G € dito completo e € notado por

Ka.

Um conjunto de vértices (arestas) nfo adjacentes dois a dois é chamado independente.

O conjunto de adjacéncia de veV € o conjunto Adj(v) formado pelos vértices de V que
sdo adjacentes a v. O grau de v, d(v) , é a cardinalidade desse conjunto. O niimero

0(G) = min {d¥), ve V' } & chamado grau minimode Ge o nimero
AG) = max {d(v), veV }, grau mdximo de G. Se todos os vértices de G possuem o

mesmo grau 1, entfo o grafo € dito 7- regular, ou simplesmente, regular.

1 ,
O nimero d(G) = —Zd(v) ¢ o grau médio de G . E claro que temos

vel

O(v) £ d(G) < A®v).

O grau de uma aresta e = {x,y} ¢ definido como grau(e) = d(x)+d(y)-2.



Seja Y& V(G), para i, 1 < i< A, chamamos de fregiiéncia do grau i em Y a quantidade
de vértices de Y que possuem grau igual a i. Esse niimero sera denotado por wy (i).
Assim, WY(i)=| {veY l d(v)=i em G} |. se Y=V(G), o notaremos, simplesmente, por

w(i), ou quando for necessario destacarmos o grafo G, wg(i).

A matriz de adjacéncia de G, denotada por 4 = (a,.j) ¢ tal que

1, se v; € adjacente a v;

a-- = y .
Y 0, caso contrario

A matriz de incidéncia de G é notada por B = (b e definida como

i )nxm

by = 1,sevieeg N
0, caso contrario

Sejam G = (V,E) e G = (V’,E’). Dizemos que G e G’ sio isomorfos se existe uma
bijecdo ¢ :V—> V’ paraaqual, xy e E & ¢X)d(y) € E'e G e G’ siio homeomorfos

se cada um ¢ obtido através do outro por uma seqii€ncia de subdivisdes de arestas.

Seja G = (V°,E’) um grafo. Se V’c V e E’c E entfio G’ é um subgrafo de G. Se, além
disso, G contém todas as arestas xy € E com x, yeV’, entfio G & um subgrafo induzido

de G.

Dizemos que um subgrafo G*de G é maximal com relagfio a uma propriedade P quando

qualquer outro subgrafo de G que contenha propriamente G ndo satisfaz P.

Um subgrafo completo maximal de G é uma cligue de G. Um vértice € simplicial em G,
se o subgrafo induzido pelo seu conjunto de adjacéncia em G € um grafo completo. Um

2-vértice € um vértice simplicial de grau dois.



Dados Gie G grafos , Gi=(V;,Ei),comVinV;=0,1<i,j<2,a soma direta
G; + Gy dos grafos Gi e Gz € o grafo dado por G = (ViUV,, EiUE).
O produto completo G1V G, dos grafos Gie Gz € o grafo obtido a partir de G, + Go,

ligando cada vértice de Gy , a cada vértice de G,.

Para veV(G), o grafo G-{v} ¢ tal que seu conjunto de vértices ¢ V(G)-{v} e seu
conjunto de arestas ¢ obtido eliminando de E(G) todas as arestas incidentes a v. Os
grafos G+{v,w} e G-{v,w}, v,weV(G), possuem os conjuntos de vértices dados por

V(GQ) e os de arestas dados por E(G)u{v,w} e E(G)-{v,w}, respectivamente.

Um percurso de comprimento k em um grafo G é uma seqiiéncia de vértices, néo
necessariamente distintos, XXXz ... XxaXk , tal que para cada i, i=1,2,...k,

{xi1, x; }€E(G). Se x=Xg, entdo o percurso € fechado.

Um caminho ¢ um percurso onde nenhum vértice pode ser repetido. O nimero de
arestas de um caminho € seu comprimento , ¢ um caminho de comprimento k ¢

denotado Py, .

Se P = XoX1X3 ... X1 € um caminho e k > 3 , entfo o grafo C := P+{xx.1, X} ¢
chamado ciclo. O comprimento do ciclo € o seu nimero de vértices (ou arestas). Um
ciclo de comprimento k é um k-ciclo e é denotado por C; . Um tridngulo ¢ um ciclo de

comprimento trés.

Dado um ciclo, qualquer aresta que ligue dois de seus vértices e que nfio pertenca ao

ciclo é chamada uma corda do ciclo.

O grau de um ciclo C=x¢X...Xx.1Xg € definido como grau(C):=d(xp)+d(x1)+...+d(Xw-1)-2k.

O ciclo de menor comprimento em um grafo G é chamado cintura de G e o seu

comprimento € notado por g(G).



Podemos contar o nimero de percursos em um grafo (BIGGS, 1993) usando a sua

matriz de adjacéncia:

Teorema 1.1: Se A é a matriz de adjacéncia de um grafo, entfio a
(i, j) entrada da matriz A*, denotada por a{® & igual ao

numero de percursos de comprimento k, que partem do

vértice i e terminam no vértice j.

A distdncia dg( x, y ) em G de dois vértices x, y € o comprimento do menor caminho

em G, ligando x ay. A maior distincia entre dois vértices de G é o didmetro de G .

Um grafo G ¢ dito conexo se cada dois de seus vértices podem ser ligados por um
caminho em G. Caso contrdrio G € dito ser desconexo. Uma componente de um grafo é

um subgrafo conexo maximal .

A conectividade de um grafo conexo G, denotada k(G), é o menor niimero de vértices
que, ao serem retirados de G, o torna desconexo. Um grafo G € p-conexo se k(G) = p.

Em particular, G é biconexo se k(G) > 2.

Uma coloragéo de vértices de um grafo G = (V,E) é uma aplicagfio c:V — S tal que
c(v) # c(w) se v ¢ adjacente a w. Se | c(V) |=k, dizemos que G possui uma k-coloracéo.
Os elementos de S sfo chamados de cores. O menor inteiro k tal que G possui uma k-
coloragdo € o numero cromdtico de G, e ¢ denotado por y(G). Se y(G) = k, entdo

dizemos que G € k-cromatico.

O grafo de [inha de um grafo G, é o grafo L(G), tal que o seu conjunto de vértices é
formado pelas arestas de G e dois de seus vértices sdo adjacentes, se as arestas

correspondentes sfo incidentes em G.



O complemento de G é o grafo G, cujo conjunto de vértices € o mesmo de G e o de

arestas é F .

Um grafo G = (V,E) ¢ k-partido se V admite uma parti¢io em k classes tal que cada
aresta possui seus extremos em classes distintas e os vértices, numa mesma classe, sdo

ndo adjacentes . Grafos 2-partidos sfio chamados bipartidos.

Um grafo k-partido, tal que quaisquer dois vértices em classes distintas sdo adjacentes é
chamado k-partido completo ou completo multipartido. Se, nesse caso, cada classe V;

contém exatamente n; vértices, 1< i < k, o grafo ¢ denotado K . O grafo K;, ¢
gr nlnz ...Dk >

chamado estrela .
Grafos bipartidos nfio possuem ciclos impares. Na verdade, tal propriedade ¢ uma
caracterizagio para esses grafos (DIESTEL, 1997), como mostra a proposicio a seguir:

Proposicio 1.1: Um grafo é bipartido se e somente se nfio contém ciclos impares .

Um grafo é chamado cordal se qualquer ciclo de comprimento maior que trés possui
uma corda. Na figura 1.3, Gy € cordal, enquanto G, nfo o ¢é, pois o ciclo abcd néo

possui corda.

G1 GZ

figural.l: Gy € grafo cordal; G, n#o cordal.



L1.2.2. Classes especiais de grafos

Nessa se¢fo faremos um estudo de algumas familias de grafos que aparecerfio com mais
freqtiéncia nesse trabalho. As éarvores, os grafos elementares, os planares, os
periplanares maximais (mops) € as k-arvores sfio as principais delas. Apresentaremos as

defini¢Ges e relacionaremos algumas propriedades a respeito dessas familias.

Um grafo conexo que nfo possui ciclos € chamado drvore. Um grafo cujas componentes

sdo arvores é chamado floresta. Na figura 1.2, temos uma arvore com 6 vértices.

L ®
figura 1.2: uma arvore

Uma caracterizagio para as arvores & dada pelos  conhecidos resultados

(DIESTEL, 1997):

Teorema 1.2: As seguintes afirmagdes sdo equivalentes :
)] T é uma arvore ;
(ii) quaisquer dois vértices de T s#io ligados por um unico caminho;
(iii)  T-e é desconexo para qualquer aresta e€G ;
(iv)  parax, yeV(T), vértices nfio adjacentes,

T+xy contém um tnico ciclo.

Corolario 1.1 :Um grafo conexo com n vértices € uma arvore, se € somente se,

possui n-1 arestas.



Um grafo ¢é dito elementar se suas componentes conexas sdo ciclos ou K. O grafo da

figura 1.3 € elementar, com 7 vértices e trés componentes conexas.

VAN

figura 1.3: um grafo elementar

O posto de um grafo G € definido por #(G) = n-c , onde c é o nimero de componentes
conexas de G, e o co-posto de G ¢é s(G) = m-n+c. Observamos que 1(G) e s(G)
coincidem com o posto € o co-posto da matriz de incidéncia de G, respectivamente,

como pode ser encontrado em [BIGGS,1993].

O co-posto de um grafo elementar pode ser obtido usando a proxima proposig¢éo, que

provaremos a seguir.

Proposigio 1.2  Se G é um grafo elementar entfio o seu co-posto € dado

pelo nimero de ciclos de G.

Prova: Seja G um grafo elementar. Assim, G possui p componentes que séio ciclos € q
componentes que sdo arestas. Sejam Ci, Cy, ..., C, os ciclos de G de comprimento L;

parai, 1 £i<p. Desse modo,

c= p+q , (1 . 1)
n= L1+L2+...+Lp+2q ¢ (1.2)
m= Li+lo+. L+, (1.3)

onde ¢ é o nimero de componentes de G, n, o numero de vértices e m, o de arestas de
G.
O co-posto de G ¢ dado por

s(G) = m-ntc (1.4)
Substituindo as equagdes (1.1), (1.2) e (1.3) em (1.4), temos
s(G)=p. ¢



Um k - emparelhamento é um grafo elementar cujas k componentes sfo isomorfas a K .

Na figura 1.4, mostramos um 3-emparelhamento.

figura 1.4: 3-emparelhamento
Dizemos que um grafo G ¢ imersivel numa superficie S se existe uma representagéio de
G desenhada sobre S, tal que duas arestas nfio se interceptem fora das extremidades.

Nesse caso, dizemos que G esta imerso em S.

Um grafo é planar quando pode ser imerso num plano. Quando representamos G por

uma imersdo no plano, chamamos tal representagio de plana.

Na figura 1.5, mostramos duas representagdes de K4: uma nfio plana e a outra, plana.

Desse modo, K4 é um grafo planar

(®) (b)

figura 1.5: (a) uma representagio ndo plana e (b), plana, do mesmo grafo

Um grafo é planar maximal se a inclusfio de qualquer aresta ao grafo acarreta a perda da

planaridade.

Numa representagdo plana de um grafo planar as arestas determinam regides do plano

chamadas faces. A face que ndo ¢é limitada por arestas de G ¢ chamada face externa.

10



Convencionaremos aqui, que sempre que nos referirmos a uma representa¢io de um

grafo planar , estaremos nos referindo a sua representacdo plana.

Usando a formula de Euler, temos a seguinte relagdo entre os nimeros de faces, de
vértices e de arestas de um grafo planar, cuja prova pode ser encontrada em

(JURKIEWICZ, 1990).

Teorema 1.3 (Férmula de Fuler): Seja G um grafo planar conexo com n vértices,

m arestas e f faces. Entdo, n-m+f=2,

Concluimos, usando o teorema 1.2, que o nimero de faces de um grafo planar nfo
depende da representagfio plana do grafo. Além disso, como conseqiiéncia direta da

Formula de Euler, temos o seguinte teorema (JURKIEWICZ, 1990):

Teorema 1.4 : Seja G um grafo planar com n vértices e m arestas,

onde cada face possui t arestas, t > 3, entfio

me -2
t—2

Num grafo planar maximal todas as faces possuem trés arestas. Caso contrario, se
existisse uma face no triangular entfo poderiamos acrescentar uma aresta interna a essa
face, sem que o grafo perdesse a planaridade. Isso contrariaria o fato de o grafo ser
maximal. Assim, a seguinte proposi¢io ¢ uma conseqiiéncia imediata da observagio

acima e do teorema 1.3.

Proposicéio 1.3 Seja G um grafo planar maximal. Entdo m = 3n-6 e, se G ¢€ apenas

planar, entdo m < 3n-6.
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Como decorréncia, também, do teorema 1.4 temos o seguinte resultado para grafos

planares que nfio posuem tridngulos.

Proposi¢io 1.4: Seja G um grafo planar sem tridngulos entdo m<2n-4.

A partir das proposi¢des 1.3 e 1.4 concluimos que os grafos Ks e K3 3 nfo séio planares.
Na verdade, Kuratowski mostrou que esse fato ¢ uma caracterizagdo para os grafos

planares (DIESTEL,1997):

Teorema 1.5 : Um grafo € planar se e somente se , no contém um

subgrafo homeomorfo a Ks ou a Kj 3.

Os resultados que apresentaremos a seguir so baseados no trabalho de JURKIEWICZ

(1990)

Corolario 1.2: Num grafo planar, existe, pelo menos, um vértice

de grau menor ou igual a 5.

A A A
Prova: Temos que 2m = Zd(vi)= Ziw(i) e n= Zw(i). Pela proposicdo 1.3,
i=1 i=1

i=1

A A A
segue que 2m < 6n-12, assim, 6Zw(i) -Ziw(i) > 12. Portanto, Z (6-1)w() >12.

i=1 i=1 i=1

Logo,

Sw()+Hw(2)+H3w(3)+2w(4d)+w(5) = 12-2 6-)Hw()= 12. (1.5)

i=6
Entfio existe pelo menos 1 <i< 5 tal que w(i) = 0. Desse modo, existe pelo menos um

vértice de grau menor ou igual a 5. ¢
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Corolario 1.3: Num grafo planar, 2-conexo, com n > 3, existem,

pelo menos, 3 vértices de graus iguais ou menores que 5.

Prova: Como o grafo é 2-conexo, entfo usando (1.5), temos
4w(2)+3w(3)2w(4)tw(5) = 12. (1.6)
A desigualdade (1.6) s6 se verifica se o nimero de vértices de grau menor ou igual a 5

for maior ouiguala3. e

De modo analogo, usando a desigualdade (1.5), podemos mostrar os seguintes

corolarios:

Corolario 1.5: Num grafo planar, 3-conexo, comn > 4,

Existem, pelo menos, 4 vértices de graus iguais ou menores que 5.

Corolario 1.6: Num grafo planar, 4-conexo, com n> 6,

Existem, pelo menos, 6 vértices de graus iguais ou menores que 3.

Corolario 1.7: Num grafo planar, 5-conexo, com n> 12,

Existem, pelo menos, 12 vértices de graus iguais ou menores que 3.

Um grafo planar ¢ periplanar (outerplanar) se possui uma representacfo plana, tal que
uma de suas faces contém todos os seus vértices. Em geral, representamos o grafo de

modo que a face exterior contenha todos os seus vértices.

Na figura 1.6, temos um grafo periplanar e trés de suas representacdes planas. Em (c),

todos os vértices estio na face exterior.
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(2) (b) (c)

figural.6: representacdes planas de um mesmo grafo periplanar

Vimos que o nimero de arestas de um grafo planar ¢ limitado superiormente, em fungéo
do nimero de vértices do grafo, por 3n-6. Temos um resultado semelhante para os

grafos periplanares encontrado em [RODRIGUES, (1997)], como veremos a seguir.

Teorema 1.6: Se G é um grafo periplanar, com n > 2 vértices e

m arestas, entdo m < 2n-3.

Essa desigualdade nos possibilita obter resultados semelhantes aos dos corolarios: 1.3,

1.4, 1.5¢ 1.6. A prova se da de maneira analoga.

Colorario 1.8: Num grafo periplanar, com n > 2 vértices, existem, pelo menos,

2 vértices de graus menores ou iguais que 3.

Corolario 1.9: Num grafo periplanar biconexo, com n 2 3 vértices, existem,

pelo menos, 3 vértices cujos graus sdo menores ou iguais que 3.

Corolario 1.10: Num grafo periplanar biconexo, com exatamente
2 vértices de graus iguais a 2, existem, pelo menos,

2 vértices de graus iguais a 3.
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O seguinte resultado, obtido por TRUSCZYNSKI (1984), nos d4 informacfo sobre a

seqii€ncia de graus de um grafo periplanar.

Teorema 1.7: Sejam G um grafo periplanar, com n > 3 vértices e
[di,da, ..., dy] seqiiéncia de graus de G. Entdo, de <n*+7n-18.
i=1
A igualdade s6 se verifica para o grafo da figura 1.7 ou para o grafo G,

tal que G =K,V P,.1, onde P,.; € um caminho com n-1 vértices.

o

figura 1.7

Um grafo ¢ periplanar maximal se o acréscimo de qualquer aresta ao grafo faz com que
cle deixe de ser periplanar. Para simplificar chamaremos tais grafos de mops, devido ao

termo em inglés, Maximal Outerplanar Graph.

O préximo teorema relaciona alguns resultados sobre os grafos periplanares maximais

ou mops, tendo como referéncia a tese de doutorado de RODRIGUES (1997):

Teorema 1.8: Seja G um mop, com n > 3 vértices.
Entéo,
@) G é um tridngulo ou G possui pelo menos dois 2-vértices,
(ii) G ¢ biconexo,
(i) G € hamiltoniano ¢

(iv) G possui (n-2) faces internas triangulares.
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Num mop, chamamos de fridngulo interno a face interior cujas arestas nfio pertencem
ao ciclo hamiltoniano. Alguns mops nfio possuem tridngulos internos, como por

exemplo K;V P,.1, onde P,y € um caminho com n-1 vértices, n>2.

Usando o teorema 1.8 (iv) podemos determinar o nimero de arestas de um grafo planar

maximal, como mostra o proximo teorema.

Teorema 1.9: Seja G um grafo periplanar maximal, com n > 2 vértices e m arestas.

Entdo, m = 2n-3.

Em RODRIGUES (1997), vimos que todo mop, a menos do grafo trivial e de K, pode
ser obtido de forma recursiva incluindo em cada etapa um 2-vértice, tomando-se como
subgrafo completo K, uma aresta do ciclo hamiltoniano. Assim, um mop, com n = 3,

pode ser definido pela seguinte recursdo:
1) O grafo K3 é um mop;
(ii) Um mop, com nt+1 vértices, pode ser obtido de algum mop G, com
n vértices, pela inclusdo de um novo vértice adjacente a dois vértices

consecutivos sobre o ciclo hamiltoniano de G

Na figura 1.8, mostramos a cadeia de geracfio de mops até 6 vértices.

VAN
VAVS

figura 1.8: mops até 6 vértices
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Nessa forma de gerar os mops, observamos que, conforme a repeti¢do sistematica da
maneira de inserir o 2-vértice, formamos diversas subfamilias de mops. Algumas dessas
subfamilias nos serviro como exemplos para ilustrar parte da teoria desenvolvida nesse
trabalho. Tais subfamilias sfio denominadas “leque”, “serpentina”, e “coroa” e foram
estudadas por RODRIGUES (1997), sendo que esta ja havia sido abordada

anteriormente por JUSTEL (1996).

@) Grafo Leque: Para 3<n<5, o leque estd bem determinado, a menos de
isomorfismo, pela unicidade dos mops. Para n>5, um leque, com nt+1 vértices, é
obtido a partir de outro, com n vértices, inserindo o 2-vértice, com arestas
incidentes ao vértice de maior grau e a um de seus vizinhos mno ciclo

hamiltoniano.

Podemos observar, que o grafo leque com n vértices, notado L, ¢é exatamente o j&

definido produto completo K; V Py;.

Dado um grafo leque L;, uma seqiiéncia de seus graus € [n-1, 2, 2, 3, 3, ..., 3], onde

w(3) =n-3. O grafo L7 est4 representado na figura 1.9.

figura 1.9: o grafo leque L;

(ii))  Grafo Serpentina: Os grafos serpentinas, S,, podem ser obtidos, de forma
recursiva, da seguinte maneira: Para n, 3<n<5, o serpentina estd bem
determinado, a menos de isomorfismo, pela unicidade dos mops. Para n>5, um
serpentina com n+1 vértices é obtido a partir de outro com n vértices, inserindo

o 2-vértice a um de grau 2 e a seu vizinho de menor grau no ciclo hamiltoniano.
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CVETKOVIC ¢ ROWLINSON (1990) se referem aos grafos serpentinas, S,, como P2,
o grafo obtido a partir de P, , quando inserimos arestas entre quaisquer vértices, cuja

distincia seja igual a 2.

Uma seqiiéncia de graus de S, € dada por [2, 2, 3, 3, 4, 4, ..., 4], onde w(4) = n-4, Na

figura 1.10 exibimos o grafo S;.

VAVAVAN

figura 1.10: o grafo serpentina S.

(iii) Grafo Coroa: Para k > 1, podemos obter os grafos coroas, C;, da seguinte
maneira recursiva: O coroa 1, C;, é obtido inserindo-se 2-vértices em cada
aresta do tridngulo. Para k > 2, Cy ¢é obtido a partir de Ci.1, quando inserimos
2-vértices em cada aresta do seu ciclo hamiltoniano. Por construgfo, cada grafo
coroa Cy possui n = 3.2° vértices e cada um deles possui grau i, par, com
i=2 4, ., 2k 2k+2. A freqiiéncia desses graus é dada por w(2)=3.2";
w(4) = 3.2%% .....; w(2k) = 3; w(2k+2) = 3. Na figura 1.11, representamos o
grafo C,.

figura 1.11: o grafo coroa C,

A maneira como os mops sfo gerados nos permite determinar o nimero de seus

4-ciclos, como podemos verificar com a propriedade abaixo:

Propriedade 1.1: Em um mop com n>3 vértices, o nimero de 4-ciclos € dado por

cs—n-3.

18



Prova: Provaremos por indugéio sobre n. Para n=4, claramente, ¢,=1=4-3. Suponhamos
que para todo mop com n vértices, tenhamos c4=n-3. Seja H um mop com nt+1 vértices.
Assim, H’ € obtido a partir de um mop H, com n vértices, pela inser¢io de um 2-vértice
numa aresta e=uv do ciclo hamiltoniano. Chamemos de x o referido 2-vértice. Seja o
tridngulo uvw a tnica face interna de H que contem e. Desse modo, xuwv € o tinico

quatro ciclo de H que nfio pertence a H . Portanto, c4(H)=c4(H)+1=(n+1)-3. ¢

Com a propriedade acima, concluimos que todos os mops, num determinado nivel,
possuem a mesma quantidade de 4-ciclos. Isto ja nfo acontece para os 5-ciclos. Basta
verificar que o grafo serpentina Sg possui dois 5-ciclos, enquanto o grafo coroa C,;
possui trés. No entanto, se considerarmos somente os mops serpentinas € leques,

podemos mostrar que esse nimero € 0 Mesmo, como a Segulir.

Propriedade 1.2: Sejam S, o mop serpentinae L, o mop leque com n>4 vértices.

O namero de 5-ciclos de S, ¢ de L, é dado por ¢s=n-4.

Prova: Em S, (ou L,), rotulemos cada uma de suas faces por 1 a (n-2), de modo que as
duas faces que contem os vértices de graus iguais a 2 recebam 1 e (n-2). Cada 5-ciclo de
S. (ou L,) ¢é formado por 3 faces justapostas. Portanto, as faces
1,2,3; 2,3,4;...e (n-4)(n-3)(n-2) formam os 5-ciclos de S, (ou L,). Assim, para estes

grafos, temos cs=n-4. ¢

Concluiremos essa se¢fio definindo as k-drvores, para k>5. Verificaremos que esse

conceito generaliza o conceito de arvore. Na verdade, uma arvore € exatamente uma

1-arvore. Basear-mos-emos no trabalho de JUSTEL ¢ MARKENZON (1999).

Uma k-drvore ou € um grafo completo de k vértices ou um grafo que contém um vértice
cujo conjunto de adjacéncia induz um grafo completo de k vértices e cuja remogéio

resulta numa k-arvore. Portanto, tal vértice deve ser simplicial de grau k.
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Temos uma defini¢fo recursiva para o conceito de k-arvores: comece por um grafo
completo com k vértices; este grafo é uma k-arvore. Escolha uma k-clique Q na

k-arvore ja existente; acrescente um vértice e faga-o adjacente a todos os vértices de Q.

O seguinte teorema € valido para as k-arvores.

Teorema 1.10 : Se G é uma k-arvore com n vértices

entfo o seu numero de arestas € dado por m=kn —%k(k +1).

Comparando a definicio recursiva dada para um mop com a de uma 2-arvore,
concluimos que os mops formam uma subclasse dentro das 2-arvores. Nos mops, a
2-clique escolhida deve estar no ciclo hamiltoniano. Ja nas 2-arvores, tal exigéncia é
relaxada. Por exemplo, numa 2-arvore, se a aresta escolhida como 2-clique fizer parte

de um tridngulo interno entfio ndo obteremos um mop, como ¢ mostrado na figural.12.

figura 1.12: uma 2-4rvore que nfio € um mop.

Algumas 3-arvores sfio grafos planares maximais, por isso sfo chamados grafos
planares 3-drvores. Temos uma caracterizagdo para essa subfamilia de 3-arvores,

que serd apresentada no proéximo teorema, devido a JUSTEL e MARKENZON(1999).

Teorema 1.11: G ¢ um grafo planar 3-arvore, se e somente se, contem pelo

menos 3 vértices, € cordal e planar maximal.
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Finalmente no item que se segue apresentaremos conceitos basicos de Algebra Linear,
no que se refere a teoria espectral, para permitir que este texto se torne o mais

autocontido possivel.
1.2.3 Algebra linear : autovalores e autovetores

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. O polindmio p(A)=det(AI-A) ¢ chamado
polinémio caracteristico de A . Naturalmente trata-se de um polindmio de grau igual a

ordem da matriz que o define. Suas raizes sfo os autovalores de A .

Assim , os autovalores de A sfo os escalares A, para os quais Ax = AxX possui solugfo

ndo nula. As solugdes nfo nulas correspondentes sdo os autovetores x de A associados

al

Seja A um autovalor da matriz A . O conjunto formado pelos autovetores de A,
associados a A , ¢ o vetor nulo é chamado aufo espago de A, e denotado
por £A). Assim, EA) = {x € R" | Ax = Ax }. A dimensfo do auto espaco &(A) €

chamada multiplicidade geométrica de A .

Os resultados que apresentaremos nesta se¢dio so baseados no livro de NOBLE e
DANIEL (1986). Quando utilizarmos outras fontes de consulta, estas serfio

mencionadas no texto.

Proposi¢do 1.5: O polindbmio caracteristico de uma matriz A de ordem n
possui grau n, isto é, p(A)=agA"+aA" '+ ... +aniA+a, Existem
n autovalores Aj,Az,..,An associadosa A e os seguintes
coeficientes do polindmio  caracteristico satisfazem:

ap=1,a=tragco(A)=A+ A +..+tA, ¢ a,=det (A)=A1A2... Aq
Os autovalores de uma mairiz n3o s3o necessariamente distintos . O niimero de vezes

que um autovalor A; aparece como raiz do polindmio caracteristico chama - se

multiplicidade algébrica de A; € a denotamos m;, 1 <i<n.
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Proposicio 1.6: Autovetores associados a autovalores distintos sdo linearmente

independentes.

Uma matriz A ¢ dita siméirica se AT = A . Se A é uma matriz simétrica com entradas

reais, podem-se mostrar os seguintes resultados:

Proposi¢io 1.7: Seja A uma matriz simétrica e real. Se A € um de seus autovalores
entdo a multiplicidade algébrica de A coincide com sua multiplicidade

geométrica .

Proposi¢iio 1.8 : Seja A uma matriz simétrica e real entfio seus autovalores so reais.

Dizemos que dois vetores u e v em R" sfo orfogonais quando u'v=0. Um conjunto

ScR" é ortogonal quando um par qualquer de seus vetores é ortogonal. Se além disso,

cada vetor do conjunto satisfaz ”V” =+/v'v =1, entfio dizemos que S é orfonormal.

Uma matriz real & chamada orfogonal se A*A=AA=I. Pode-se mostrar que se A é uma
matriz ortogonal entdo tanto suas linhas quanto suas colunas formam um conjunto

ortonormal. Observamos que A™"=A", se A ¢ ortogonal.

Proposicdo 1.9: Se A é uma matriz simétrica e real entfo existe uma matriz
ortogonal, Upy, tal que UTAU & uma matriz diagonal D, onde

D = diag(M, Az, ..., An), para A; autovalor de A, 1 <i<n.
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Desse modo, a matriz U, referida acima, ¢ tal que suas colunas sdo os autovetores que

formam uma base ortonormal de R", isto é, U= (u; uy ... uy), onde {uy, s, ..., Uz} é

uma base de autovetores ortonormais de R". Como U™ = U”, temos que

A=UDU" (1.7

A decomposi¢do espectral de A é dada por

A= wPy + },L2P2 + Py . (18)

onde p; , M2 , ... ,uk s@o os autovalores distintos de A e P; representa a projecio

ortogonal de R" em &(y;), com respeito 4 base candnicade R" , 1 <i<k.

Parai fixo, 1 <i<n, se &(y;) possui {x; , Xz, ... , X4} como base ortonormal entfio temos

P;= X1X1T + XoXp) F ...+ XiXg (1.9)

Além do mais,

P> =P, =P, i=1,2,..,k ¢ PPj=0,i%].

Dizemos que uma matriz real é nfo negativa se suas entradas sdo nfo negativas. Do

mesmo modo, um vetor em R" é ndo negativo se suas componentes sdo ndo negativas.

Os teoremas 1.12, 1.13 e 1.14 que enunciaremos a seguir, devidos a GANTMACHER
(1977), aplicam-se a matrizes nfo negativas ¢ tratam do maior autovalor dessas
matrizes. Esse autovalor, conhecido como indice, tem sido um importante objeto de
estudo em teoria espectral dos grafos. Por isso dedicaremos a ele um tdpico especial
contendo os principais resultados encontrados na literatura. Para os indices, no capitulo

V apresentaremos contribui¢Ges originais.
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Teorema 1.12: Toda matriz nfio negativa possui um autovalor nfio negativo r, tal que
o médulo de qualquer outro autovalor é nfio superior a r. Associado a
esse autovalor maximo, existe, pelo menos um autovetor ndo

negativo.

Uma matriz obtida trocando-se as posi¢des relativas de algumas linhas da matriz

identidade é chamada de matriz de permutagdo.

Uma matriz A é dita redutivel se existe uma matriz de permutagéio P tal que a matriz

P'AP & da forma Mk onde X e Z sio matrizes quadradas. Caso contrario, A ¢

chamada irredutivel.

Os proximos dois teoremas dizem respeito a propriedades das matrizes irredutiveis
possuirem, pelo menos, um autovalor de multiplicidade algébrica unitdria, que sfo

chamados de simples. Além disso, tais autovalores sdo os indices das referidas matrizes.

Teorema 1.13: Uma matriz irredutivel nfo negativa A possui um autovalor positivo r
que & uma raiz simples do polindmio caracteristico de A . O médulo
de qualquer outro autovalor de A é menor que r. Associado a esse

maximo autovalor existe, pelo menos, um autovetor positivo.

Como reciproca do teorema 1.13, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.13: Se o maximo autovalor r de uma matriz nfo negativa A ¢ simples e se
. . . T ~ r
existe um autovetor positivo associado arem Ae A", entdo A €

irredutivel.
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O Quociente de Rayleigh de uma matriz, A, simétrica, real e quadrada de ordem n € a

expressio da forma

piy)= T2 (1.10)

onde y é um vetor ndo nulo de R".

Temos que o maior autovalor de uma matriz real e simétrica ¢ o valor maximo do
quociente de Rayleigh, como mostra a proposi¢éio abaixo encontrada em (NOBLE e

DANIEL, 1986).

Proposi¢iio 1.10: Sejam A uma matriz simétrica, real e de ordemn e p; € p, 0 maior €
o menor autovalor de A, respectivamente. Entéo, g »< p(y) < pi.
Além disso, se X; € X, s30 os autovetores ortonormalizados de A,

associados a 41 € a Py, respectivamente, entdo

py =max p(y) =p(x1) e

y#0

K, =min p(y)= p(Xa).

y=0
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Capitulo II

Teoria espectral dos grafos

II.1  Introducio

Este capitulo tem por objetivo fornecer os pré-requisitos basicos necessarios a
compreensio da Teoria Espectral dos Grafos. Baseados no trabalho de CVETKOVIC,
DOOB E SACHS (1980) ¢ BIGGS(1993), desenvolvemos as se¢bes 11.2 e I1.3, onde
apresentamos defini¢des e relacionamos alguns resultados conhecidos desde o inicio da
pesquisa em teoria espectral dos grafos até os anos 80. Em particular, na se¢io 1.3,
fazemos um estudo mais detalhado sobre o polindmio caracteristico de um grafo, visto
que alguns de seus coeficientes serfio objeto de andlise dessa dissertacdo. Como
algumas familias de grafos possuem propriedades espectrais interessantes, relacionamos
algumas delas na segdo I1.4. Os autovetores e os auto espagos de um grafo sfo
abordados em IL.5. Baseamo-nos no livro recente de CVETKOVIC, ROWLINSON E
SIMIC (1997), “ Eigenvalues of graphs”. Nesse texto, os autores destacam a
importéncia da busca de invariantes algébricos em grafos, ja que o espectro, por si s0,
ndo ¢ suficiente como instrumento de caracterizagio de grafos. Por essa razio, eles
introduzem o conceito de 4ngulos de um grafo, assunto do qual trataremos em IL.6.
Finalmente, na sec¢éio seguinte, apresentamos o conceito de indice de um grafo. Trata-se
do maior autovalor associado ao grafo. A literatura retine uma série de resultados
importantes a esse respeito. Nesta tese apresentamos uma contribuicdo sobre indices

numa familia particular de grafos.
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1.2 O espectro de um grafo

Seja G= (V,E) um grafo onde Véo conjunto de vértices de G ¢ E ¢ o conjunto

de arestas de G, l Vv | =n, IE l =m. Seja A a matriz de adjacéncia de G.

Dizemos que A € um autovalor de G, se A é um autovalor da sua matriz de
adjacéncia A, e que o polindmio caracteristico de A, p(A)=det(Al— A) é o polindmio

caracteristico de G, notado pg ().

Sendo G um grafo nfio direcionado, o trago de A ¢ igual a zero. Desse modo, usando a
proposic¢do 1.5 temos que a matriz A possui, necessariamente, autovalores positivos e
negativos, sendo, portanto uma matriz indefinida. Porém, como vimos na proposi¢do

1.8, sendo A simétrica e real, os seus autovalores sdo nimeros reais.

Chamamos de espectro de um grafo G, Spec G, o conjunto dos autovalores de G,

com as suas respectivas multiplicidades.

Se [ > 2 > ... > s séo os autovalores distintos de G e m; , a multiplicidade de p; ,

1 <i<s, entfio escrevemos Spec G = (ul Bz - MSJ.

m m, .. m

S S
Como conseqii€ncia temos Zmi =ne Zmiui =0.
i=1 i=1

E comum notarmos o menor autovalor de um grafo G por pmi(G) € o maior, por
Umax(G). Sendo que o dltimo recebe o nome de indice do grafo G, e também pode ser
notado por ind(G). Na secdo 1.7, faremos um estudo mais detalhado a respeito dos

indices de G.
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Seja G o ciclo C4, como representado na figura 2.1. O polindmio caracteristico de Cy4 €

2 —
pGOL)=7»4—47«,2=}uz(?Lz—4)eseuespectro, SpecGZ(1 5 1j.Notemosque
ind(C4) =2.

1 2
4 3

figura 2.1 : C4

No caso do exemplo dado na figura 2.1, podemos concluir que u=0 é um dos
autovalores de C4, sem necessariamente determinar o seu polindmio caracteristico,

como mostra a propriedade 2.1, cujo resultado pode ser encontrado em (BIGGS, 1993).

Propriedade 2.1: Seja G =(V,E) um grafo, com vértices, v; € v;, ndo
adjacentes, mas com mesmos conjuntos de adjacéncia.

Tem-se entdo que G possui um autovalor nulo.

Notemos que os vértices 1 e 3, da figura 2.1, satisfazem as exigéncias da propriedade

2.1, e portanto, p=0 é um autovalor de G.

Grafos que possuem o mesmo espectro sfo chamados coespecirais.

COLLATZ e SINOGOWITZ(1957) mostram que dois grafos nfio isomorfos podem ter
o mesmo espectro. Desse modo, concluimos que o espectro de um grafo ndo caracteriza

o grafo. Na figura 2.2 temos duas arvores, nio isomorfas, com o mesmo espectro.

I

figura 2.2: dois grafos ndo isomorfos e coespectrais.
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E comum denotarmos o termo “par de grafos coespectrais ndo isomorfos” por PING.

Entre os grafos conexos com no maximo cinco vértices ndo existem PINGs. J4 para seis

vértices, podemos determinar um PING, como mostra a figura 2.3.

e O

figura 2.3: grafos conexos coespectrais

No entanto, sem a hipétese de conexidade, existe um PING com cinco vértices, dado na
figura 2.4. Nela, um dos grafos € conexo e o outro ndo. Portanto, concluimos, também,

que o espectro ndo determina se o grafo € conexo.
figura 2.4: grafos coespectrais

Felizmente, a matriz de adjacéncia de um grafo nos da informagfio sobre a sua

conexidade, como nos diz a proxima proposic¢éo, devida a LINT(1992).

Proposigio 2.1: Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo G.

G é conexo se € somente se A € irredutivel.
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IL3 O Polindmio caracteristico de um grafo

Os coeficientes do polindmio caracteristico de um grafo G se relacionam diretamente
com sua estrutura. Com a proposi¢io a seguir (BIGGS, 1993), j4 podemos observar essa
ligag8io. Verificaremos que o nimero de arestas ¢ o numero de tridngulos podem ser

obtidos facilmente através do polindmio caracteristico.

Proposi¢io 2.2: Sejam G = (V,E) um grafo e
pa (M) =A "+ a; A" +ay A%+ ... +a, o polindmio
caracteristico, entfo

Har=0;

El;

(i) ap = -

(iii) a3 = - 2.t, onde t € o niimero de tridngulos em G.

Observando a proposi¢do 2.1, somos levados a inferir um resultado semelhante para ay

que envolva um célculo direto com o nimero de 4 - ciclos em G.

Infelizmente, a determinagdo de a4 e dos demais coeficientes a,, n>4, nfo ¢étdo direta
quanto esperavamos que fosse. Para determiné-los, precisamos da defini¢do de posto e
co-posto de um grafo e, também, da contagem de seus subgrafos elementares,

apresentados em 1.2.2. BIGGS (1993) mostra o seguinte resultado:

Teorema 2.1 Sejam pe (A\)=A"+a; A" +a, A"? +... +a, o polindmio
caracteristico de um grafo G, E; o conjunto de todos os subgrafos
elementares de G com i vértices, s(A) e r(A) o posto € o co-posto de

A € E;, respectivamente. Se 1 <i<n, entfio

(L) a= YD @2

AeE;
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Pode acontecer que, para um determinado i, 1<i<n, o grafo n3io possua subgrafos

elementares com 1 vértices. Nesse caso, a; = 0.

Usando o teorema 2.1, até poderiamos determinar o polindmio caracteristico de G sem
o célculo do determinante, usando somente a estrutura do grafo. No entanto, na maioria
das vezes, a contagem de subgrafos elementares nfio é trivial , mesmo quando o niimero
de vértices ¢ pequeno. No capitulo 111, apresentaremos uma contagem para certos casos
de subgrafos elementares e faremos um estudo sobre os coeficientes a; e as do
polindmio caracteristico, que serd a primeira, das nossas contribuigdes mais

significativas.

A proposicdo 2.2, apresentada anteriormente pode ser provada aplicando-se o teorema
2.1. Como nfo existe subgrafo elementar com apenas um tnico vértice entfo, pelo
teorema 2.1, a;=0. Os subgrafos elementares com 2 vértices sfio as arestas do grafo.

Como o posto de uma aresta ¢ igual a 1 e o co-posto € zero entfo, pelo

teorema 2.1, (-1 )2 ay = Z(—1)12°= - |E| entdo a; = -IEI Do mesmo modo, o0s
AcE,

subgrafos elementares com 3 vértices sfio os tridngulos. O posto € o co-posto de um
tridngulo sdo, respectivamente, 2 e 1. Assim, pelo teorema 2.1,

(-1)° as= z:(—l)2 2'=2t entfio a3 =-2t, onde t é o niimero de tridngulos de G.
A€E;

A partir do teorema 2.1, vamos obter uma férmula para as e as. Os subgrafos
elementares com 4 vértices sio os 2-emparelhamentos, definidos em 1.2.2, ¢ os
4-ciclos. O posto e o co-posto de um 2-emparelhamento sfo, respectivamente, 2 ¢ 0 e
os de um 4-ciclo sfo 3 e 1. Chamamos de &, o nimero de 2-emparelhamentos em um
grafo e ¢; 0 numero de 4-ciclos. Dai entdo, (-1)*a,;=(-1)*2",+(-1)*2'c,. Logo,

a4 = €-2Ca. 2.1)

Um subgrafo elementar com 5 vértices € um 5-ciclo ou o grafo H obtido pela soma
direta de um tridngulo com uma aresta. Um 5-ciclo tem posto e co-posto iguaisa 4 e 1,
respectivamente. J4 H possui posto igual a 3 e co-posto igual a 1. Sendo cs, 0o nliimero
de 5-ciclos e fs5, 0o de grafos isomorfos a H, entdo

(-D’as = (-1)*2¢s + (-1)*28;. (2.2)
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e as = 2.(fs — cs). 2.3)

Parao grafo G da figura 2.5, temos diretamente da proposicio 2.2 que a;=0, a;=-7 ¢
as=-4. Vamos, agora, determinar as. Por (2.1), temos que calcular ¢4 € ;. Em G, temos
trés 4-ciclos: 5234, 1234 € 1254 e oito 2-emparelhamentos: 12 € 34; 12 € 45; 14 ¢ 23;
14 € 25; 15 € 23; 15 e 34; 23 e 45; 25 e 34. Assim ¢;=3 ¢ €,=8. Usando (2.1), temos
a,=2. Para determinar as, temos que calcular cs e fs. Em G, temos dois 5-ciclos: 12345,
14325 e dois subgrafos isomorfos a H: 125+34 e 145+23. Assim, ¢s=2 e f5 = 2.
Aplicando (2.3), as=0. Desse modo, pg(L)=A>-TA -4A%+2.

4 3

figura 2.5: grafo com pg (A\)=A>-7A>-4A242

Seja G um grafo com um nimero n par de vértice. Chamamos de [-fator de G
todos os subgrafos elementares de G com n vértices onde cada componente conexa é

isomorfa a K. Desse modo, cada 1-fator de G é um emparelhamento completo de G.

Na figura 2.6 mostramos um exemplo de um 1-fator do 4-ciclo.

figura 2.6: grafo C4 e um de seus 1-fatores

Dizemos que um grafo é 1-fatoravel se ele possui um 1-fator.
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Nem todo grafo com um mimero par de vértices é 1-fatordvel, como mostra a figura 2.7.

figura 2.7: grafo nfo 1-fatoravel

Usando o conceito de 1-fator de um grafo, algumas informag¢fes sobre o termo

independente do seu polindmio caracteristico podem ser obtidas.

Proposi¢io 2.3: Sejam G um grafo com n vértices ¢ a, otermo independente do

polindmio caracteristico de G. Se G é nfo 1-fatordvel entfio a, € par.

Prova: Seja E, o conjunto de subgrafos elementares de G com n vértices. Se E,=J
entdo a,=0, portanto um numero par. Caso contririo, seja A € E, um subgrafo
elementar com n vértices. Como G nfo € 1-fatoravel, temos que uma das componentes
de A é um ciclo. Desse modo, pela proposi¢io 1.2, seu co-posto € diferente de zero, o
que, pelo teorema 2.1, implica que sua contribuigdo para o coeficiente a, ¢ um nimero

par. Tomando todos os subgrafos elementares com n vértices, temos que a, € par. ¢
Como conseqiiéncia imediata da proposigdo 2.3, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.1: Sejam G um grafo com n vértices e a, o termo independente do

polinémio caracteristico de G. Se n & impar entfio a, ¢ par.

Prova: Sendo n impar entdo G ¢ nfio 1-fatoravel, aplicando a proposigéo 2.3 temos que

ap ¢ par. ¢
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Notemos que nada € possivel afirmar sobre a paridade de a, para o caso em que n é par.
Na figura 2.8 temos dois grafos, G, ¢ G,, com um numero par de vértices, como G; é
ndo fatoravel entdio, pela proposi¢do 2.3, a, € par. J4 no caso de G,, temos que este
possui como unico subgrafo elementar com n vértices um 1-fator. Assim, usando o
teorema 2.1, a contribuigfio desse subgrafo para o célculo de a, é 1 ou -1, logo, a, ¢

impar.

Gy G2

figura 2.8: grafos com termos independentes de paridades distintas

Os coeficientes do polindmio caracteristico nos ddo informagdo a respeito dos

ciclos fmpares em um grafo, como mostra CVETKOVIC et al. (1980):

Proposi¢io 2.3: O comprimento L. do menor ciclo impar em G ¢ igual ao indice do

primeiro coeficiente impar néio nulo do polindmio caracteristico.

ay

Além disso, a quantidade dos ciclos de comprimento L em G ¢

Como conseqiiéncia imediata desta proposi¢do, temos que se o grafo G é uma arvore
T, entdo todos os coeficientes de indice impares sdo nulos em pr(A), j& que T ndo

contém ciclos. Além disso, como os subgrafos elementares de T com i vértices sdo

i .
emparelhamentos de ) arestas, i par, temos que, pelo teorema 2.1,
a=qi-1)!"2,

‘ , . i o1
onde q; ¢ o nmumero de modos de selecionar 5 arestas nfo adjacentes em T.
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1.4 Propriedades espectrais de algumas classes de grafos

Algumas classes de grafos possuem importantes propriedades espectrais. Muitas delas

caracterizam o grafo, como poderemos verificar ao longo desta segfo.

Os grafos r-regulares, como ja definimos anteriormente, sdo aqueles cujos vértices
possuem o0 mesmo grau r. BIGGS (1993) mostra que, para esta classe de grafos, o

maior autovalor coincide com o graur:

Teorema 2.2: Seja G um grafo r-regular, entfio:
@) r € um autovalor de G;
(i) Se G ¢ conexo entfo a multiplicidade de r € igual a 1.

(iii) A | < 1, para todo A autovalor de G.

A préxima proposigio encontrada em [CVETKOVIC et al., 1980] generaliza o item (ii)

do teorema 2.2.

Proposicio 2.5: O numero de componentes de um grafo regular G € igual &

multiplicidade de seu indice.

Vimos em I1.2.1 que o espectro de um grafo nfio determina a sua conexidade, pois
podemos ter dois grafos coespectrais, um sendo conexo e o outro nfo. J4 com os grafos
regulares isso ndo pode acontecer, pois dado o seu espectro podemos determinar se o
grafo é regular, como mostraremos a seguir, com um resultado de CVETKOVIC et al.
(1980):

Teorema 2.3: Sejam A,=r>A,>..>A, os autovalores de um grafo G.

. I3
G ér-regular se e somente se — A’ =T.
i
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CVETKOVIC et al.(1980) mostram que a partir do espectro de um grafo regular

podemos determinar o nimero de seus ciclos com um dado comprimento:

Teorema 2.4: Seja G um grafo r-regular de cintura g(G) e polindmio caracteristico
pa (V=N aiA" HaA" 7+, +a,. Seja h<n, h<2g(G), entfio o niimero
de h-ciclos em G, cp, € determinado por r e pelos coeficientes

ai, 4z, ...,an de pG(A’)'

Consideremos, agora, os grafos bipartidos. Um resultado de BIGGS (1993) mostra que

seus espectros sfo simétricos em relac8o a origem:

Proposi¢do 2.6: Seja Gum grafo bipartido. Se A éum autovalor qualquer de G,

entdo -A €, também, um autovalor de G.

Na verdade, LINT(1992) mostra que essa propriedade caracteriza os grafos bipartidos

CONCXoOs.

Proposi¢io 2.7: Seja A oindice de um grafo G conexo, entdo G ¢é bipartido

Se, e somente se, -A € um autovalor de G.

Vamos, agora, usando a proposi¢do 2.6, obter o espectro de um grafo bipartido
completo, K. Para isso, ordenemos os vértices de K, de modo que a sua matriz de

adjacéncia, A, seja dada por

A_OJ
It o)

onde J é amatriz axb com todas as entradas iguais a 1. Como o posto de A ¢ igual a 2,

entfio concluimos que zero € um autovalor de K, com multiplicidade a+b-2. Logo, pela
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proposigio 2.6, py  (A) =X""?(A—A)(A+4,), para algum A;>0. Desse modo,
Pk, (M) = AP A2 Vimos na proposigio 2.2 que A,° & o nimero de arestas de

Kap. Portanto, xl=J£E . Assim, o espectro de K, €

Jab 0 —\/EEJ_

Spec Kap =
1 a+b-2 1

Com isso, mostramos a propriedade 2.2.

Propriedade 2.2: O espectro do grafo K, é dado por

Jab 0 —\/a_b)

Spec Kap =
1 a+b-2 1

Relacionaremos algumas propriedades do espectro do grafo de linha de um grafo G,
L(G).

Mostraremos que todos os autovalores de L(G) sfo maiores ou iguais a —2. Vale

observar que tal propriedade nfio caracteriza os grafos de linha. Por exemplo, Be -2
sdo autovalores de K;3 e de K, 4, respectivamente, e no entanto esses grafos néo séo
grafos de linha. Além do mais, podemos caracterizar todos os grafos de linha que
possuem —2 como autovalor minimo, a partir de um resultado de CVETKOVIC et al.
(1980):

Teorema 2.5: Anin (L(G)) = -2, para todo grafo G.
A igualdade ocorre se e somente se G contem um ciclo par ou dois

ciclos impares na mesma componente conexa.

BIGGS (1993) mostra que se o grafo G é regular entfio o polindmio caracteristico de
L(G) pode ser determinado a partir do polindmio caracteristico de G. Em outras

palavras, o espectro de G determina o de L(G), no caso de regularidade.
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Teorema 2.6: Seja G um grafo k-regular, com n vértices e m arestas, entfio

PL@M)=(A+2)™ pa(A-k+2).

IS  Autovetores e auto espacos de um grafo

Os resultados desta segdo estdo baseados em CVETKOVIC and al. (1997).
Sejam A um autovalor de um grafo G ¢ A, sua matriz de adjacéncia.

Os vetores x € R, x # 0, tais que Ax = Ax sfo chamados qutoverores de G com relagéo
ao autovalor A. O conjunto E(A)={x € R" i Ax=Ax} é chamado qufo espaco de G

associado a A.

Um grafo é completamente determinado por seus autovalores e autovetores, como

verificaremos a seguir:

Teorema 2.7 : Qualquer grafo é determinado por seus autovalores e por sua base

correspondente de autovetores ortonormais.

Prova: Sejam Xi;, Ay, .., An os autovaloresde G e {u, up, .., Uy} uma base
ortonormal de autovetores associados. Definindo U como a matriz nxn onde cada
coluna & o autovetor u;, 1<i<n, temos por (1.7), qu¢e A =UDU’, onde
D = diag(A1, A2, ..., An) € A é a matriz de adjacéncia de G. Desse modo, conhecendo
os autovalores e uma base de autovetores ortonormais associados podemos determinar o

grafo G. ¢

Algumas propriedades dos grafos podem ser obtidas usando somente seus autovetores,

sendo vejamos:
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Teorema 2.8 : Um grafo G ¢ regular se e somente se sua matriz de adjacéncia possui

um autovetor cujas componentes sfo todas iguais a 1.

Combinando os resultados da proposi¢do 2.1 com os teoremas 1.13 e 1.14,

demonstramos o resultado a seguir.

Teorema 2.9 : Um grafo ¢ conexo se e somente se seu indice € um autovalor simples e

o autovetor associado ¢ positivo.

Prova:. Como G ¢ conexo entdio pela proposigéo 2.1, A ¢ uma matriz irredutivel .Desse
modo, aplicando o teorema 1.12, temos que G possui um unico autovetor positivo
associado ao seu indice. Reciprocamente, aplicando o teorema 1.13,temos que A é uma

matriz irredutivel. Portanto, G é conexo. ¢

O unico autovetor positivo, associado ao indice de um grafo conexo, é chamado

autovetor principal do grafo.

Seja G um grafo com matriz de adjacéncia A. Podemos usar os autovalores e

autovetores para contar os percursos em G. No teorema 1.1, vimos que a entrada

()

.. . k , . , .
(i,j) damatriz A%, a;”, ¢ igual ao niimero de percursos de comprimento k que partem

do vértice i e terminam no vértice j.

Se U = (u;) ¢ a matriz ortogonal, descrita na proposicdo 1.16, formada por

autovetores de G, entdo, de acordo com (1.7), temos que A*=UD*U". Assim,
®_\ k
a; = Zusiusjks .
s=1

Desse modo, temos o seguinte teorema:
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Teorema 2.10 : O mimero Ni de todos os percursos de tamanho k em um grafo G é

n n 2
dado por Ni=) CAs (k=0, 1,2, ...), onde Cﬁ(Zuﬁj :
s=1

i=1
1.6 Angulos de um grafo

O fato de um grafo ser reconstruivel a partir de seus autovalores e autovetores indica o
papel importante do estudo dos auto espagos de um grafo. Apesar de o conjunto de
autovalores nfo ser um invariante algébrico, temos que os auto espagos sfo invariantes,
em relagio a uma permutagfio dos vértices de G. Mais explicitamente , sejam G e G
grafos coespectrais com matrizes de adjacéncia A e A, respectivamente. Temos que G

e G sfio isomorfos, se e somente se, existe uma matriz de permutagéio P tal que

Epa() = Ea(W), 1 autovalor de A (ou A).

Desse modo, estudando os auto espagos de um grafo, procuramos seus atributos
geométricos, cujas formulagdes ndo dependam da rotulagdio dada aos vértices. Um

exemplo de tais atributos sdo os dngulos de um grafo, que definiremos a seguir.

Seja s o mimero de autovalores distintos de um grafo G. Consideremos P; a matriz de
projegdo ortogonal de R sobre &(w), 1<i<s, e {e;, €, ... , €n} a base candnica de R".

Seja By o angulo entre &(p) e e 1<i<s, 1<j<n.
Os dngulos de um grafo sio definidos como oy=cosfy, 1<i<s, 1<j<n.
Como P; representa a matriz de projegdo ortogonal de R" sobre £(n;) entfio, por

definicfo,

1<i<s, 1<5i<n. 2.4)

A matriz s x ncuja entrada (i,j) € o dngulo o; € chamada matriz dngulo de G.
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Para cada 1<i<s, a sua i-ésima linha é chamada seqiiéncia de angulos para o autovalor

i,

A proposigéo que apresentaremos a seguir nos d4 uma expressdo para os dngulos de G

em termos de seus autovetores.

Proposicdo 2.8: Sejam G um grafo e p, W2 ...., Iis 0s autovalores distintos de G.

Para 1<i<s, seja {xi, X2, ..., X, } uma base ortonormal de (W),

entfo os dngulos de G sfo dados por

T
onde Xy = (Xn1, Xn2s -.-» Xtm) , 15h<d:.

Prova: Por (2.4), o;= "Piej" entdo (X,ijzz llEej[IZ. Usando a expressfo para P; dada em

d d
(1.9), temos (ijz = CjT(X1X1T+X2X2T+...+XdXdT)Cj: Z(e;.rxh)z =z x,z,j .
h=1 h=1

A seguintes propriedades sfo validas para os 4ngulos de um grafo:

Propriedade 2.3: Tem-se Zonij2 =dim &(p;), 1<i<s.

=

Propriedade 2.4: Tem-se Z:ocij2 =1, 15<n.

i=1

O k-ésimo momenio especiral de G é a soma s, das k-ésimas poténcias dos autovalores

de G, isto &, se &(u;) possui dimensdo igual a q;, 1<i<s, entdo s, = Zqiuik .
i=1
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Usando a propriedade 2.3, como q; = dim &(u;) temos o seguinte corolario:

5 n
Corolario 2.2: O k-ésimo momento espectral é dado por s, = Z Z(xijzuf .
i=1 j=1

Podemos relacionar o numero de percursos fechados em G com o seu momento

espectral.

Proposi¢do 2.9 Em um grafo G, o nimero de percursos fechados de tamanho k é
dado pelo k-ésimo momento espectral de G.

(k)

Prova: Pelo teorema 1.1, temos que a;*’ € o numero de percursos fechados de

n
comprimento k que comegam e terminam no vértice j . Assim, Y al® & o total de
=

percursos de comprimento k em G. Mas, por definig¢éio Z a(i;‘) =trago(AX)= Z Q1 =S ¢

=1 i=1
Proposi¢io 2.10 O mamero c; de trifingulos em um grafo é dado por c3=%3.

Prova: Temos que em um grafo a unica representagfio grafica de um percurso fechado
de comprimento trés € um 3-ciclo. Como em cada 3-ciclo podemos obter 6 percursos

fechados distintos, entfio o resultado da proposicfo segue facilmente. ¢

. ~ r A r a
Vimos, na se¢fio 11.2, que em um grafo G o numero de tridngulos, c; , € igual a ——23— ,

onde a3 é o coeficiente de "> no polinémio caracteristico de G. Portanto, o espectro de
um grafo determina c;. Quando o grafo é regular, o numero de ciclos, também, &
determinado através do espectro (secfio 11.4). Mas, estes dois casos sfo, na verdade,

uma exce¢do. Por exemplo, na figura 2.4, vimos que Cs+K; e Kj;s4 sfo grafos
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coespectrais ndo isomorfos, enquanto que C;+K; possui um unico ciclo de tamanho 4,
e Ki4 ndo possui ciclos. Em geral, para determinar o niimero de ciclos de
comprimentos maiores ou iguais a 4, em um grafo ndo regulﬁr, precisamos conhecer,
além do espectro, o seus angulos. Os teoremas 2.11 e 2.13 nos dfo as formulas para o
calculo do nimero de 4-ciclos e de 5-ciclos, respectivamente, em fungfo do espectro e

dos angulos do grafo e podem ser encontrados em [CVETKOVIC et al (1997)].

Teorema 2.11 O mimero c4 de 4-ciclos em um grafo é dado por

= —ZZ%HI (W +1-23 0%p2).

1—1 j=1 h=1
Temos a seguinte formulagfio equivalente para o teorema 2.11:

Teorema 2.12: Seja s4 0 quarto momento espectral de um grafo G, cuja seqiiéncia de
graus € dada por d=(d;, dy, ..., dn).

Entfo, o nimero de 4-ciclos de G é dado por

4 .
8

Teorema 2.13 O nimero cs de 5-ciclos em um grafo € dado por

Zzaum (s +5- 5206 M)

1—1 j=1

1.7 O indice de um grafo

Na secdo I1.2, chamamos indice de um grafo G, o seu maior autovalor e 0 notamos por
ind(G). Nesta segfio apresentaremos diversos resultados da literatura sobre os indices,

baseados no trabalho de CVETKOVIC ¢ ROWLINSON (1990), onde ¢ reunido tudo
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que ¢ conhecido sobre o assunto desde o inicio da teoria espectral até o principio dos
anos 90. A partir dai, podem-se consultar resultados mais recentes em CVETKOVIC et
al (1997). Aqui abordaremos trés aspectos: apresentaremos algumas desigualdades para
os indices, falaremos sobre familia de grafos cujos indices sdo limitados e mostraremos

alguns resultados a respeito da ordenagfio de grafos pelos seus indices.

Usando a teoria de matrizes, podemos mostrar o seguinte e importante resultado obtido

por COLLATZ e SINOGOWITZ (1956).

Teorema 2.14 Sejam d(G) a média dos graus e ind(G) o indice de um grafo G.
Entdo, 8 £d(G) <ind(G) < A.

A igualdade ocorre se G € um grafo regular.

O teorema 2.15 nos d4 limites para o indice de um grafo. O primeiro é devido a
Hofmeister, o segundo a Nosal, o terceiro a Wilf e o quarto a Yuan. Para a prova

consulte CVETKOVIC e ROWLINSON (1990).

Teorema 2.14: Seja G um grafo com n vértices, m arestas € grau maximo A.

Seja d=(dy, dy, ..., dn) a seqii€ncia de graus de G, entdo

(i  ind(G)=

i) indG)=VA;

() ind(G) < 1me(l—;ll—) ;

(iv) ind(G) <v2m-—n+1. A igualdade ocorre se € somente se G ¢ a

estrela K; .1 ou o grafo completo K,,
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Alguns resultados da literatura relacionam o indice com niimero cromético de
um grafo G, y(G), como mostraremos a seguir. A primeira desigualdade deve-se a Wilf

e a segunda a Cvetkovi€.

Teorema 2.16: Se y(G) é o numero cromético de um grafo G com n vértices, entfo
1) 1(G) £ 1+ind(G);

n

i yG)= m

Algumas classes de grafos podem ser obtidas se predeterminarmos um limite superior
para os seus indices. O teorema a seguir, devido a SMITH (1970), nos d4 uma

classificacfio para os grafos cujos indices sfo menores ou iguais a dois.

Teorema 2.17 Os grafos conexos cujos indices sdo menores ou iguais a 2
séio exatamente os subgrafos induzidos dos grafos

apresentados na figura 2.8.

—eedeee eeeeelas

figura 2.8

CVETKOVIC ¢ ROWLINSON (1990) clasificam os grafos conexos cujos indices s#o

limitados superiormente por 2 + NN partir de um resultado de HOFFMAN (1972)
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pode-se mostrar que, a menos dos ciclos, os grafos conexos com indices menores ou

iguaisa 2 ++/5 so as arvores.

Dizemos que um numero real A & um ponto limite para indices de grafos se existe uma
seqiiéncia de grafos G,, cada um com n vértices ¢ com indices distintos, tal que

A=lim ind(G,). HOFFMAN (1972) mostra que se H, é um grafo que consiste de um

n—»oo

m-ciclo com uma aresta pendente entfo ind(Hy,) —> v2+ N Portanto, 42+ V5 éum

exemplo de ponto limite.

A ordenacdo de grafos pelos seus indices consiste em determinar, numa familia de
grafos com um mesmo nimero de vértices, aqueles que possuem o0 menor € o maior
indices. Este estudo foi proposto por COLLATZ ¢ SINOGOWITZ (1956) a partir do
estudo de indices das arvores. Em (CVETKOVIC ¢ ROWLINSON, 1990) encontramos
um vasto estudo sobre ordenagfio de grafos, do qual selecionamos alguns resultados
por tratarem de classes de grafos que particularmente nos interessam. Neste trabalho de
tese determinamos a familia dos cardigrafos onde nela desenvolvemos um estudo

semelhante.

Os resuitados que enunciaremos a seguir versam sobre a ordenagfio de grafos pelos

indices nas classes das arvores, dos grafos uniciclicos € dos mops.

Teorema 2.18: Entre as arvores com n vértices, n > 1, a estrela K .1 € a tinica

com maior indice e o caminho P, é o Unico com menor indice.

Seja K;,, o grafo obtido a partir de K;,1 quando acrescentamos uma aresta. O

1,0~

seguinte teorema € valido para a classe dos grafos uniciclicos.

Teorema 2.19: Entre os grafos uniciclicos com n vértices, o grafo K{,_,¢ o Ginico com

maior indice e o ciclo C, é o Uinico com menor indice.
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Uma questdo aberta com relagdo aos indices diz respeito aos mops. Trabalhos
computacionais t€m sugerido que, entre os mops, o grafo leque L, sozinho possui o
maior indice e o grafo serpentina S, possui o menor indice. Com base nessa conjectura

e impondo condi¢gdes aos mops, ROWLINSON (1990) provou o seguinte teorema:

Teorema 2.20: Seja g, ,n >4, aclasse dos grafos periplanares maximais com n
vértices e sem tridngulos internos. Entfio L, € o Gnico grafo em
§n com maximo indice e S, € o Gnico grafo em g, com indice

minimo.
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Capitulo 111

Emparelhamentos e Teoria Espectral dos Grafos

III.1 Introducio

Vimos que os coeficientes do polindmio caracteristico de um grafo estfio intimamente
relacionados com os seus subgrafos elementares, que sio obtidos pela soma direta de
ciclos e de grafos K,. A primeira contribui¢do desta tese aparece na segfo II1.2 com o
desenvolvimento do estudo de um caso de subgrafo elementar, aqui chamado
k-emparelhamento. Na secfo seguinte enunciamos ¢ demonstramos um resultado que
nos did a contagem de 2-emparelhamentos em um grafo qualquer. Em IIL.3,
introduzimos a defini¢do de tipo de um grafo e, a partir dela, apresentamos uma
contagem para os 3-emparelhamentos de um grafo. Finalmente, na ultima segHo,
aplicamos estes resultados no célculo do quarto e quinto coeficientes do polindmio
caracteristico de G. Além disso, para algumas familias de grafos, mostramos expressdes

algébricas que permitem o célculo direto desses coeficientes.

.2 Emparelhamentos em um grafo

Como vimos na secfo 1.2.2, chamamos de k—emparelhamento o grafo G com 2k vértices
e k arestas nfio adjacentes, para k>2 . Na verdade, G é um k-emparelhamento, se e
somente se, G é desconexo, com k componentes isomorfas a K,. Os vértices de um
emparelhamento sdo ditos extremos do emparelhamento. Na figura 3.1, mostramos uma

representacdo de um k-emparelhamento.
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N W,
N

k arestas

figura 3.1:um k-emparelhamento

Em particular, um 2—emparelhamento € um grafo com 4 vértices e duas arestas disjuntas

figura 3.2: 2-emparelhamento

Dizemos que H é um k-emparelhamento de G se H € um subgrafo de G e ele proprio é,

também, um k-emparelhamento.

No teorema 2.1, vimos que a contagem de subgrafos elementares de um grafo G
desempenha um papel fundamental na determinaggio dos coeficientes do seu polinémio
caracteristico. Sendo um k-emparelhamento um grafo elementar com 2k vértices, cabe
aqui, fazer um estudo a respeito do niimero desses subgrafos de G, para obter algumas
informagdes a respeito do coeficiente ay do polindmio caracteristico de G. Chamamos
niumero de k-emparelhamentos de G a quantidade de subgrafos de G que sfo

k-emparelhamentos e o notamos por g/(G).
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O resultado que apresentaremos, a seguir, relaciona, de forma natural, 0 nimero de
k-emparelhamentos de G com o de k-cliques em L(G), complementar do seu grafo de

linha.

Proposicdo 3.1: Secja G um grafo com m arestas .

O nimero de k—emparelhamentos em G, k<m, ¢ dado

pelo ntmero de k—cliques em L(G).

Prova: Mostraremos que a cada k—emparelhamento de G podemos associar, de maneira
unica, uma k—clique no complementar do grafo de linha de G, e vice—versa. Seja H um

k—emparelhamento em G. Associado a H, existe em L(G) um conjunto independente

com k vértices, digamos V. Portanto, em L(G), V’ é uma k—clique. A reciproca se

segue pelo mesmo argumento. ¢

E interessante destacar que a proposigio 3.1 determina a contagem dos

2-emparethamentos em G, €,(G), pelo niimero de arestas no complementar do seu grafo

de linha L(G), dado que estes nimeros sfio iguais. Analogamente, o nimero de

3-emparelhamentos em G, €3(G), € o niimero de tridngulos em L(G).

Seja G um grafo com n vértices. Mostraremos que a seqli€ncia de nimeros &x(G),

n n s . ,
ZSKSE, é uma seqiiéncia decrescente, ou seja, dado um grafo G, o ntmero de
(k-1)-emparelhamentos é maior que o nimero de k-emparelhamentos em G, k=3. Desse

modo, para £,(G)<C,; e ks% , tem-se:

£2(G)2£3(C)2E4(G)2...... 8¢ _1(G)2e(G) 20, (3.1)

Propriedade 3.1: Dado um grafo G, o niimero de (k-1)-cliques de G € maior

que o nimero de k-cliques de G, k>3.
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Prova: Seja ti1(G), o nimero de (k-1)-cliques e tx (G), o numero de k-cliques de G
Mostraremos, usando indugfio sobre t(G), que tx-1 (G)=tc (G). Se t4(G)=1, entdo
tk1(G)2k=t(G). Suponhamos, que i1 (G)2t(G), para t(G)=n-1, n>1. Seja t(G)=n .
Consideremos K uma k—clique de G tal que existe, em K, uma aresta, e, que nfio € aresta
de nenhuma outra k—clique de G. Seja G=G—{e}. Assim, ti(G )=t(G)~1=n-1. Como
emK, temos um ntmero k-2 de (k-1)-cliques, contendo e como aresta entfo
t11(G )=ti1(G)-k+2. Pela hipétese de indugio, t11(G)2t(G ) entfio ti; (G)=t(G)+k-3.
Logo, tc.1(G)2t(G), para k=3. ¢

Proposi¢io 3.2: Em qualquer grafo G, para k>3, ex_1(G)2e(G).

Prova: Segue-se da proposicdo 3.1 e da propriedade 3.1. ¢

1.3  Contagem para 2-emparelhamentos em um grafo

Podemos, a partir de um grafo qualquer, determinar todos os seus subgrafos que séo

2—emparelhamentos.

Na figura 3.3, temos todos os 2-emparelhamentos do grafo completo K4, dados por:
(1,2)e(4.3); (1,4 e (2,3); (1,3) e (29).

4 3

figura 3.3: K4 e seus 2-emparelhamentos

Assim, o grafo K4 possui 3 subgrafos que séio 2—emparelhamentos, ou seja, £2(Ka)=3.
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Mostraremos, a seguir, que se conhecermos a seqii€ncia de graus de um grafo G,
poderemos obter £((G), sem necessariamente determinarmos todos os seus

2—emparelhamentos.

Teorema 3.1: Seja G um grafo com n vértices e m arestas,
cuja seqiiéncia de graus € dada por d=(d;,d> ,....,dn).
Entdo o niumero de 2-emparelhamentos é

m2+m—ia’i2

£(G)= izl
2AG) 5

Prova: Sejam V={vj, va, ... ,vo} 0 conjunto de vértices de G ¢ E={ey, €, ..., €m} ©

conjunto das arestas de G. Notamos por di, o grau do vértice vj, 1<i<n. Seja

e=v;v;eE(G) tal que seu grau ¢ dado por grau(e)=di+d;—2. Para cadai, 1<i<m, seja
E={(e,ei) | {e,ei} € um 2-emparelhamento em G}.

Notemos que se {ei,ej} ¢ um 2-emparelhamento de G ento (ej,e;) eEiNE;. Assim,

a4l o]
2 2 .

(3.2)

Para 1<q<m, temos que |Eq|é o nimero de todos os 2-emparelhamentos de G que
contem eq. Claramente, as Unicas arestas de G que ndo formam 2-emparelhamentos com

eq 80 a propria e as incidentes a esta. Logo,

| By | =(m-1)-grau(e=m+1-(ds+d;). (3.3)

Substituindo a expressio acima em (3.2), temos
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Y (m+1-(d; +d,))

e=v;v.€E
gy=— . 3.4
2 5 (3.4)
Assim,
m’+m- ) (d;+d;)
e=v.v.€E
&= L 3.5
2 5 (3.5)
Mas,

DA +d)=td, +t,d, +--+t,d,.

e=v;v;€E

Como t; € exatamente o nimero de vezes que v; aparece como extremo de arestas de G

entfo t;¢é o grau de v; , 1<i<n. Assim,

n

2d+d)=>dS, (3.6)

e=v;v;€E q=1

resultando em

m
m?+m-— quz
_ q=1
€= . ¢
2

O corolario a seguir é uma aplicagio imediata do Teorema 3.1 e nos da o nimero de

2-emparelhamento nos grafos r-regulares em fungfio dener.

Corolario 3.1: Se G ¢ um grafo r-regular entdio o nimero de
2-emparelhamentos de G € dado por

%2 _4nr? + 2nr

£2(G)=— ;
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Na expressio de €2(G) dada no teorema 3.1, se substituirmos o nimero de arestas de G

pela metade da soma dos graus de seus vértices, temos

n

2 n n
[ZdiJ —43°d+2) 4,
£2(G)= i=1 ;1 =1

(3.7)

Podemos determinar uma formula para €,, para as classes de grafos cujas seqiiéncias de

graus possuem uma lei de formago conhecida. Como por exemplo:
(i) Os mops serpentinas S,, n>4:

Esses grafos possuem seqiiéncias de graus dadas por d=(2,2,3,3,4.4,...,4
n-4

Assim, de =16n-38 ¢ aplicando o teorema 3.1 para m=2n-3, segue que

i=1
£2(Sn)=21’-13n+22 (3.8)
(ii) Os mops leques L, ,n>3:

Nesses casos, d=(2,2,3,3,...,3,n-1).
L_W'—'J

n-3

Entdo, Z:di2 =n’+7n-18. Pelo teorema 3.1, temos
i=1

n’-17n+24 _(n-3)(3n-8)
2 2

Ea(L)=> (3.9)
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(iii) Os ciclos C,, n>3:

Do corolario3.1, temos

-3
£2(Co)= "("2 ). (3.10)
(iv) Os caminhos P, n>2:
Como, nesse caso, d=(1,2,2,...,2,1),
L_r_/
. n-2
temos Zdiz =4n-6. Como m=n-1, do teorema 3.1, temos
i=]
gz(Pn)=(_n:£)(n__2 . (3.11)
2
(v) Os grafos completos K,,, n>3.
Usando o corolario 3.1, para r=n-1, temos
nn-Hn-2}n-3

8

Proposicido 3.3: Seja G um mop com n vértices entéo

o nimero de 2-emparelhamentos de G satisfaz

2
£(G)= 3n 127n 24 . Para n>3, se G é o grafo leque L., entfo

a igualdade ¢ valida.

55



Prova: Vimos, no teorema 1.6 que a seqiiéncia de graus de um mop satisfaz a

desigualdade de <n’+7n-18. Além disso, num mop, o numero de arestas é m=2n-3.

i=1

Dai e do teorema 3.1 temos o resultado da proposigéo. ¢

Seja G um grafo. Apresentaremos, no préximo item, uma classificagdo para os

2-emparelhamentos de G, que nos permitira introduzir o conceito de fipo do grafo G.

1.4 Tipo de um grafo e emparelhamentos
Seja H um 2—-emparelhamento de G. Dizemos que :

(i) H é do tipo 0, se o subgrafo induzido por H em G, Hg, ¢ formado somente por duas

arestas disjuntas;

figura 3.5: um 2-emparelhamento do tipo 0

@)H € do tipo 1, se Hs é um grafo conexo com 3 arestas;

figura 3.6: um 2-emparethamento do tipol
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(iii) H é do tipo 2 , se Hg € um grafo conexo com 4 arestas;

figura 3.7: um 2-emparelhamentos do tipo 2

(iv) H é do tipo 3, se Hg possui 5 arestas;

figura 3.8:um 2-emparelhamentos do tipo 3

(v) H é do tipo 4, se Hg € o grafo completo K4. Nesse caso, Hg possui 6 arestas.

figura 3.9 2-emparelhamento do tipo 4

Em geral, se H é um 2-emparelhamento do tipo i em G, entdo Hg possui (i+2) arestas,

0<i<4. Nesse caso, notamos T(H)=i, 0<i<4.

Chamamos tipo de um grafo G, e notamos T(G), o seguinte somatério

T (G)= > H) . (3.13)
Hum Z—ds:ngare!hamento
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A determinacfio do tipo de um grafo nfo € um calculo trivial, pois é necessario o
conhecimento de todos os 2-emparelhamentos do grafo. No entanto, podemos

determind—lo para alguns casos mais simples.

Por exemplo, se G € um caminho Py, n>3, cada 2—emparelhamento pode ser do tipo 0
ou do tipo 1. Observando, que exatamente (n-3) arestas formam 2-emparelhamentos do

tipo 1, temos que

TPw)=(n-3). (3.14)

A figura 3.10 mostra todos os 2-emparelhamentos do tipo 1 em P,.

€1 57} €3 €n-3 €2 €n-1
[ = @ ——@ - @ @ o— @

figura 3.10: 2-emparelhamentos do tipo 1: (€1,€3), (€2,€4), -..» (€n-3,€n-1)-
Se G é um ciclo C,, temos que considerar dois casos: n=4 ou n>4. Se n=4, entdo
T(Cs)=4. (3.15)

Se n> 4, entfio cada 2-emparelhamento é do tipo 0 ou 1. Como exatamente n deles séo

do tipo 1, entdo
T(C,)=n, n>4. (3.16)

Nos grafos completos Ky, todo 2—emparelhamento possui tipo 4. Assim, T(Ka)=4€2(Ky).
Usando (3.15), temos

n(n—-1)(n -2)(n-3)
5 .

T(Ko)= (3.17)
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Vamos, agora, fazer um estudo sobre o nimero de 3—emparelhamentos em um grafo.

Para determina—lo usaremos o conceito de tipo de um grafo.

Teorema 3.2: Seja G um grafo com n vértices e m arestas, cuja seqtiéncia de graus &
dada por d=(d;, ds,..., dy). Se A € a sua matriz de adjacéncia,
entdo o nimero de 3—emparelhamentos de G ¢ dado por

(m+2)e,(G)—(m+ 1)i @+ i(df) +d"Ad + T(G)

i=1

e3(G)= ‘ 3 .

Prova: Seja H o conjunto de todos os 2-emparelhamentos de G. Rotulemos cada

elemento de H por H,, 1<u<s,. Para cada H,<H, seja

F={H,te | eeE(G), Hyte é um 3—emparelhamento em G}.

Desse modo,

Y|
83(G)=El3—— . (3.18)

Consideremos H, =(e,e), A e’=quk, para u, tal que 1<u<e, Seja v,eV(Q),
p#ij,q.k. Temos que H, pode formar 3—emparelhamentos com todas as arestas
incidentes em v, ndo adjacentes a e ou a ¢’ , com dy—n(vp) arestas, onde n(vp) € o

nGimero de arestas incidentes a v, que sio adjacentes a e ou a e’. Assim,

2., =n(v,))

F, | =2zkika ) 3.19
| B ; (3.19)

Lembrando que o grau de uma aresta € a soma dos graus dos vértices adjacentes a aresta

menos dois, temos

Zn(vp)=grau(e)+grau(e’ )-2t(Hy), (3.20)

p#i,jng.k
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onde T (H,) € o tipo de H,. Portanto,

d ,
IF, |= P¢§Lkp _ (grau(e) + grau(e ) — 2t(H,))
h 2 2 ‘

Fazendo Z dp = de —-d. -d i~ dq —d, =2m-di—d;—dq—dy, temos

p#iia.k ip=1
| F, | =m—(drrditd tdi)+2-+u(H).

Substituindo em (3.18),

i]}q i(m—(di+dj+dq+dk)+2)+i'c(Hu)

83(G)= u=1 — u=l

3 3

Como Y 7(H,)=T(G), entfo
u=1

(m+2)e, — 3'(d; +d, +d, +dy)+T(G)

83(G)= vl 3

Mostraremos que

S, +d,+d, +d) =)y d -3 d} —d" Ad.
i=1

u=l i=1

De fato,

S d+d,+d,+d)=Yt,d,,
p=1

u=1

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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se tp é 0 numero de vezes que v, ¢ um extremo de um 2—emparelhamento de G. Sejam

€1, €, ... ,€ as arestas adjacentes a v,. Assim, ]El , +|E2 l+...+| Edp |=tp onde )Eq, é

o numero de 2—emparelhamentos que contem e,, 1<q<d,. Logo,

= Y|E,| (3.27)
e, ¢ adjacente
Assim,
> +d,+d,+d)=Y| Y|E|ld,. (3.28)
u=1 p=1| e, é adjacente

avy

Para 1<q<m, seja eq=VvxVy, 1<x,y<n. Desse modo, em (3.31), lqu ¢ uma parcela do

coeficiente de dy e de dy . Portanto, colocando | Eq | em evidéncia, temos

£y

> +d;+d, +d) =D (d, + dy)lEq
q=1

u=1

, onde eg=vyvy,

Usando (3.3) temos que | E, |=m+1—-(d,+dy). Assim,

£)

3 +d;+d, +d,) = i((m+l)(dx +d)-(d,+d,)?). (329

u=1 q=1

De (3.7) segue-se
>, +d)=>d7. (3.30)
q=1 p=1

Desse modo,
2@ +d;+d +d)=m+D>d*-> (d, +d). (3.31)
u=1 p=1 g=1
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Mas,

DA +d,) =, +d,)+2>d.d, . (3.32)
q=1 g=1

a=1

Pelo mesmo argumento usado para mostrar (3.6), temos
Y@ +dH=Yd . (3.33)
g=1 p=1

Observando que

23 dd, =2 Ydd, =d'Ad,

q=1 .
adjacente
entdo
>(d+d;+d +d)=(m+DDYd>->d,’ -d'Ad.  (334)
u=1 p=l p=1

Desse modo, completamos a prova,

(m+2)e, — (m+ 1)i d’+Y.d’+d"Ad+T(G)

g3 (G) = = = .4
3 (G) 3

Para ilustrar o teorema 3.2, vamos determinar o niimero de 3-emparelhamentos de Py,

n>3, como na figura 3.11.

figura 3.11:um caminho P,
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(n—-2)(n-3)
2

2d;*=2(4n-7), d*Ad=8(n-2) e T(P.)=(n-3). Usando a teorema 3.2, temos

Nesse caso, temos m=n-1; Xd; 2=2(2n—3); £2(Pn)= . Além disso, temos

(n—-5)n—-4)n-3)
p :

e3(Pn)= (3.35)

II1.5 Emparelhamentos e teoria espectral

Vimos que, para obter os coeficientes dos indices pares do polindmio caracteristico de
um grafo, precisamos da contagem de seus emparelhamentos. Em particular,
mostraremos, no teorema a seguir, que no caso das arvores, essa contagem ¢ suficiente

para a determinagfo do seu polindmio caracteristico.

Teorema 3.3: Seja T uma arvore com n vértices € pr(A) = Aa A +a,.1Atay, seu
polindmio caracteristico. Entéo:

a2.1=0, ISkS[nTHJ 5

an—(C1'e(T),  2<k< EJ .

Prova: Sendo uma arvore, T ndo possui subgrafos elementares com ntiimero fmpar de
vértices. Logo, usando o teorema 2.1, temos que os coeficientes de indices impares sdo
nulos, ou seja ax.;=0. Vamos, agora, obter os coeficientes a.. Desse modo, precisamos
determinar todos os subgrafos elementares de T com 2k vértices. Nas 4rvores esses
subgrafos sdo exatamente os k-emparclhamentos. Sabemos que o posto de um

k-emparethamento ¢ k € o seu co-posto € zero entfio, pelo teorema 2.1, segue que

azk=('1)k8k(T)- ¢
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A seguir, aplicaremos o teorema 3.3 para determinar o polindmio caracteristico da

arvore apresentada na figura 3.12.

2 4 5
| ._I—_‘—I—. 7
3 6

figura 3.12: arvore T

Pelo teorema 3.3, temos que pr(A)=A+a\>+az\>+agh. Usando a proposicio 2.2, temos
que a,=-6. Como acabamos de verificar, a;=¢, ¢ ag=-g3. Aplicando o teorema 3.1, temos

€,=8. Podemos verificar que T nfio possui 3-emparclhamentos logo; €3=0. Assim,

pr(V)=A7-613+82>.

No teorema 3.1, apresentamos uma formula algébrica para determinar o niimero de
2-emparelhamentos no grafo. Vamos utiliza-la, no teorema 3.4. Este resultado ¢ uma
contribuigfo a teoria espectral dos grafos, pois nos permite obter informagdes a respeito
do coeficiente a4 do polindmio caracteristico de um grafo G, desde que possamos contar

o numero de seus 4-ciclos.

Teorema 3.4: Seja G um grafo com n vértices e m arestas, cuja seqiiéncia de graus é

d=(d1,dy,...,dn). Seja c4 0 nimero de 4-ciclos de G entfo

n
m’ +m-—4c, - ) d;

i=1

=
2

Prova: Por (2.1), temos que as=e3((G)-2c4, onde ¢4 € 0 numero de 4-ciclos de G. Pelo

m’+m->) d’
teorema 3.1, temos €,(G)= 5 =l Assim, segue que

64



n
m2+m—4c4—2di2

as= =l e
2

Notemos que, como conseqii€ncia imediata de (2.1), £2(G) é uma cota superior para o

coeficiente as.

No teorema 2.12 obtivemos uma expressfo para ¢4 em fungfo do 4° -momento espectral
do grafo. Desse modo, combinando esse resultado com o do teorema 3.1, mostramos o

seguinte teorema 3.5:

Teorema 3.5: Sejam G um grafo com m arestas e s4, 0 4° -momento espectral de G.
Entfio o coeficiente de A"~ * no polindmio caracteristico é

dado por
1.,
a, =Z(2m —-5,).

Na propriedade 2.1 vimos que se G € um mop entfio c4=n-3, para n>4. Logo, por (2.2)
para 0s mops, temos

as=£5(G)-2n+6. (3.36)

Desse modo, usando a proposi¢do 3.3, podemos obter uma cota inferior para o

coeficiente a4 do polindmio caracteristico de um mop, como mostra a proposi¢éo 3.4.

Proposi¢iio 3.4 Seja G um mop, entfio o coeficiente de A" do seu polindmio

. ) 3n° -21n+36
caracteristico satisfaz a42——2—— .

3n%-2In+36

Se G € o mop leque L, entdo a;= >

Para algumas classes de grafos em que conhecemos o nimero de seus 4-ciclos, podemos

obter, usando (2.2), uma expressdo para o coeficiente a4. Por exemplo:
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(i) as arvores:

Vimos no teorema 3.3, que no caso das arvores, as ¢ dado pelo numero

2—emparelhamentos. Assim, se G € uma arvore entdo

(ii) os mops:

Se G é um mop com n vértices entéio por (3.36), temos

4n’ -14n+18-) 4,

as=62(G)-2nt+6= 5 i=1

(iii) os mops serpentinas S,:

Se G é o mop serpentina S, , entdio usando (3.8) e (3.36), temos as=2n’-15n+28

(iv) os mops leques L,:

3n’-21n+36

Se G é o mop leque L, entdo por (3.19) e (3.36), temos as= >

(v) os caminhos P, :

n-2)(n-3)

Se G é um caminho P, entdo usando (3.11) e o teorema 3.3, temos as= >

(vi) os grafos uniciclicos:



Se G ¢ um grafo uniciclico entfio a;=€»(G), se G nfo possui ciclo de tamanho 4, ou
as=e2(G)—2,caso contrario.

(vii) os ciclos C,

Se G ¢ um ciclo C,, temos por (3.10), que para n>4, a,= . Para n=4 temos cs~1

n(n-3)
2

e £,=2 , resultando em a4=0.

Seja G um grafo. Vamos, agora, fazer um estudo sobre o coeficiente as do polindmio
caracteristico de G. Vimos em (2.3) que as=2(fs-cs), onde fs5 é a quantidade de subgrafos

de G isomorfos ao grafo G; da figura 3.12 e ¢s é o niimero de 5-ciclos de G.

Gy

figura 3.12: grafo elementar com 5 vértices

Apresentaremos, a seguir, a proposi¢éo 3.5 que nos da uma férmula para o célculo de fs.
A demonstragdo desse resultado foi feita usando um raciocinio analogo ao usado na

demonstragéo do teorema 3.1.

Proposicido 3.5: Seja G um grafo com n vértices, m arestas e c; tridngulos.

Para 1<i<n, seja t;, 0 nimero de tridngulos de G, tal que v; ,de grau d;,é

um de seus vértices. Entfo, f5=(m+3)cs- Ztidi .

i=1

Prova: Sejam C1,C,..., C, 0s tridngulos de G. Para 1<q<c;, seja Fq o conjunto de todos

os subgrafos de G que sfo soma direta de C; com uma aresta de G. Assim,

F={Cqte |ecE(G) e Cqte € isomorfo a G}. Desse modo,
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C3

=2,

q=l1

E|. (3:37)

Para 1<q<cs, seja Cq o trifingulo cujos vértices sdo vi, v; € vk. Temos que IFq | o
nimero de subgrafos de G que sfo isomorfos a Gy, e que contém C, como uma de suas

componentes.

Podemos verificar que C, forma subgrafos isomorfos a G; com todas as arestas de G,
exceto as incidentes aos vértices v;, vj € Vi e as que formam o ciclo Cy. Portanto, usando

a defini¢do de grau de um ciclo, temos
| Fy | =(m-3)-grau(Co=m+3-(di+di+dy). (3.38)

Substituindo (3.38) em (3.37),temos

f=(m+3)cs- i(di +d,+d,). (3.39)

q=1

c, n
Observemos que Z(di +d; +d, )= Z t,d,, onde t; é 0 nimero de tridingulos com vértice
q:l i=1

v; . Assim, chegamos ao resultado proposto, fs=(m+3)cs- Z“tidi .
i=1

Como aplicagiio da proposigdo 3.5, vejamos o grafo da figura 3.13

—® 4

figura 3.13: aplicagdo da proposi¢do 3.5
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Neste grafo c;=3,m=8,n=6, t;=1, 1,=3, t5=1, t,=0, ts=2, tc=2, d;=2, dr=4, d3=3, d=1,
ds=3 e d¢=3. Assim, f5=7.

Dependendo da estrutura do grafo, o célculo de f5, dado na proposi¢do 3.5 pode se

tornar simples. Por exemplo, no caso dos:

grafos leques L,

Consideremos o grafo L,, dado na figura 3.14.

figura 3.14

Sendo um mop, L, possui m=2n-3 arestas e cs=n-2 tridngulos. O vértice 1 é um dos
vértices de todos os seus tridngulos, entdo t;=n-2. Os vértices 2 e 3 pertencem, cada um,
a exatamente um tridngulo, assim t;=t; =1. J4 cada um dos vértices, 4, 5,...,n, sfo
vértices de dois tridngulos entdo ts~ts=..=t,=2. Logo, sendo sua seqiiéncia de graus

dada por d=(n-1,2,2,3,3,...,3), temos
f5(Ln)y=(n-3)(n-4). (3.40)
grafos serpentinas S,

Consideremos o grafo serpentina S, , da figura 3.15.

6 n
3 Iy 2
5 n-1

figura 3.15
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