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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos 
necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (MSc.) 

UM ALGORITMO PARA O PROBLEMA DE LOCALIZAÇÃO NÃO 
CAPACITADO BASEADO EM TESTES DE REDUÇÃO E 

HEURÍSTICAS ADD/DROP 

Aildré Barros Pereira 

Orieilt ador : Cláudio Tl-ioinas Borilst eiil 

Programa: Eilgeilharia de Sistemas e Computação 

Utilizainos testes de redução na solução do Problema de Localização Não 

Capacitado. Infelizmente, nem sempre é possível solucioilar instâncias deste 

problema utilizando somente esses testes. Então, deseilvolveinos um conjunto 

de l~eurísticas ADD/DROP e as coinbinainos aos testes, dando origem a 

uin algoritino lieurístico. Fizemos uina iinpleineiltação desse algoritmo e a 

subineteinos a uina série de testes coinputacioilais. Nossos resultados foram 

comparados aos de uma iinpleineiltação do algoritino de Galvão e Raggi [21]. 



Abstract of Thesis preseilted to COPPE/UFRJ as a partia1 fulfillment of the 
requireinents for the degree of Mastei of Scieilce (M.Sc.) 

AN ALGORITHM FOR THE SIMPLE PLANT LOCATION PROBLEM 
BASED ON REDUCTION TESTS AND ADD/DROP HEURISTICS 

Aildré Barros Pereira 

Advisor: Cláudio Thoinas Bornstein 

Depart inent : Coinputing and Systeins Engineeiiilg 

We begin usiiig ieduction tests to solve the Siinple Plant Location 

Problein. Unfoitunately, these tests are generally unable to  fix the status of 
a11 facilities. Therefore, ADDIDROP heuristics are additionally used. The 

resulting algorithin was iinpleinented and coinputational tests were inade. 

The results were compared to tlie Galvão and Raggi's [21] algorithm. 
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Quando se pretende construir um shopping center em uma cidade, uma 

das principais preocupações que se tem é a escolha de sua localização. Isso 

acontece porque a região em que ele será instalado tem influência direta no 

deseinpenho dos negócios. Eis alguns fatores que comprovam esse fato: 

1. Facilidade de acesso de pedestres e ve2culos ao shopping. Contribui 

para que mais clientes dêem preferência a ele para a aquisição de bens 

e serviços. Dessa forma, é importante que seus arredores sejam servidos 

de uma boa malha viária. 

Proximidade e m  relação a clientes e m  potencial. Populações de baixa 

renda normalinente não são freqiientadoras assíduas de shopping cen- 

ters para suprir suas necessidades de consumo. Ein bairros onde pre- 

dominam essas populações norinalmente não se tem expectativas de 

se fazer bons negócios com a instalação de um shopping e, portanto, 

essa instalação passa a ser indesejada. De um modo geral, comércios 

de menor porte tais como mercearias, feiras-livres e pequenos merca- 

1 



dos predominam nesses locais. Por outro lado, populações de faixas 

salariais mais elevadas costumam adquirir não só bens em shoppings 

mas usufruem de diversos serviços. Assim, os hábitos de consuino das 

pessoas que residem nas proximidades de onde se pretende instalar o 

shopping, e que estão diretamente relacionados aos seus níveis salariais, 

também são importantes fatores. 

3. Preferencialmente ele deve ser instalado e m  locais e m  que haja pouca o u  

nenhuma concorrência. Isso diz respeito à segurança de se manter uma 

clientela fiel. Quanto mais einpreendiineiitos equivalentes existirem no 

inesino local, mais provável será que a população local seja dividida em 

termos de preferência em relação a estes. 

4. Acessibilidade do preço de compra o u  aluguel do terreno e m  que se  

pretende construir o shopping. Esses preços variam bastante conforme 

a valorização imobiliária do local. 

5. Boas condições ambientais. Um lugar de intenso barull-io, poluição, 

etc, certamente prejudicaria a perinaiiêiicia de clientes. Esse é um 

importante fator a considerar pois diz respeito ao bem-estar dos clientes 

enquanto estão no shopping. Se suas perinaiiências são coinproinetidas, 

certamente também estarão os negócios. 

Esse exemplo é uma típica aplicação da localização no setor privado, 

onde a ininiinização de custos e a maxiinização de lucros é desejada. Nesse 

caso, uma má localização poderia ocasionar grandes perdas financeiras. Ein 

aplicações de localização características do setor público, o que geralmente se 

almeja é distribuir serviços de forma a atender mais eficientemente a popu- 

lação. As consequências de uma iná localizaçâo nessas aplicações podem ser 



bem piores, como no caso de localizar ainbulâncias em uma cidade de forma 

a atender com eficiência as cl-iainadas de emergência da população: o tempo 

de atendimento de uma chamada é um fator crucial e pode ser bastante 

coinprometido por uma localização precária, o que pode levar a perda de 

vidas humanas. Uma discussão sobre problemas de localização nos setores 

público e privado pode ser vista ein Revelle e outros [52]. 

De forma similar, inúmeros problemas práticos envolvem tomar decisões 

em relação a onde localizar entidades fornecedoras de bens e/ou serviços 

(usualmente denoiniiladas facilidades), dentro de um conjunto de possíveis 

locais, visando atender de forma mais vantajosa a demanda por esses bens 

e/ou serviços nas regiões onde se pretende instalá-las. Podemos encontrar um 

grande número de situações reais desse tipo em Dasltiil 1171. Esses problemas 

são chamados genericamente de problemas de localização de facilidades. 

Mais formalmente, o probleina de localização de facilidades pode ser 

definido, baseado em Mateus e Carvalho [45], como aquele no qual facilidades 

devem ser alocadas entre n possíveis locais com o objetivo de ininimizar o 

custo total em satisfazer a demanda distribuída em m locais. O custo total 

consiste no custo fixo de instalar as facilidades e os custos variáveis para 

atender a demanda (também conl-iecidos por custos de distribuição, custos 

de transporte ou custos de alocação). 

Nesse trabalho, desenvolvemos uin algoritino heurístico para a solução 

de um modelo específico de localização (Simple Plant Location Problem) e 

fizemos uma implemeiltação coinputacional desse algoritino. Dividiremos 

a apresentação do trabalho em 5 capítulos: no primeiro capítulo, situare- 

mos o probleina que trabalharemos dentro do contexto geral dos modelos 



de localização. Os fundamentos teóricos do nosso algoritmo serão apre- 

sentados no Capítulo 2 e no terceiro capítulo exibiremos o algoritmo. No 

Capítulo 4 serão exibidos os testes coinputacioilais que fizemos com nossa 

iinpleinentação e faremos coinparações com o deseinpeilho coinputacional de 

uma iinpleinentação do algoritino de Galvão e Raggi [21]. Finalmente, no 

Último capítulo, faremos algumas coilclusões e apontaremos alguns tópicos 

do trabalho que poderão ser futuramente trabalhados. 

A seguir, situaremos nosso modelo dentro de uma classificação taxio- 

nôinica dos inodelos de localização (seção 1. I), especificamente dentro dos 

modelos discretos de localização (seção 1.2). Veremos algumas técnicas de se 

transformar problemas reais de localização em modelos de localização (seção 

l.3), bem como as principais técnicas de soluções desses inodelos (seção 1.4). 

Apresentaremos ainda algumas características específicas do nosso problema 

(seção 1.5) e exibiremos seu estado-da-arte (seção 1.6). 

Os problemas de localização de facilidades podein ser classificados de 

diversas formas. Apresentaremos algumas classificações e situaremos os pro- 

blemas que utilizaremos no nosso trabalho de acordo com elas. Taxionoinias 

completas sobre problemas de localização de facilidades podein ser obtidas 

em Daskin [17] e Brandeau e Cl-iiu [10]. 



emas capacita os e nãéo-ca 

Se para cada local candidato a localização de facilidades for estabelecida 

u n a  capacidade máxima de oferta, o probleina é dito capacitado. Se essa 

capacidade for ilimitada, o probleina será denominado não-capacitado. 

A ênfase do nosso trabalho será no tratamento de problemas de localiza- 

ção de facilidades não-capacitados. 

Problemas planares, em rede e 

Uma das principais difereiiças entre os problemas de localização é a forma 

com que a demanda e as facilidades são representadas e como são estabele- 

cidos os custos de transporte entre eles. Dividiremos em três tipos, segundo 

Chhajed e outros[ll]: planares, em rede e discretos. 

Nos problemas planares, a deinanda ocorre em qualquer lugar em um 

plano. Norinalinente ela é representada através de uma função que estabe- 

lece a demanda em cada coordenada (X, Y) do plano. Ein tais problemas, 

facilidades podem sei localizadas em quaisquer pontos do plano. Encon- 

tramos discussões sobre esses modelos em Huiter e Maitinicli [28] e Love e 

outros [41]. 

Já nos modelos de localização em rede, a localização de facilidades se dá 

em um níiinero finito de locais, objetivando atender a deinanda associada a 



um número também finito de locais. Estes últimos são usualmente chamados 

de centros de demanda ou clientes. Nesses modelos, as facilidades e os centros 

de demanda se localizam nos 1x5s ou arcos de uma rede específica. Os custos 

de transporte entre as facilidades e centros de demanda são obtidos a partir 

dessa rede. Modelos em rede são discutidos em Haiidler e Mirchandani [27] 

e Mircl-iandaiii e Francis [47]. 

Os modelos discretos de localização também se caracterizam por pos- 

suirem um número fiiiito de facilidades e centros de demanda mas diferem 

dos modelos em rede porque permite-se atribuir custos arbitrários de trans- 

porte entre as facilidades e centros de demanda, independentes de rima rede 

fixa. 

A ênfase do nosso trabalho será na solução de problemas discretos de 

localização. Entretanto, como veremos adiante, resolveieinos também pro- 

blemas em rede, trailsformando-os em modelos discretos. 

I. Problemas euclideanos e não-euclideanos 

Os modelos de localização também se caracterizam pela inétrica utilizada. 

Em alguns problemas de localização, os custos de transporte entre facilidades 

e demanda podem ser representados simplesmente pela distância entre eles. 

De acordo com a inétrica obedecida no cálculo dessas distâncias, esses pro- 

blemas podem ser classificados como euclideanos ou não-euclideanos. Nos 

primeiros, para quaisquer três pontos distintos i, j e k ,  valem as relações: 



2. d(i, j )  > 0; 

3. d(2, j) = d(j, i); 

4. d(i, j) < d(i, k) -t d(k, j ) ;  

onde d(x, y) representa a distância entre os pontos x e y. Se pelo menos um 

desses quatro itens for violado, o problema será dito não-euclidiailo. 

No nosso trabalho, coiiteinplareinos a solução de ainbos os tipos de pro- 

blemas. 

Defiiiireinos nesta seção a forinulação mateinática para a qual deseiivolve- 

inos nosso algoritino. Mas, antes disso, iiltroduzireinos os principais modelos 

não-capacitados, a começar pelo mais abrangente deles, o Problema Geral de 

Localização Não Capacitado (PGLNC). Baseado em Mateus e Carvalho [45] 

e Galvão e Raggi [21], este problema pode ser assim definido: 

(PGLNC) : 

Yi E {o, l},V2 € I 



onde I = (1, .. . , n) é o conjunto de Locais candidatos à localização de facili- 

dades e J = (1, . . . , m) é o conjunto de centros de demanda. fi representa 

o custo fixo de instalar uma facilidade em um local i E I e c, o custo de 

transporte em atender a deinanda em j E J pela facilidade i E I. A variável 

x, corresponde à parcela da demanda de j E J atendida por i E I e yi, i E I 

é uma variável binária igual a 1 se a facilidade é localizada ein i ou 0, caso 

contrário. É coin~~in usar o adjetivo aberta para designar uma facilidade que 

será localizada na solução e fechada para uma facilidade não localizada. 

A função objetivo (1.1) ininiiniza a soma dos custos variáveis e fixos. Ein 

(1.2) garante-se que a deinanda é atendida em cada centro j E J. (1.3) limita 

o número de facilidades abertas a p. A restrição (1.4) estabelece uma relação 

entre as variáveis x, e yi e assegura que se o centro de demanda j E J é 

servido pela facilidade i E I, então necessariainente 11á uma facilidade aberta 

em i. Ein (1.5) determina-se que as parcelas x, são não-negativas e em (1.6) 

estabelece-se que a variável yi é binária. 

Percebemos que o PGLNC possui variáveis reais e inteiras. Entretanto, 

criaremos um inodelo de programação linear inteira binária, acrescentando a 

seguinte restrição ao PGLNC: um centro de demanda j E J somente pode 

ser atendido por uma única facilidade i E I. Ou seja, basta substituir no 

PGLNC a restrição (1.5) por: 

Denoininareinos o inodelo resultante, assim como é feito em Mateus e 

Carvalho [45], por Problema de Localização Não Capacitado (PLNC). Ele 

será: 



(PLNC) : 

rnin C C c+ij + 

su j e i t oa :  x x i j = l , V j ~ J ,  

Observamos que o PGLNC e o PLNC são eq~iivalentes. Como as facili- 

dades do modelo não possuem restrições de capacidade, é fácil observar que 

sempre haverá uma solução ótiina do PGLNC em que as variáveis x, são 

binárias. Basta, em uma dada solução ótiina do PGLNC, para cada centro 

de demanda atendido por mais de uina facilidade na solução, associá-lo a uma 

única facilidade dentre essas, o que certamente não incorrerá em acréscimo 

no valor da função objetivo na solução encontrada. 

A partir do PLNC, outros coill-iecidos modelos não-capacitados podem 

ser obtidos. Por exemplo, seja N o conjunto de vértices de uma rede. Se 

fizermos, no PLNC, N r I r J ,  fi = 0,'di E N e substituirinos a restrição 

(1.10) por 

teremos o clássico Problema de P-Medianas (P- MED) : 



( P  - M E D )  : 

min czj xij 

sujei tou:  E x i j = 1 , V j € N  

onde os custos c, correspondem às distâncias entre os nós i e j obtidas 

através dos arcos da rede. Se, no P-MED, os custos fixos forem considerados, 

denoininainos o modelo resultante por Problema de P-medianas de Custo 

Fixo (P-MED CF). 

Uma outra modificação que pode ser feita no PLNC é estabelecerinos 

p =I I I na restrição (1.10). Esta restrição se tornará supérflua no mode- 

lo, podendo portanto ser retirada. Teremos então, usando a inesina noinen- 

clatura de Galvão e Raggi [21], Mateus e Carvalho [45] e Korlel [37], o Simple 

Plant Location Problem (SPLP). Nosso algoritmo foi desenvolvido para essa 

forin~ilação. Eis o modelo: 

(SPLP)  

min 

sujeito a : x, = 1 , V j  E J (1.16) 
i E I  

xij < yz,V~ E I , V j  E J (1.17) 

xij,yi E {O, l ) , V i  E I , V j  E J (1.18) 

Diferentemente de oiitros problemas, na literatura há muita divergência 

a respeito da nomenclatura desse problema. Na língua inglesa, por exein- 

plo, Krarup e Pruzan [35] apresentam até uin arquétipo dos nomes usuais 



que ele apresenta, como observamos na Figura 1.1. Segundo eles, iilcluiiido 

omissões dos adjetivos, mais de 10 nomes já foram dados na literatura a partir 

desse arquétipo. Por exemplo, Erlenkotter [19] e Al-Sultail e Al-Fawzan [2] o 

denominam Uncapacitated Facility Location Problem enq~iaiito Khuinawala 

[32] usa o terino Uncapacitated Warehouse Location Problem para descrever 

esse problema. 

Warehouse 
Facility 

Site 

Expressão 

Location Problein 

Figura 1.1: Arquétipo das usuais denomiilações do SPLP na literatura 

Os modelos de localização que apreseiltainos são bem gerais e são con- 

siderados clássicos na literatura. Entretalito muitos outros inodelos têm sido 

deseilvolvidos incorporando diversas características intrínsecas a problemas 

do inundo real. Uma boa coletânea desses inodelos pode ser vista em Revelle 

e Laporte [53]. 

Faremos na seção seguinte um breve comentário sobre a relação entre um 

problema real de localização de facilidades e sua modelagem matemática. 



O processo de se abstrair de alguinas particularidades de problemas 

práticos, representando-as por expressões matemáticas é conhecido por 

modelagem matemática. A quantidade de elementos do problema real a serem 

considerados, a forina de representação desses elementos e os objetivos da re- 

presentação são fatores que distinguem uina inodelagem matemática de outra 

para o mesmo probleina. 

Os modelos matemáticos de localização estabelecem esseilcialinente a se- 

presentação das facilidades em potencial, dos centros de deinanda e dos cus- 

tos inerentes ao atendimento da demanda pelas facilidades. Tais inodelos 

objetivain minimizar esses custos, respondendo a questões do tipo: 

1. Quantas facilidades devem ser localizadas? 

2. Onde cada facilidade será localizada? 

3. De que forina as facilidades localizadas serão alocadas aos centros de 

deinanda? 

Na prática, o que se faz norinalinente é modelar o probleina de uina 

forma que se aproxime de uin dos típicos inodelos de localização, coino os 

que vimos na seção anterior. Pois, para estes, diversas técnicas de solução 

já foram deseilvolvidas e trabalhadas ao longo do tempo, coino veremos na 

próxima seção. 



Para exemplificar o processo de modelagem matemática de problemas 

de localização, considereinos novamente o exemplo do shopping center. 

Suponha, entretanto, que desejamos instalar não apenas um shopping mas 

diversas unidades de uma rede de shopping centers. Queremos que essa rede 

seja instalada com o menor custo possível. Coilsidereinos uma modelagem 

siinplificada desse problema como SPLP: 

O conjunto de locais candidatos à instalação de unidades da rede de 

shoppings seria modelado como o conjunto de facilidades em potencial (I). 

Os custos monetários estimados de iiistalação de cada unidade da rede seriam 

modelados como os custos fixos de instalação das facilidades (fi). 

Fazendo levantamentos sobre os hábitos de consumo das populações em 

torno dos locais onde se pretende instalar unidades da rede de shoppings, 

pode-se delimitar dentro de uma inesina região, agrupamentos de clientes 

em potencial, cada um com sua respectiva demanda associada, que pode 

ser uma média dos gastos com produtos e serviços em shoppings em uin 

determinado intervalo de tempo. A distância entre as unidades do shopping e 

esses agrupamentos representam dificuldades no atendimento dessa demanda. 

Cada grupo de clientes pode ser modelado como um centro de demanda. 

O conjunto de agrupamentos seria, no modelo, o conjunto de centros de 

demanda (J). De uma forma siinplificada, os custos variáveis de se atender 

as demandas nesses centros podem ser dados pelo produto entre o valor da 

demanda média nesses locais e a distância entre eles e o local candidato à 

instalação do shopping (c,, Vi  E I ,  Y j  E J ) .  

A decisão de instalar ou não uma unidade da rede de shoppings no modelo 

seria retratada pela variável yi e o fato de uma unidade estar ou não aten- 



dendo um aglomerado de clientes em potencial seria indicado pela variável 

xij . 

A f~~ilção objetivo seria a função de custos monetários estimada para que 

se concretizasse as instalações dos shoppings e fossem atendidas as demandas. 

O modelo consistiria então em ininiinizar a função (1.15) sujeito às res- 

trições (1.16), (1.17) e (1.18). 

Uma modelagem um pouco mais sofisticada desse problema poderia, por 

exemplo, conteinplar de alguma forma os aspectos citados no início deste 

capítulo, que tornam relevantes a escolha da localização do shopping: 

1. Facilidade de acesso de pedestres e veiculos ao shopping. A presença de 

uma malha viária deficiente em torno do shopping seria uma qualidade 

bastante indesejável e poderia ser modelada através de uma variável 

pi ( i ) ,  i E I que penalizaria os custos fixos fi. 

2. Proximidade e m  relação a clientes e m  potencial. Já contemplado 

através da definição de cij 

3. Preferencialmente ele deve ser instalado e m  locais e m  que haja pouca 

o u  nenhuma concorrência. A presença de um concorrente próximo a 

uma unidade do shopping poderia ser igualmente modelada como uma 

penalização de fi. Utilizaremos uma variável p 2 ( i ) ,  i E I para esse fim. 

Além disso, a própria solução tenderia a evitar que uma unidade da 

rede de shoppings fosse colocada perto de outra da mesina rede. 

4. Acessibilidade do preço de compra o u  aluguel do terreno e m  que se 

pretende construir o shopping. Essa característica. já está embutida na 



definição dos custos fixos de instalação das facilidades. 

5. Boas condições ambientais. Finalmente, uma terceira variável 

( p 3 ( i ) ,  i E I )  indicaria a penalização que os custos fixos fi sofreriam 

de acordo com os problemas ambientais da região onde se quer instalar 

o shopping. 

Nesse novo modelo, o valor dos novos custos fi seriam dados por: fl = fi+ 

pi (i) +p2 (i) +p3 ( i ) ,  'dz E I .  OS demais elementos perinaneceriain inalterados. 

A principal dificuldade na solução de problemas de localização é a quanti- 

dade de míiliinos locais que a função objetivo apresenta dentro do conjunto de 

soluções viáveis do problema e que nem sempre constituem inínimos globais 

ou inesino boas soluções. Uma completa enumeração desses pontos é im- 

praticável para a maioria dos problemas. Por isso, várias técnicas têm sido 

desenvolvidas visando determinar a melhor maneira de eiminerar e selecionar 

esses pontos de forma que o mínimo global ou uma solução próxima dele 

possa ser obtida. Dividiremos a apresentação das técnicas de acordo com a 

classificação dos modelos de localização em planares, em rede ou discretos. 

Os problemas planares se caracterizam por uma forinulação contíilua e 

para resolvê-los normalmente são empregadas técnicas de programação não- 

linear, geometria coinputacional e/ou otiinização global. Um levantainento 



da aplicação dessas técnicas a probleinas planares pode ser encontrado em 

Plastria [50]. 

Existem duas abordagens principais na solução dos inodelos em rede: 

e Procedimentos que reduzem tais probleinas a inodelos discretos que 

garantidainente reproduzem a sol~~ção ótima dos inodelos em rede. Em 

Dasltin [17] podemos encontrar procediinentos como estes. 

s Algoritinos que utilizam eficientemente a estrutura especial da rede 

para solucionar os inodelos. Podemos obter mais detalhes sobre esses 

algoritmos em Labbe e outros 1391. 

Os inodelos discretos de localização são norinalineilte constituídos por 

inodelos de programação linear inteira ou inodelos de programação linear 

inteira mista e geralmente técnicas de natureza coinbinatória são einpregadas 

na solução desses problemas. Em Mateus e Carvalho [45] temos um excelente 

levantamento das principais técnicas einpregadas. Eles dividem essas técnicas 

em 5 áreas: 

a Decomposição: elas seguem, em geral, o inétodo de decoinposição de 

Beilders. Como as forin~ilações de alguns probleinas envolvem variáveis 

inteiras e reais, este inétodo separa a parte inteira da parte real, resol- 

vendo probleinas menores conectados a um problema mestre. 

e Enumeração: procuram subdividir o problema original em subpro- 

bleinas menores de fácil resolução, enuinerando, iinplicitainente ou ex- 

plicitamente, todos os pontos extremos. Os algoritinos de enuineração 

são basicamente do tipo de Separação e Avaliação ( branch- and- bound) , 
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que são técnicas de busca ein árvore, onde cada nó da árvore repre- 

senta uin subcoiljuiito de soluções viáveis. Um algoritino de separação 

e avaliação fica caracterizado ao definirmos coino separar o conjunto de 

soluções viáveis e coino avaliar a função deterininaiido limites superi- 

ores e inferiores. 

euríst icas: ob jetivain determinar boas soluções de forma eficiente. 

Com essa prioridade, as I-ieurísticas caracterizam-se pela flexibilidade e 

simplicidade coinputacional. 

e Métodos duais: procuram resolver o dual do problema coin o objetivo 

de obter limites inferiores justos. 

e Métodos baseados em Programação Linear: determinam limites 

inferiores para os inodelos, relaxando as restrições de integralidade e 

resolvendo o Problema de Prograinação Linear resultailte. 

Conforine inencionainos, nosso algoritino foi desenvolvido direcionado à 

solução de inodelos discretos de localização, mais especificainente, para o 

SPLP. Ein iiosso trabalho, fizemos uso sobretudo de heurísticas. 



O SPLP é um problema qlie tem sido vastamente estudado na literatu- 

ra. Muitos algoritinos têm aproveitado suas particularidades a fim de obter 

sol~~ções de boa qualidade, em tempos razoáveis. Antes de listarinos nina co- 

letânea de trabalhos sobre o SPLP, vamos conhecer algumas das propriedades 

desse problema: 

1. O S P L P  é um problema NP-dificil, coino podemos observar ein Garey 

e Jol-iiisoil [23] e Leilstra e Kan [40]. Porém, em alguns casos especiais, 

ele é solucionável polinoinialinente coino vemos em Kolen 1331 e Krarup 

e Bilde [34]. 

2. O S P L P  pode ser matematicamente decomposto e m  dois subproblemas 

interdependentes. 

De acordo com Al-Sultail e Al-Fawzan [2], os subprobleinas são: 

- Localização: deteriniaar as facilidades a serem localizadas (yls). 

- Alocação: para aquelas facilidades localizadas, estabelecer como será 

a distribuição aos centros de demanda (xijs) 

Para cada solução do subprobleina de localização, uma solução ótima 

do subprobleina de alocação é facilmente obtida. Mais especificamente, 

para qualquer dado vetor y,  uma associação ótima aos valores de xijs 

pode ser obtida usaiido a seguinte fórinula: 

k j  = arg mil1 c, 
yi=l, i€I 

Para todo i E I e j E J :  



1, s e i = k j  
0, caso contrário 

Utilizamos para simplificar a definição de kj e eutilizareinos outras vezes 

inais adiante a notação "arg". Para K C I, definiinos 

j = arg inin / inax,,, f (i) H f(j) = ~n in  / inaxiGli f (i) 

3. O SPLP se relaciona aos problemas de empacotamento, cobertura e 

particionamento, como se observa em Krarup e Pruzaii [35]. 

A primeira forinulação explícita do SPLP data da década de 60 e é 

frequentemente atribuída a Balinski [4]. Esse trabalho foi apresentado no 

siinpósio The IBM Scientific Symposium on Combinatorial Problems em 

março de 1964 mas permaneceu sem ser publicado até o ano de 1966. En- 

tretanto, alguns pesquisadores acreditam que o SPLP já teria sido abordado 

em trabalhos anteriores a este (ver Krarup e Pruzan [35]). 

Vamos exibir o estado-da-arte do SPLP, de acordo com a classificação 

das técnicas de soluções vistas anteriormente, embora, em muitos trabalhos, 

inais de uma técnica seja empregada, como poderemos observar adiante. A 

literatura sobre esse problema é muito vasta e citaremos aqui alguns dos 

principais trabalhos. 

Os algoritinos de decomposição, seguindo a linha Benders, conseguiram 

bons resultados através da geração de cortes no conjunto de soluções viáveis 



como se observa em Magnanti [42] e Wolsey e Neinhauser [60]. 

Na linha de Separação e Avaliação, logo em seguida ao trabalho de 

Balinski, Efroymson e Ray [18] propuseram uin algoritino para uina for- 

iniilação modificada do SPLP. Klluinawala [32] utilizou a estrutura especial 

do SPLP para melhorar o algoritino de separação e avaliação de Efroymson e 

Ray. Guignard 1251 propôs uix algoritmo que utiliza desigualdades de Benders 

geradas durante um procediinento dual ascendeilte lagrangeano. Galvão e 

Raggi [21] propuseram uin algoritino em três fases para o PLNC, que tem o 

SPLP como uin caso especial. 

Entre as heurísticas, destacamos as gulosas ADD propostas em Kuehil 

e Hamburguer [38], que procuram a cada iteração selecionar a facilidade 

mais econômica. Uma heurística que descarta a facilidade menos econômica 

a cada iteração foi desenvolvida em Feldman e outros [20] e foi denomi- 

nada DROP. Mame [43] desenvolveu uma heuiística denominada SAOPMA 

que combinava as duas anteriores. Rapp [51] e Cooper [13], independente- 

mente, também combinaram ADD e DROP e deseilvolveram uma heurística 

conhecida por ALA (Alternate Location Allocatioii). Uma variação de ALA 

chamada SHIFT foi deseiwolvida por Kuel-in e Hainburguer [38]. Coilforine 

seja usada inicialmente a heurística ADD ou DROP teremos as l-ieiirísticas 

SHIFT ou ALA. Destaca-se também o método de substituição de vértices 

desenvolvido por Teitz e Bart [58], deiloininado VSM (Vertex Substitution 

Method) desenvolvido ein princípio para o P-MED mas que foi adaptado 

para o SPLP por Cornuéjols e outros [14]. Mais adiante, Beasley [5] propôs 

heurísticas lagrangeanas para vários problemas de localização que incluem o 

SPLP. As inetaheurísticas também têm sido ainplainente aplicadas ao SPLP. 



Nessa liilha, destacamos os trabalhos de Al-Sultan e Al-Fawzan [2] e Michel 

e Hentenryck [46] que apresentaram algoritinos baseados na inetaheurística 

busca tabu; Alves e Almeida [3] utilizaram Szrnulated Annealzng na solução 

do problema e Kratica e outros [36] fizeram uso de um algoritino genético. 

Bilde e Krarup 671 e Erlenltotter [19] introduzirain os métodos duais 

para a solução do SPLP. Mais tarde, Tcha e outros [57] deseilvolverain 

uma heurística dual para esse problema bastante similar ao procedimento de 

Erlenlotter, afirmando que ela produz soluções que são, na maioria dos ca- 

sos, superiores àquelas alcaiiçadas pelo procediineiito de Erlenlcotter com um 

leve aumento no tempo coinputacional. Korkel [37] mostrou como modificar 

uma versão primal-dual do algoritino exato de Erlenlcotter para conseguir 

um procedimento melhorado. Coilil e Corii~iéjols [12] sugeriram um novo 

método baseado na solução exata do dual de uma relaxação linear do SPLP 

via projeções ortogoiiais. Gao e Robiilsoil [22] apresentaram um modelo geral 

e um procedimento dual de separação e avaliação de solução para eiicontrar 

soluções ótimas para vários probleinas de localização, incluindo o SPLP. 

Nos métodos baseados em prograinação linear, destacam-se os trabalhos 

Spielberg 1561, Sclirage [54] e Garfinkel e outros [24], que exploram o fato de as 

variáveis serem limitadas superiormente. Siinão e Tl-iizy [55] deseiivolverain 

um algoritino dual-siinplex direcionado ao problema. Guignard e Spielberg 

[26] e Cornuéjols e Thizy [16] aplicaram uin algoritmo prima1 de subgradiente. 

Mais recenteinente, Jain and Vazirani [30] formularam algoritmos priinal-dual 

na solução de probleinas não capacitados, dentre eles, o SPLP. 



Veremos, a seguir, as bases teóricas que f~mdaineiltain o nosso algoritino 

para a solução do SPLP. Basicamente, utilizamos testes de redução e de- 

seiivolveinos um conjunto de heurísticas ADD/DROP. Vejamos em detalhes 

esses fundamentos: 

Os testes de redução deterinii~ain, a przorz, se algumas facilidades de- 

vem ser abertas ou fechadas na solução ótima. O teimo redução se deve ao 

fato de se conseguir, desta inaneira, reduzir a diineilsão do problema dado 

origiilalineilt e. 

O uso das regras de redução é eilcoiitrado origiilalmente nos trabalhos 

de Efroyinsoil e Ray [18] e Kh~~inawala [32]. Posteriorinente, diversos ira- 

balhos foram desenvolvidos, estendendo alguns dos resultados dos primeiros 



e aplicando-os ao problema de localização capacitado, como podemos ob- 

servar em Akinc e Kl-minawala [I], que utiliza os testes dentro de um al- 

goritmo de separação e avaliação. Jacobseil [29] e Mateus e Bornsteiii [44] 

utilizaram esses testes dentro de heurísticas ADD/DROP. Mais recentemente, 

teinos em Bornsteiil e Azlaii [8] a coinbinação desses testes à inetaheurística 

simulated annealzng. Em Cainpêlo e Bornsteiil [49], teinos uma nova abor- 

dagein que combina os testes de redução a heuiísticas ADDIDROP, que 

são iinpleineiltadas com a ajuda de limites superiores e inferiores, usando 

relaxação lagrangeaila. 

Utilizaremos, em nosso trabalho, a abordagem unificada encontrada em 

Bornstein e Azlan [8] e Cainpêlo e Borilsteiil [49], que simplifica a apre- 

sentação dos testes de redução através da utilização da f~mção Ai(.). Essa 

função nos dará os critérios para abertura/fecl-iainento de facilidades. Mais 

adiante, vamos defini-la formalmente mas antes definireinos os elementos 

coilstituitivos dessa função: 

Considere um subconjunto K 5 I de facilidades. Seja w ( K )  a função que 

nos dá o mínimo valor dos custos variáveis em se atender todos os centros de 

demanda de J pelas facilidades de K.  Ou seja, 

Se K = 0 ,  definimos w ( K )  = +oo. 

Para i E I - K ,  seja & ( K )  = w ( K )  - w(K U i ) .  Essa função avalia o 

acrésciino/decrésciino nos custos variáveis se fechainos/abriinos a facilidade 

i .  Se K = 0 então & ( K )  = &(0)  = +m - w(i)  = +m - CitJc i j  = +m. 

Se K # 0, podemos alternativamente escrever a função &() em fuilção dos 



custos variáveis c,, da seguinte forma: 

&(K) = w(K) - w(K Ui) 

Definimos então a função Ai (.) da seguinte forma Ai (K) = fi-si (K) , Vi E 

I -K.  Essa função avalia o balanço entre os custos fixos e variáveis ein relação 

a facilidade i. Se K = 0 então Ai(@) = fi - si(@) = fi - oo = -oo. Para 

K # 0, podemos escrever: 

Podemos destacar duas iinportaiites propriedades da f~mção w(K), de 

acordo com Wolsey 1591 e Nemhauser e outros [48]: ela é não-crescente e 

supermodular. Uma f~iilção w(K) é deiloiniiiada não-crescente se w(K) 5 

w(K1), VK' C K .  E ela é dita superinodular (ou equivalenteineiite -w(K) 

subinodular) se w (K) - w ( K  U i) 5 w(K1) - w (K' U i), VK' 2 K,  Vi K .  

Observa-se que superinodularidade é uma espécie de coilcavidade. Mostremos 

que essas duas propriedades se verificam. 

ade I: w() é não-cyesceiite. 

Prova: 

Sejam K C I e K' c K. Devemos mostrar que w(K) < w(K1). Vamos 

dividir ein dois casos: 

Se K' = 0 então temos imediatamente que w(K') = w(0) = +oo > 
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-a Se K' # 9) então, por definição 

iniii c, e w (K ' )  = mil1 ckj 
k € K  k€K1 

j € J  j €  J 

Temos, uma vez que K' 2 K ,  o seguinte fato 

iniii ckj < inin Ckj ,  Vj E J 
k € K  k€Ki 

Ellt ao, 

Logo, w ( K )  < w(K1),  VK' 2 K .  0 

Como coiisequêiicia da propriedade 1, teinos que: 

Defato, K C K u i - + w ( K )  2 ~ ( K u z )  -+ w ( K ) - w ( K ~ i )  > 0 . t  

& ( K )  2 0. 

Propriedade 2: w() é superinodulai 

Prova: 

Sejam K C I, K' C K e i  $ K .  Devemos mostrar que w ( K )  - w ( K  U i) < 
w(K') - w (K' U i ) .  Mas, temos que & ( K )  = w ( K )  - w(K U i ) ,  logo, o que 

se quer provar é que & ( K )  < 6i(K1). Vamos dividir em dois casos: 

s Se K' = 9) então, de forma imediata, teinos que c$(Kr) = &(@) = co 2 

6i ( K )  . 
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a Se K' # f~ então, por definição 

Temos, uma vez que K' C K, o seguinte fato 

Então , 

O que implica 

max(0, inin ckj - cij) < inax{O, inin ckj - c,), V j  E J 
k € K  ~ E K '  

Assim, 

Como coilsequência da propriedade 2, temos que: 

De fato, &(K) 5 &(K1) -+ -Si(K) 2 -&(K1) -+ fi - &(K) 2 fi - 

bi(K1) + Ai (K)  _> &(K1). 

Antes de apresentarmos a definição dos testes de redução, faz-se necessário 

definir os conjuntos em que as facilidades serão inseridas de acordo com o seu 

status (fechadas, abertas ou indefinidas): seja Ko o conjunto de facilidades 

fechadas (Ko = (i E I ( yi = O ) ) ,  Kl o conjunto de facilidades abertas 






































































































































































