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" SINOPSE

O escopo principal deste trabalho esta em dar
uma conttibuicao para o estudo e analise da estabilidade de
sistemas descritos por modelos da "Dindmica Industrial". Para
tanto, os modelos sao colocados sob uma formulacao matematica
adequada & aplicagao de resultados conhecidos sobre estabilida

de; basicamente, o segundo método de Liapunov.

Com base em tais resultados, juntamente com

outras técnicas e a utilizacao do computador digital, procura-
~-se fornecer as ferramentas necessirias para a analise de tais

sistemas.

; Os dois primeiros capitulos estao reservados
a formulagao do problema e & apresentacao das definicdes e re-
sultados mais importantes sobre estabilidade. Os capitulos
subsequentes tratam do problema da busca e determinagao dos
pontos de equilibrio, da andlise de sensibilidade desses pon -
tos em relagao a variagao dos parametros do sistema e da manei

ra como foi abordado o problema da determinacao de um dominio

de estabilidade assintOtica para o caso exemplo.
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" ABSTRACT

The main objective of this work is to give a
contribution to the study and analysis of the stability of
systems described by models for "Industrial Dynamics". To this
end, the models are placed under a mathematical formulation
suitable for the application of known results about stability;

specifically, the second method of Liapunov.

Based on such results, with the use of other
techniques and the digital computer, an attempt is made to

furnish the necessary tools to analize suchrsystems.

The first two chapters cover the formulation
of the problem, definitions and the most important results on
stability. The following chapters consider search and determin
ation of equilibrium points, analysis of sensitivity of these
points with respect to changes of the system parameters, and
the approach taken for the solution of the problem of determin
ation of the domain of asymptotic stability. A specific example

is treated in detail.
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INTRODUCAO.

A "Dindmica Industrial" & antes de tudo um mé
todo de modelizagao e simulagao de sistemas em computadores di-
gitais, ndo somente de processos industriais como poderia suge-
rir o nome, mas de guaisquer processos dinamicos e particular -
mente aplicavel a sistemas de "management", sistemas sociais e

ecoldgicos.

Sua adequagao a simulagao de tais sistemas ,
geralmente nao-lineares, esta na relativa facilidade com que, a
partir do conhecimento do sistema, construimos os modelos a se-~
rem simulados. Nos trabadlhos de Forrester [8] idealizados des-
te método, bem como de outros [10] que utilizaram a "Dindmica
Industrial” para construgao e simulagao de modelos, nota-se que,
gquando se trata de analisar as caracteristicas das respostas do
sistema em funcao da sua estrutura e de uma maneira mais quanti
tativa, tal analise torna-se bastante trabalhosa, nem sempre fa
cil, e na maioria das vezes, depende de muitas experimentagSes

e tentativas a serem feitas por sucessivas simulacoes.

Problemas tais como "instabilidades" e "osci-
lacoes indesejaveis" nas respostas do sistema, na maioria das
vezes sao dificeis de terem suas causas apontadas. Carente de

uma orientagao sistematica, o problema se torna mais grave quan



to maiores a dimensao e complexidade do sistema.

A motivagao. deste trabalho estd justamente em,
a partir de resultados tedricos, métodos numéricos, calculo de
sensibilidades e a utilizacao do computador digital, fornecer
os elementos necessirios para uma analise das caracteristicas
de estabilidade de uma classe de sistemas nao lineares discre-
tos no tempo aplicavel & maior parte dos sistemas de "Dindmica
Industrial”. O trabalho nao se propoe a resolver os problemas
tedricos ainda existentes no estudo da estabilidade de sistemas
nao lineares discretos no tempo, limitando-se a apontd-los quan

do for o caso.

Considerando-se a analise como sendo o primei
ro passo para um posterior trabalho de sintese, poderemos, a par
tir do conhecimento das caracteristicas do sistema, tentar melho
ra-lo, pois teremos condigOes de saber quais parametros e de que
maneira eles alteram a posicao do ponto de equilibrio do siste-
ma, ou seja, da solugdao de regime; saberemos como e quais 0s pa
rametros mais importantes na estabilidade deste ponto de equili—
brio. A determinagao de um dominio de estabilidade assintotica
de um ponto de equilibrio, embora fornega apenas condigdes sufi
cientes de estabilidade em relagao as condigoes iniciais, nos for
nece informacao importante sobre os limiteSque as variaveis nao
devem exceder, quando do inicio da operagao do sistema, para que

seja assegurada a convergéncia para a situacao de regime.



Convém lembrar o fato ae gue todas as conclu-
soes acerca de quaisquer caracteristicas do sistema simulado
nao devem ser precipitadamente atribuldas ao sistema real,pois
o modelo consta de uma simplificagéo de sistema real, e com és

te nao deve ser confundido.



" CAPITULO I - FORMULACAO DO PROBLEMA

I.1 - INTRODUCAO

Os modelos da "Dinamica Industrial" podem ser
considerados como sendo da classe dos sistemas nao lineares dis
cretos no tempo. Na realidade, a maioria dos processos reais
que sao simulados sao continuos; porém, para a sua simulagao em
computadores digitais pelo método da"Dinamica Industrial’} & ne-
cessario que esses sistemas sejam discretizados, na maioria das
vezes sem serem discretos. Essa discretizagao podera, se nao
forem tomados certos cuidados, introduzir alteragdes importan-—
tes nas caracteristicas do modelo,de modo a invalidar completa

mente os resultados da simulacao.

Uma das maneiras atualmente utilizadas na si-
mulagao de sistemas da "Dinadmica Industrial” consta da utiliza
cao da linguagem "DYNAMO", especificamente adeguada ao proble-
ma e gque consta de um conjunto de rotinas que simulam os sub -
sistemas mais comuns da "Dinamica Industrial", efetuam automa-
ticamente regressoes parabas variaveis auxiliares, facilitando
sobremaneira a simulagao [28] . A utilizacgao dessa linguagem,
e mesmo quando & utilizada a linguagem FORTRAN para a simula -
cdo, torna dificil, a partir das equagoes do sistema que & pro

gramado, a obtencao de dados e informagoes para uma analise do



sistema em termos quantitativos.

Para uma andlise e especificamente de estabi
lidade, e & a que nos propomos, & nhecessario colocar o siste-
ma, a partir das equagOes de Dinadmica Industrial, sob uma for

mulagao matemiatica adequada; para tanto, certas adaptagdes e

hipoteses. sao necessirias. £ o que trata a secao seguinte.

I.2 -~ 0 METODO DA "DINAMICA INDUSTRIAL"

A Dinamica Industrial constitui-se em um mé-
todo de modelizagao e simulagao de sistemas dinamicos em com-
putadores digitais. A estrutura basica dos sistemas de Dina-
mica Industrial & representada por niveis e fluxos [8]; tais
niveis e fluxos formam seis tipos de malhas interconectadas e
que constituem a atividade industrial. Cinco delas sao repre
sentadas por: material, pedidos, capital, equipamentos e pes
soal. A sexta constitui a malha de informagdoes - € a que in-

terliga as outras cinco.

Um modelo de Dinadmica Industrial & represen-
tado por um conjunto de equa¢oes, cada uma delas definindo u-
ma variavel. Essas variaveis podem ser: de fluxo, de ni -

vel, varidveis auxiliares e variaveis exdgenas.



- E conveniente, e & Dinamica Industrial se u-
tiliza disso, dar uma representagao pictdorica ao sistema de e
guagoes atraves de um diagrama que represente as interrelacgoes
das equagoes, O que e muitas vezes mais Util para explicar a
estrutura do sistema do que o conjunto de equac¢des que o defi

ne.

Segundo essa idéia, nessa secao & apresenta-
do o conjunto de sImbolos utilizados na construcao dos diagra
mas de modelos da Dinamica Industrial, e em seguida, as equa-
cOes correspondentes. Um modelo completo representando um

sistema de produgao-distribuigao faz parte do capitulo VI.

I.2.1 - 0Os Simbolos

O sistema de simbolos mostra a existéncia das
regras de interrelacao no sistema, distingue niveis de fluxos,
separa os seis tipos de fluxos e mostra os fatores que entram
em uma fungdo de decisao. Porém, o diagrama nao define as re
lacoes funcionais entre as variaveis; o que & feito pelas e -
quagoes correspondentes indicadas pelo nimero existente em ca

da um dos simbolos.

NIVEIS

Um nivel & representado por um retangulo com

o nome da varifvel que representa tal nivel e o nlimero da equa



gao. correspondente (IN) - (fig.1l)
FE

NIV
1N

[

Os niveis representam as partes do sistema on

de ha o acumulo de material, pedidos, capital, etc. As linhas
de fluxo, segundo o sentido da seta, mostram o tipo de fluxo
de entrada e de salda do nivel, Os tipos de fluxos sao os re

presentados abaixo.

FLUXOS

Os fluxos ocorrem na entrada e saida dos ni-
veis e representam a movimentagao de capital, material, etc .

Cada um dos 6 tipbs de fluxo tem seu simbolo correspondente -

fig.2 .
informagdes =  ————mm————-e >
material >
pedidos
capital
pessoal

equipamentos,
ferramentas

Fig.2



A distingdo entre os tipos de linhas utiliza
das tem apenas a finalidade de facilitar a compreensao dos mo

delos.

" FUNCOES DE DECISAO

Sao as fungoes de decis@o que determinam a in
tensidade dos fluxos :- agem como valvulas reguladoras que con-

trolam escoamentos. As formas abaixo sao equivalentes.

S FS

~alFs ><] T ~wfFs
oF o~ - -]
/‘,V' . _ 2F -
// //./ ‘
v y
Fig.3

O simbolo representa o fluxo que estad sendo
controlado e as entradas de informagoes:: (somente informacdes
entram nas fungoes de decisao). Também & dado o numero da e-

quacao que define o fluxo (2F) .

FONTES E ESCOADOUROS

Um fluxo tem muitas vezes uma fonte ou um es-~

coadouro que se considera estarem fora dos limites do modelo.



A fonte pode definir uma varidvel de fluxo, a qual & conside-
rada uma variavel exOgena (Fig.4a) ou-pode existir meramente
para suprir um fluxo controlado por informagoes infernas do
sistema (Fig.4b) . O escoadouro por'sua vez, nao tem caracte
risticés din&micas significativas, e aﬁenas uma representacao
do destino de algum fluxo emergente do.siStema (Fig.4c) .
AFs ' A Q

NIV FE A i

Sl Dfde— - — !

VEX " l>?<l""""‘
: )
T

TOMADA DE INFORMACOES

Os fluxos de informagoes interconectam as va

ridveis do sistema; esses fluxos de informagbes nao afetam as
, ,

variaveis das quais sao retirados. A Fig.5 mostra a represen

tacdo de tomada de informagoes em nivel e fluxo.

FE
IV /,)'
Am——— /

—_——
N 9

FS

Fig.5



VARIAVEIS AUXILIARES

A variavel auxiliar & o resultado do proces-
samento de informagoes tomadas em niveis, fluxos e outras va-
riaveis auxiliares. Situam-se dentro das malhas definidas pe
los fluxos de informagoes, entre as tomadas de informacdes e
as fungoes que controlam os fluxos. As varifveis auxiliares
sao representadas nos diagramas (Fig.6) por circulos contendo
o nome da variavel e o nimero da equagdo que a define.*As en-
tradas sao as informagoes de fluxos, niveis ou outras varia -

veis auxiliares.

~
~
~
AUX
—_ -
4A
7
d
7
Fig.6

PARAMETROS

Sao os valores numéricos que descrevem as ca
racteristicas do sistema e sao considerados constantes durante
a simulagao. Sao representados por uma linha acima ou abaixo

do nome da constante, com uma tomada de informacao (Fig.7)

10
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"DELAYS"

Sao os "delays" que introduzem os atrasos no
sistema, definindo os atrasos no tempo entre os fluxos que en
tram e saem de um determinado nivel. Sao os "delays" que ba-
sicamente definem a dinamica do sistema.

Os"delays" podem ser represéntados por uma
combinacdo de niveis e fluxos, porém a frequéncia com que apa
recem nos sistemas fez com que lhes fosse:- dada:i- uma represen
tagdo simplificada (Fig.8a) que & eguivalente & representagao

dada pela combinagdo de nivel e fluxo (Fig. 8b)

CTE
NIV
FE FS | rs PE
-ﬁ ﬁ
3F
2N D1
a b

Fig.8
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A Fig.8 representa um "delay" de primeira of
dem; "delays" de ordem mais elevada sao obtidos colocando- se
em cascata "delays" de primeira ordem. A notacao da Fig.8a

representa:

FE fluxo de entrada
NIV  nivel
2N numero da equacao de nivel

CTE constante de tempo de "delay"”

FS fluxo de saida
3B nimero da equacao de fluxo correspondente
D1 ordem de "delay" (primeira ordem)

I.2.2 - As Equacoes

A evolugao do sistema nottempo & representa-

da pela sequéncia dos valores das variaveis resultante da com
putacao periodica do conjunto de equagoes que define o sistems
ma. A essa sequéncia de valores das variaveis se convenciona
dizer, representam o0 sistema. nos instantes T, T4+DT, T+2DT ,
etc , e onde DT representa o intervalo de tempo entre dois

instantes sucessivos.. .

12



Aos pontos sucessivos no tempo, da-se a deno
minagdo I,J,K, etc., e ao intervalo entre os instantes J e
K representa-se por JK . (Para uma exposigao detalhada da

sequéncia de calculo, vide ref. [8] ).

Basicamente sao trés os tipos de equagoOes u-
tilizados na descricao dos modelos da Dindmica Industrial on-

de cada uma dessas equacdoes define uma variavel.

EQUACOES DE NIVEL

As equacgoes de nivel sao expressas pela se -

guinte relagao:

NIV.K = NIV.J + (DT) (FE.JK - FS.JK) ' 2N

onde

NIV.K -~ Nivel no instante K .

NIV.J - Nivel no instante J .

DT - Valor do intervalo de tempo considerado entre os insg
tantes J e K (Constante)

FE.JK - Fluxo-de entrada durante o intervalo de tempo entre
os instantes J e K . '

FS.JK - Fluxo de saida durante o intervalo de tempo entre os

instantes J e K.

A equagao 2N define a variagao do nivel (NIV) de instante a

instante a partir dos fluxos de entrada e saida.

13



- EQUACOES DE FLUXO (FungOes de Decisao)

As equagoes de fluxo determinam as intensida
des dos fluxos, geralmente a partir de valores de niveis, para
os intervalos de tempo em questao. Todos os valores das vari
aveis de fluxo sao considerados como sendo constantes entre
dois instantes sucessivos, ou seja, ha a alteragéo dos valo -
res dos fluxos apenas de intervalo a intervalo, pois durante
os mesmos, eles sao constantes. Um exemplo de um equacao de
fluxo & dado abaixo: ela define o fluxo de saida de um "delay"

de primeira ordem (Fig.8b).

FS.JK = —Sav.d 3F
CTE

FS.JK - fluxo de saida no intervalo JK

NIV.K - nivel no instante K

CTE - constante de tempo do "delay"

A equagao 3F define o valor do fluxo no intervalo JK a par

tir do nivel no instante J .

EQUACOES AUXILIARES

As equagoOes auxiliares definem as variaveis

auxiliares que determinam os fluxos de informagOes, os quais,

14



por sua vez, vao entrar nas fungoes de decisdo. As equagoes
auxiliares sao utilizadas para facilitar a formulacao do mode
lo, evitando o problema de tornar muito complexas as fungoes
de decisado; & atraves das equagoes auxiliares que as nao line
aridades sdo introduzidas no modelo. A computacao das varia-
veis auxiliares e feita sem a necessidade do conhecimento dos
valores de variaveis nos instantes anteriores, como acontece
nas equagdes de nivel. Elas sao computadas no instante genée-
rico K a partir dos valores das variaveis também considera-
das no instante K. A equacao abaixo & um exemplo de equagao
auxiliar:

DFR.K = DHR + DUR _IDR.X 4A

IAR.K
O valor de uma variavel auxiliar DFR.K & calculado a partir
de dois niveis IDR.K e IAR.K e duas constantes DHR e DUR

(vide problema exemplo - capitulo VI)

O tipo de formulagao dado pela Dinamica Indus
trial, acima exposto, & particularmente adequado e facilita so
bremaneira, tanto a fase da modelizagéd como simulagao de sis
temas industriais. Porém, quando se passa para a fase de ana-
lise, e especificamente de estabilidade, tal nao ocorre, haven
do a necessidade de, a partir das equagoes de Dinamica Indus-

trial que definem o sistema, colocid-lo sob uma formulagao mais

15
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adeguada e que facilite tal analise.

Para tanto, considerando que todos os fluxos
sao constantes durante os intervalos JK, KL ...etc , se assu

mirmos que

FLUX.JK = FLUX.J = FLUX.Jg

ou seja, se considerarmos todos os valores das variaveis de
fluxo (constantes durante os intervalos de tempo) como tendo

o valor da variavel no instante, tomado pela dlrelta, podere-
mos tratar todos os tipos de varidveis considerando apenas seus
valores nos instantes, sem levarmos em conta os valores duran-
te os intervalos. Donde, em todas as equagoes aparecerao ape

. - . » v
nas variaveis consideradas em instantes.

Tomemos as equagoes 2N e 3F que definem em
conjunto um "delay"; a partir do exposto acima e substituindo

3F em 2N , obteremos:

NIV.J
CTE

NIV.K = NIV.J + (DT) (FE.J -

) (Ir.2.1)

ou seja, o valor da variavel NIV ‘em um determinado instan-
te, depende apenas de valores de varidveis em instantes ante-
riores. Para melhor entendimento do que representa a equagao

_ITr.2.1 , facamos:



NIV.J
CTE

NIV.K - NIv.J = (DT) (FE.J - )

ou

A NIV + NIV.J _ FE.J

DT CTE

Tomando-se o limite da expressao anterior para DT =+ 0 , obte
mos:

d NIV (&) + N»IV(t)

N FE (t)
dt CTE

que representa um sistema linear de primeira ordem, onde FE(t)

& a entrada e CTE & a contante de tempo.
Analisando-se todos os elementos gque consti-
tuem os sistemas da Dindmica Industrial, podemos representa -

-los com dois tipos de elementos:

1) bloco linear

s(k+l) = a s(k) + k e(k)

2) bloco nao-linear (sem memoria)

17
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s(k) = f(el(k) ’ ez(k) e em(k)) ¥

e, a partir desses dois tipos de elementos com as suas equa -
¢oes correspondentes, podemos definir os sistemas da Dinamica
Industrial por um conjunto de equagoOes que representam as va-—
riaveis de estado do sistema, sendo cada uma das variaveis

de estado-representada por uma variavel de nivel corresponden

te.

I.3 - EQUACOES A DIFERENCAS FINITAS

Pelo exposto na secao anterior, podemos, a par
tir do conjunto de equagles que definem ﬁm sistema da "Dinami-
ca Industrial', dar uma representagéo de variéveis'ée estado ao
sistema, definida pela seguinte equagao vetorial & diferencas

finitas:

X' (k+t1l) = H(X(k),U(k), k) (1.3.1)
k=0,1,2...

n_.m n ~ ; = .
onde H:R xR xI + R ; € a equagao acima e equivalente a um

conjunto de n equag¢Ces escalares



x{k+l) = hi(xl(k),xz(k),...,xm(k),ul(k),uz(k) ...um(k),k)

i=1,2,... n
0 vetor X & o estado do sistema descrito por
I.3.1 e suas componentes Xy sao as variaveis de estado.
O vetor U(k) @& o controle, ou entrada,e suas componentes ui(k)
sao as variéveis de controle, ou no nosso caso, as variaveis
exdgenas. O inteiro n define a ordem do sistema, e geralmen

te, o nfimero de entradas & bem inferior ao numero. de variaveis

de estado, ou seja, m<n.

Limitando as entradas 3 classe das entradas
constantes, uj = cte , j=1,... m fazemos com que elas passem

a fazer parte do sistema, e a equacao I.3.1 pode ser escrita:

X(k+1) = H(X(k),k) (1.3.2)

~ n n . P .
onde H: R'XI - R ; € O sistema I.3.2 e dito ser livre ou
nao forgado. Se ainda considerarmos o sistema como sendo es-
tacionario isto &j iindependente do instante considerado, che

garemos a representagao

X({k+1l) = F(X(k)) (r.3.1)

onde F:Rn - Rn

, € que representa um sistema autdnomo discre
to no tempo. A equagao I.3.1 & considerada uma equagao ve-

torial a diferencas finitas, autdnoma; mas podemos considera-

19



~la como representando um processo iterativo onde k indica o
nimero da iteragao. Uma outra maneira de considera-la, apenas
por questdes de notagdo, & chamd-la de uma equacdo vetorial re
corrente,pois o estado seguinte & sempre calculado a partir do
conhecimento do estado anterior. NOs a consideraremos, apenas
para uniformizagao de linguagem, como sendo uma equacao a dife
rengas finitas que representa um sistema dindmico autdnomo dis
creto no tempo. Limitaremos nosso estudo & classe dos siste -~
mas onde o operador F & continuo e diferencidvel segundo Fré

chet no dominio da funcao.

A classe dos sistemas a que restringimos o nos
so estudo, compoe uma grande parte dos sistemas da "Dinamica In
austrial", dos quais estudamos o comportamento do ponto de vis-
ta da estabilidade, considerando entradas em degraﬁ no sistema
(U(k)=cté). A hipotese da diferenciabilidade & valida para
grande parte dos sistemas, e quando houver o caso das "fungoes
auxiliares" serem dadas por tabelas; podemos facilmente obter

essas fungoes a partir de regressoes polinomiais.



CAPITULO II - ESTABILIDADE - DEFINICOES E RESULTADOS GERAIS .

II.1 - INTRODUCAO

Embora os estudos e resultados sobre estabili

dade de equagoes diferenciais sejam numerosos e largamente di-

vulgados, tal fato ainda ndo ocorre com as equacoes a diferen-

cas finitas, onde a extensdo dos resultados aplicaveis as pri-
meiras ainda carece de maior estudo e divulgagao, sendo a bi -

bliografia sobre o assunto ainda bastante restrita.

Este capitulo tem por finalidade a apresenta-
gdo das definigOes basicas e os resultados fundamentais relati
vos ao estudo da estabilidade de equacgoes a diferengas finitas,
ordindrias e de primeira ordem. Tais resultados sao , na sua
maioria, andlogos dqueles correspondentes as equacoes diferen-
ciais e se baseiam no segundo método ou método direto de Liapu
nov. A apresentacao dos resultados nao pretende ser exaustiva
e estard restrita ao caso dos sistemas autOnomos, que &€ O caso

que trata esse trabalho. Os resultados apresentados e a maio-

ria das provas podem ser encontrados nas referéncias [22] e[25].
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II.2 -~ ESTABILIDADE - DEFINICOES

Consideramos os sistemas autonomos descritos

pela equagdo vetorial a diferengas finitas de primeira ordem:

X(k+1) = F(X(k)) (I1.2.1)

k=0,1,2,...

onde F:Rn > Rn

& continua em todo o dominio.
Definigdo 2.1 -~ A solugdo de (II.2.1) & a sequéncia {X(k)}

onde X(k) = FF(X(0)) ; k>0 e X(0) & o es-

LX]

tado inicial do sistema.

Definicao 2.2 - Todos os pontos X* que satisfazem a rela-
gdo X* = F(X*) sao chamados pontos fixos

de F ou pontos de equilibrio de (II.2.1) .

Na teoria de estabilidade de Liapunov, o es-
tudo & relativo aos estados de equilibrio X* de F(X), que sao
zero, para tanto basta que se faga uma mudanga de variaveis

x = X-X* donde o sistema II.2.1 fica:

x (k+1) = F(x(k)+X*) - X* (I1.2.2)

22



ou

x (k+1) =

que tem x*=0

Definicao 2.3 -

Definigao 2.4 -

Definigao 2.5 -

Definigao 2.6 -

23

£{x(k)) (I1.2.3)

como ponto de equilibrio.

O ponto de equilibrio x*=0 & estavel no sen
tido de Liapunov, se e somente se, dado um
e>0 existe um 68>0 , tal que: sempre que ti-
vermos |[|x(0)]] < 8 a solugao {x(k)} de

II.2.3 satisfaz |[x(k)|] <e , ¥ k>0 .

O ponto de equilibrio x*=0 & assintotica -
mente estavel se e somente se: X*=0 & esta
vel no sentido de Liapunov e existe um Y{ > 0
tal que, sempre que tivermos |[[|x(0)|] <Y ,

lim x(k) = 0 .

koo

O ponto de equilibrio x*=0 & globalmente as
sintoticamente estavel, se e somente se, Xx*=0
é estével no sentido de Liapunov e)q( X & R :

lim x(k) = 0 .
koo

O ponto de equilibrio x*=0 & exponencialmen

te estavel se e somente se existirem constan-



tes 6>0 , a>0 e O<n<l tais que: a solucgao
‘{x(k)} satisfaz
Hx ) [] <o []x(0) |] o¥ k=0,1,2,...

quando ||x(0)llk & .

Definicao 2.7 -
Seja F um operador tal que F:R" > R™ , diz-se
que F & diferenciavel segundo Fréchet, em X

se e somente se existir um operador linear

LX : Rn -+ Rm , tal que:
o]
+h) -~ -
Lin | |F (X +h)=F (X)) Ly, hi |
h~>0 | |h]]|

se F & diferenciavel segundo Fréchet em X, ©

operador Ly & representado por F'(Xo) , onde
o
[ oF] 5F1 3F; |
3%, 9%y X,
8F2 ceessssesnssnse E
1 - .
F (Xo) . :
dF, 0Fm  eese.. OFp
3%, 39X 2 90X,
L . X=XO

€ o Jacobiano calculado no ponto X=X, . Usare -
mos também a notacgao F'(XO) = J(XO) para repre

sentar o Jacobiano no ponto XO .



II.3 - AS FUNCOES DE LIAPUNOV

O método direto, ou o segundo método de Lia-
punov, & todo ele baseado no estudo das "fungdes de Liapunov"
que permitem fornecer informacao qualitativa sobre a estabili
dade do sistema sem a necessidade de propriamente resolver as
equagoes. O uso das fungOes de Liapunov no estudo das equa -
¢oes diferenciais data de 1892; porém sua aplicacdo as equa -
goes a diferencas finitas foi inicialmente feita por Hahn em

1958. As fungOes de Liapunov tem no seu sinal uma caracteris

tica importante; portanto, sao a seguir dadas definigdes in -

dispensaveis ao seu tratamento.

Defini¢do 3.1 - A fungdo escalar V(x) & definida positiva(ne
gativa) em N, (0yserpara |[[x|| < h  temos

v(x)>0 [V(x) < 0] )V(x# 0 e V(0)=0 .

Definigao 3.2 - A funcgdo escalar V(x) & semi definida positi
va (negativa) em N, (0) se para |[[x|| <h

temos V(x) > 0 [v(x) < 0] V(x e V(0)=0

Comumente encontram-se fungoes definidas positivas e ne
gativas quando se utilizam matrizes e formas quadraticas; pa-
ra a analise do sinal de tais fungdes, utilizam-se as condi -

coes de Sylvester.
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Teorema 3.1 - Teorema de Sylvester

Para que a forma quadratica V=x TAx seja po
sitiva definida & necessario e suficiente que a matriz A se
ja definida positiva, ou seja: se e somente se todos os deter.

minantes menores principais forem positivos:

Dy = | ajq | > 0
a7 &y,

D2 = > 0
1 %22
all PRPES aln

Dn = : . >0
anl “ee ann

Para que a forma quadratica V=xTAx seja de
finida negativa @ necessario e suficiente que a matriz A se
ja definida negativa , ou seja, se e somente se, os determi -
nantes menores principais de ordem par forem positivos, e os

de ordem Iimpar forem negativos.



Defini¢ao 3.3 -~ Um mapeamento v:R® » R & uma fungdo de Lia-

n

punov para f£:R" + R" no ponto de equilibrio

x*=0 de x(k+l)

f(x(k)) , se existe uma vi
zinhanca aberta D de x*=0 tal que V & con

tinva em D e,

vi{x) > 0,v[ X €D x#0 e V(0) =0

AV(x) = V(£(x))-V(x) < 0 para todos 'x e’

f(x) €¢D .

Teorema 3.2

Seja £:R" » R" um mapeamento continuo numa
vizinhanga aberta S de x*=0 ponto de equilibrio de x(k+l)=
= f(x(k)) ; entao:

Se existir V:R" + R e for uma fungdo de Li
apunov para f. em x*=0, entdo x*=0 & um ponto de equili -

brio estavel no sentido de Liapunov.

Se AV(X) < 0 para x,f(x) €D e x#0 , en

tio x*=0 & assintoticamente estavel.

Se S=D=R" e se V(x) + « com ||x]||] + =,

o ponto x*=0 & globalmente assintoticamente estavel.



Convém salientar que o resultado acima n3o
garante a existéncia de uma fungao V. Para que possamos garan
tir a estabilidade do ponto @ preciso achar uma fungao V e

geralmente na pratica, cada caso requer uma anadlise particular.

Tomemos o caso onde f(x) e linear; f(x)=Ax

donde

x (k+1) = Ax(k+1) (1IT.2.4)
x (k) = a%x(0)
arbitramos como funcao de Liapunov a forma quadratica V(x) =
= x'Px onde P & uma matriz simdtrica definida positiva, don
de

T T

AV (x) xTA PAX — XTPx

I

AV (x) xT(ATPA - P)x

para gque AV{(x) seja definida negativa, devemos ter que a ma

triz (P~ATPA) seja definida positiva.

Teorema 3.4

Se existe uma matriz simétrica definida posi
tiva P tal que P-ATPA & definida positiva, entao
lAi]<l i=l, ... n , onde n & a ordem da matriz e Ay sao
o0s auto valores de A , e inversamente

Se [i;]<1l entdo existe uma matriz simétrica
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definida positiva P tal que P-ATPA & definida positiva.
Donde conclui-se que AV(x) < 0 V[x e R ou seja, o unico
ponto de equilibrio de 1II.2.4 & globalmente assintoticamen

te estavel.
Considerando-se o sistema

x(k+1) = £(x(k))
onde f & continua, se decompugsermos f(Xx) em uma parte li-
near e outra nao linear, tal que: £(x) = Ax + g(x),entao po-

deremos escrever:

x(k+1) = Ax(k) + g(x(k)) (I1.2.5)

Teorema 3.5

Considerando o ponto de equilibrio X*=0 do

sistema (II.2.5) onde g & continua se:

[ [x]]~0 NESN

b) lAi|<l i=1 ... n
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entdo, o ponto de equilibrio: x*=0 & assintoticamente estavel.
Se, por outro lado, para algum A, tivermos }Ail>l , X*=0 nao

€ estavel no sentido de Liapunov.

Sejam os sistemas da forma de II,2.1 tal
que F(X) & continua e diferenciavel segundo Fréchet em X* ,
se tomarmos g(x)=f£(x)~-F'(X*)x a condigcao a do teorema 3.5
é verificada, pois se F(X) & diferenciavel segundo Fréchet

em X*, entao:

| [F(X*+x) ~F (X*) -F*' (X*) x| |

lim 0
| [x]]~+0 | x|
como F(X*)=X* , temos:
1im | |[F(X*+x) =X*=F' (X*)x]| | 0
[ [x|[~0 [ 1x]]
e pelas relagoes II.2.2 e II.2.3 temos:
lim Hf(X)"F'(X*)X H = 1lim Hg(x) IL_ =0
| [x]]+0 | 1x]] [{xl]>0 []x]]

donde poderemos enunciar:

Teorema 3.6

Se F(X) & continua e diferenciavel segundo
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Fréchet em X*, e tomarmos o sistema II.2.1 deslocado para a
origem

x (k+1) = £(x(k)) com f(x(k)) = F'(X*)x (k)+g(x(k))

se todos os auto valores de F'(X*) satisfizerem }Ai]<l
i=l,...,n entao, o ponto de equilibrio x*=0 & assintoti-
camente estavel. Se para algum i/JAil>l , 0 sistema ndo e es-

tavel no sentido de Liapunov.

Basicameﬁte, para a analise da estabilidade
dospontos de equilibrio dos nossos sistemas, nos utilizare -
mos do resultado anterior, pois grande parte dos sistemas no
nosso caso satisfaz as condi¢6es do teorema acima. Cumpre no
tar que o teorema nao diz nada sobre o caso onde algum dos Ai
tenha mddulo igual a 1 , [r;[=1 , esse & o chamado "caso
critico de Liapunov", e para analisarmos o caso nao podemos
aplicar o teorema anterior; tal analise nao tem solugao sim-
ples e a estabilidade do ponto depende basicamente dos termos

nao lineares.

II.4 - DOMINIO DE. ESTABILIDADE

Ainda relativamente aos sistemas descritos por
x(k+l) = £(x(k)) , um conceito importante & o relativo ao domi-
nio de estabilidade do ponto de equilibrio x*=0 , definido co

mo sendo o conjunto D onde



k

D= {x(0) / lim £° (x(0)y = 0 }

ks>

ou seja, & o conjunto dos pontos x(0) , tais que , uma vez to

mados como condigao inicial para =x(k+1) = £(x(k)) a conver-
géncia do sistema para x*=0 & assegurada. A determinacao de
D embora seja de grande importancia no estudo da estabilida-
de, n3o @ um problema trivial, e, no maximo, conseguem+se a-

proximagSes para D que n3o necessariamente & convexo [22]

[30] .

Para sistemas discretos no tempo, os métodos
para sua determinagao restringem-se geralmente aos casos onde

a dimensdo do sistema e n=2 . [11] Ré]

A maneira como foi encarado o problema para

0os sistemas da Dinamica Industrial e matéria do capitulo V.
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CAPITULO III - PONTOS DE EQUILIBRIO

III.1 - INTRODUCAO

Dado um sistema dinamico descrito pela equa-
cao X(k+l) = F(X(k)) , a nossa preocupagao inicial estara em
sabermos da existéncia de pontosde equilibrio nesse sistema,
uma vez que o estudo e a anadlise da estabilidade sao relati -
vos a esses pontos. Um sistema do tipo de 1II.2.1 podera,em
principio, ter um, dois, ...., infinitos ou nenhum ponto
de eqﬁilibrio, e a priori, apenas considerando a forma da fun
¢do F, prever a existéncia de pontos de equilibrio,de uma ma-
neira geral, ndo & um problema solucionado. O "principio da
contragéo;' [19] [29] nos garante a existéncia de um ponto de e
quilibrio (ponto fixo), porém sua analise & apenas local e for

nece apenas condig¢des suficientes de existéncia.

Sendo o nosso um problema mais voltado as a-
plicagOes praticas, uma tentativa no sentido de busca e deter
minacdo dos pontos de equilibrio de um sistema por um método
computacional, utilizando-se o método de Newton Raphson asso-
ciado a um planejamento de experimentos (plano de BOX) [4]

& exposto neste capitulo e aplicado ao problema exemplo.
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III.2 - SOLUCAO DE UM SISTEMA DE EQUACOES NAO LINEARES

A determinagao dos pontos de equilibrio des
um sistema do tipo II.2.,1 pode ser considerado como sendo o

problema da determinagdao das solugdes ou dos zeros da equagao

vetorial

G(X) =0 (I11.2.1)

onde G(X) = FP(X)~X , ou seja, G:rR% » r"

e um operador nao
linear; a equagao III.2.1 pode ser escrita como um sistema

de equag¢Oes nao lineares

n
Gz(xl,x2 .o xn) =0
Gn(xl,x2 - xn) =0
onde X* = (xi,xg .o xﬁ) & uma solugao, que, se existir, pode

nao ser unica.

Hi, em principio, muitos metodos para a de -
terminacdo das solugdes de 1III.2.1 , que podem ser: métodos
graficos, métodos baseados em simulagoes em computadores ana
1ogicos [11] , isso quando a dimensao do sistema permitir.Pa

ra sistemas de dimensdo elevada & preciso recorrer a métodos
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numériecos, métodos de otimizagao, todos esses associados au

tilizacao do computador digital.

Um método bastante utilizado por sua simpli-
cidade e eficiéncia @ o de Newton-Raphson, que fornece uma so
lugao de III.2.1 suficientemente acurada para efeitos de com

paragao com X*. Baseila-se em achar uma equacdo linear
LX=y (III.2.2)

que se aproxime a III.2.1 numa vizinhanga do ponto X* e se
ja resolvida por métodos numéricos convencionais. A solugao

X* & dita obtida por linearizagdo de III.2.1 . Para a cons
trugao da equagao linear 1III.2.2 , sendo G continua e dife

renciavel segundo Fréchet, podemos escrever:

G(X) = G(Xo) + G'(Xo)(X—Xo) + n(X,Xo)

onde

n (XIXO)
lim = 0
| Ix-x_[]+0  [[x-x_]]
Se G(X*) = 0 teremos:
G(XO) + G'(XO)(X*-XO) = —n(X*,XO)

Seaainda, considerarmos XO nas vizinhangas de X* , podemos

desprezar n(X,Xo) e obter a equacao linear

G(Xo) + G'(XO)(X-XO) =0



ou

G‘(XO)X~= G'(XO)XO - G(XO)

que tem uma Gnica solugido X=X, se G'(X)) existe e que éu
ma aproximacao de X* onde
~ -1
- - [
X, = X, [6"(x.) ] G(X,) (III.2.3)
A partir da equagao III.2.3 podemos formar
um processo iterativo baseado em que se X esta proximo de

X*, X estara provavelmente mais proximo, e X, calculado

1 2
a partir de Xl’ idem; donde construimos o processo iterati

vo definido por

-1
= — ]
X =% - [6rx)] T e (III.2.4)
gue define o processo de Newton Raphson. Observe-se que o0
processo iterativo acima pode ser considerado como sendo u-
ma equagdo a diferencas finitas de primeira ordem, cujo ani

co ponto de equilibrio & X*.

Uma vez que consideramos G sendo diferen-
ciavel segundo Fréchet, e o processo III.2.4 sendo uma e-
quagao do tipo de 1II.2.1 , vamos analisar a estabilidade
- do ponto de equilibrio X* aplicando o teorema(3.6). Para

tanto, vamos analisar os auto valores de N'(X¥*), onde:
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N =x -~ [erm] "t ew
e
¢ 7 B (X)
v =1~ m] e -
¢ H!(X)
onde
e =[e;(x) ¢, .... 6 (x)]

i

H (X)

[ 2G_ (X) G (x) aGn(x)J

axl 8x2 axn

Como no ponto X=X* temos G(X*)=0, entao
N' (X*)=0 , ou seja,os auto valores de N'(X*) sao todos nu-
los, donde o processo iterativo descrito por IIT.2.4 é as
sintoticamente estavel, além de a condigao 1;=0 garantir a

convergéncia rapida do processo numa vizinhanca de X%*.
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Pelo exposto na pagina anterior, concluimos
que: desde que estamos buscando os pontos de equilibrio de
X(k+1l) = F(X(k)) , ou seja, os pontos X* tais que X*=F(X%*)
ou ainda os "zeros" de G(X) = 0 , gualquer ponto de equili-
brio X* (desde que exista) de X(k+l) = F(X(k)) estavel ou
ndo:para O processo iterativo de Newton Raphson & um ponto
assintoticamente estivel, porém ndo globalmente, isto &, o
processo III.2.4 tem o seu dominio de estabilidade assin-
totica, que geralmente & pequeno comparado com o dominio de

X* (X* estavel) considerado o processo II.2.1 .

Desde que tomarmos uma condi¢do inicial para
o processo de Newton Raphson suficientemente proxima de X¥*,
ele convergird para X*,independente da condigao de X* ser

estavel ou nao por X(k+1l) = F(x(k)) .



III.3 ~ PLANEJAMENTO DE EXPERIMENTOS

Como foi citado na introdugao deste capitulo,
nao ha condigbes de saber a priori quantas solugbes tem a equa
gdo III.2.1 ou seja, quantos pontos de equilibrio tem o sis-
tema X (k+1l) = F(X(k)) . Uma tentativa no sentido de uma so-
lucao pratica para o problema, foi a de se recoreer a um crité
rio de busca de pontos de equilibrio em um dado dominio de in-
teresse E , definido a partir de consideragoes fisicas. Ge-
ralmente definido a partir dos valores maximos e minimos que

podem assumir as variaveis de estado,

E = {X:X

min £ ¥ 2 X y

max

Sendo E o dominio de interesse, fazemos u-
ma exploragdao em E seguhdo: um critério de experimentos (o
plano de BOX) [4] . Essa exploracao, segundo o critério de
Box, pretende, dentro da ideia do método, conseguir o maximo
de informagdes sobre E com um minimo de experiéncias. As
informacGes sobre E , no nosso caso, sdo a existéncia ou nao
de pontos de equillbrio, e o plano ird, a partir da definigao
de E fornecer um conjunto de pontos experimentais que serao
tomados para condigdes iniciais para a aplicagdo do método de

Newton Raphson.

Desta maneira, procuramos fazer uma explora-
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cao, sabendo que: desde que existe um ponto de equilibrio de
III.2.1 estavel ou nao e X a condigao inicial for tomada
na vizinhanga de X* , o processo de Newton Raphson convergi-

ra para X* e . téremos determinado um dos pontos de equillbrio.
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CAPITULO IV - SENSIBILIDADES EM RELACAO AOS PARAMETROS

IV.1 - INTRODUGCAO

A analise de sensibilidades tem por finalida
de no nosso caso, a identificagao dos parametros importantes
na dindmica e na estabilidade dés:pontos de equilibrio do sis
tema. De grande valia & a identificagao dos pardmetros que
influem na "posigao" de determinédo ponto de equilibrio, ou se
ja, de uma solugao de regime. Considerando determinado ponto
de equilibrio, & dada, a partir de um método proposto por Fad-
deeva [6]  uma maneira de calcular as sensibilidades dos au-
to valores do Jacobiano, calculado no ponto de equilibrio, em

relagao aos parametros do sistema.

Esses resultados nos fornecem dados para uma
analise da influéncia dos parametros na velocidade de conver-
géncia do sistema nas vizinhangas do ponto de equilibrio, bem
como na sua estabilidade. Nao nos ateremos aos problemas de
"bifurcagéo", ou seja, aos valores de parametros para os quais
hd a passagem de algum dos A, de Iiil ¢« 1 para lﬂil > 1 ou

vice-versa; para tal sugerimos as referéncias [13] e [30] no

caso em que a dimensao do sistema & n=2. '

Um dos parametros importantes, comum a todos

os sistemas de Dindmica Industrial & o periodo de amostragem,



DT que & introduzido na disc:etizagéo.do sistema, tal parametro
muitas veées dependendo do sistema & critico no sentido de que,
a partir dos resultados da simulacao podemos ser levados a ti -
rar conclusoes erradas sobre o sistema real, desde que a sen-
sibilidade em relagao & discretizagao seja muito elevada; cabe
notar porém gue O valor de DT n3o influi nos pontos de equilil

brio, ou seja, na solugao de regime.

IV.2 - INFLUENCIA DOS PARAMETROS NA POSICAO DO PONTO DE EQUILI

BRIO:

Consideremos o sistema

X (k+1) = F(X(k),P) » (IV.2.1)

onde

n T

F:R" x R~ + R e P = (pl,p2 ...pr) e o ve-
tor dos parametros do sistema.

F & diferencidvel em relagio a P e a X e para P=b,

fixo, temos:

X(k+1) = F(x(k)) F:R" » R"

Os pontos de equilibrio do sistema s3o tais gue:
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X* = F(X*,P) (IV.2.2)
ou

X* = ¢ (P)

r n s

onde ¢:R° =+ R e onde ¢ , a menos de casos bastante sim-
ples, nao & conhecida analiticamente. Como estamos interessa
dos na variagao de X* em relagao a um determinado pardmetro
P
Iv.2.2

=, tomemos as derivadas parciais de ambos oswmembros de

@
>
A
)
e B
@
e
*

oF
. 3
3 p

@
o]
@
»
*
@
o)

Mas, . considerando-se um sistema definido onde
P=P e calculando as derivadas parciais no ponto X=X* , tere

mos:

- -?5{-—' * = ——-—T (IV.2.3)
I x=x*

donde resolvendo-se o sistema IV.2.3 1linear , obtemos:

_:Hx* -

ap.

~ lox* 3 p]
1op. - :
PJ :

ax*

- Tn

9P
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gue fornece as sensibilidades de todas as variaveis de estado

no ponto de equildbrio X=X* em relacgao ao parametro p; -

IV.3 - INFLUBNCIA DOS PARAMETROS NOS AUTO VALORES DO JACOBIANO

Um método para o estudo das sensibilidades
dos auto valores de uma matriz (nxn) em relagao aos seus pa
rametros & proposto por Faddeeva [6] e sera utilizado no nosso

caso.

Consideremos a aproximagao linear do sistema

X(k+1l) = F(X(k)) no ponto de equilibrio X*.

X(k+l) = J(X*)xX(k) (Iv.3.1)
onde " -
aFl aFl L aFl
X IxX D4
J(X*) = 1 2 n
aﬁ oF 3F
n n n
Bxl 8X2 axn

- 4 X=x*
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sendo X, . i=1,2 ...n os auto valores do Jacobiano calcula-

do em X* , podemos escrever:

* =
J (X )Vi Aivi (Iv.3.2)
onde o
Vi
Vs
Vi = . e o auto vetor associado ao auto
-an valor Ai .

Tomando-se a derivada parcial de ambos os
membros de 1IV.3.2 em relagao a um dos parametros de P =

(pl,p2 cee pr)T gque denotaremos p. = p e chamando

, : ]
J(X*) = A , temos:
By o4 a2V oo, A, 2 g (IV.3.3)
ap i ap i ap ap i

Sejam Wj os auto vétores de AT , fazendo

o produto escalar de Wj com cada um dos termos de 1IV.3.3 ,

temos:
A V4 _ aVY dr; V., W,
~<—3—5— Vi >+ <a 351 ,Wj> = Ai<-a-£5— ,wj>+ o< >

(Iv.3.4)



Se em 1IV.3.4 tomarmos i=j , poderemos escrever:

,_g_zs v >+ <a %i, WS> = ﬂ;., aTw, Ot 3 _1 <v,,w >

pois
ATW.'= AW,
i i'i
e como
oV T
vy oVvi
< ip ! LF > op ' A Wj_>
tiramos

LS R (IV.3.5)

5p ;
<V >
onde os elementos da matriz C = [;Qé—{] sao dados por:

n 3 243 RN N i3
9%y ) Ip op

c 3 L] =
1) k=1

calculados no ponto de equlllbrlo X*; note-se que para o cal

9 A,
i

3 p.
J
de A , auto vetores de aT e da solugao do sistema 1IV.2.3 .

culo de por IV.3.5 necessitamos dos auto vetores

A partir dos resultados de 1IV.3.5 e IV.2.3 ,






























































































































































































































































