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SINOPSE 

O escopo principal deste trabalho está em dar 

uma contribuição para o estudo e análise da estabilidade de 

sistemas descritos por módelos da "~inâmica Industrial". Para 

tanto, os modelos são colocados sob uma formulação matemática 

adequada 2 aplicação de resultados conhecidos sobre estabilida - 
de; basicamente, o segundo método de Liapunov. 

Com base em tais resultados, juntamente com 

outras técnicas e a utilização do computador digital, procura- 

-se fornecer as ferramentas necessárias para a análise de tais 

sistemas. 

i 
0s dois primeiros capítulos estão reservados 

à formulação do problema e à apresentação das definições e re- 

sultados mais importantes sobre estabilidade. Os capitulo~ 

subseguentes tratam do problema da busca e determinação dos 

pontos de equil~brio, da análise de sensibilidade desses pon - 
tos em relação 2 variação dos parâmetros do sistema e da manei - 
ra como foi abordado o problema da determinação de um domhio 

de estabilidade assintótica para o caso exemplo. 



iii 

The main objective of this work is to give a 

contribution to the study and analysis of the stability of 

systems described by models for "Industrial Dynamics". To this 

end, the models are placed under a mathematical formulation 

suitable for the application of known results about stability; 

specifically, the second method of Liapunov. 

Based on such results, with the use o£ other 

techniques and the digital computer, an attempt is made to 

furnish the necessary tools to analize such systems. 

The first two chapters cover the formulation 

of the problem, definitions and the most important results on 

stability. The following chapters consider search and determin - 

ation of equilibrium points, analysis of sensitivity of these 

points with respect to changes of the system parameters, and 

the approach taken for the solution of the problem of determin - 

ation of the domain of asymptotic stability. A specific example 

is treated in detail. 
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A "~inâmica Industrial" 6 antes de tudo um mé - 
todo de modelização e simulaqão de sistemas em computadores di- 

gitais, não somente de processos industriais como poderia suge- 

rir o nome, mas de quaisquer processos dinâmicos e particular - 
mente aplicável a sistemas de "management", sistemas sociais e 

ecológicos. 

Sua adequação à simulação de tais sistemas , 
geralmente não-lineares, está na relativa facilidade com que, a 

partir do conhecimento do sistema, construimos os modelos a se- 

rem simulados. Nos trabalhos de Forrester C 8 1  idealizados des- 
te método, bem como de outros [10] que utilizaram a "~inâmica 

Industrial" para construqão e simulação de modelos, nota-se que, 

quando se trata de analisar as caracterzsticas das respostas do 

sistema em função da sua estrutura e de uma maneira mais quanti - 
tativa, tal análise torna-se bastante trabalhosa, nem sempre fã - 
til, e na maioria das vezes, depende de muitas experimentações 

e tentativas a serem feitas por sucessivas simulações. 

Problemas tais como "instabilidades" e "osci- 

lações indesejáveis" nas respostas do sistema, na maioria das 

vezes são dificeis de terem suas causas apontadas. Carente de 

uma orientação sistemática, o problema se torna mais grave quan - 



to maiores a dimensão e complexidade do sistema. 

A motivação deste trabalho está justamente em, 

a partir de resultados teóricos, métodos num&icos, cálculo de 

sensibilidades e a utilização do computador digital, fornecer 

os elementos necessários para uma análise das características 

de estabilidade de uma classe de sistemas não lineares discre- 

tos no tempo aplicável 5 maior parte dos sistemas de "~inâmica 

Industrial". O trabalho não se propõe a resolver os problemas 

teóricos ainda existentes no estudo da estabilidade de sistemas 

não lineares discretos no tempo, limitando-se a apontá-los quan - 

do for o caso. 

Considerando-se a análise como sendo o primei - 
ro passo para um posterior trabalho de shtese, poderemos, a par - 
tir do conhecimento das características do sistema, tentar melho - 

rã-10, pois teremos condições de saber quais parâmetros e de que 

maneira eles alteram a posição do ponto de equilxbrio do siste- 

ma, ou seja, da solução de regime; saberemos como e quais os pg 

rhetros mais importantes na estabilidade deste ponto de equilx- 

brio. A determinação de um domínio de estabilidade assintótica 

de um ponto de equilxbrio, embora forneça apenas condições sufi - 
cientes de estabilidade em relação 5s condições iniciais, nos for - 
nece informação importante sobre os limitesque as variáveis não 

devem exceder, quando do início da operação do sistema, para que 

seja assegurada a convergência para a situação de regime. 



convém lembrar o fato de que todas as conclu- 

sões acerca de quaisquer caracter?sticas do sistema simulado 

não devem ser precipitadamente atribuzdas ao sistema rea1,pois 

o modelo consta de uma simplificação de sistema real, e com es - 
te não deve ser confundido. 



0s modelos da "Dinâmica Industrial" podem ser 

considerados como sendo da classe dos sistemas não lineares dis - 

eretos no tempo. Na realidade, a maioria dos processos reais 

que são simulados são conthuos; porém, para a sua simulação em 

computadores digitais pelo método danUinâmica Industrial: 6 ne- 

cessário que esses sistemas sejam discretizados, na maioria das 

vezes sem serem discretos. Essa discretização poderá, se não 

forem tomados certos cuidados, introduzir alterações importan- 

tes nas caracteristicas do mode10,de modo a invalidar completa - 

mente os resultados da simulação. 

Uma das maneiras atualmente utilizadas na si- 

mulação de sistemas da "Dinâmica Industrial" consta da utiliza - 

ção da linguagem "DYNAMO", especificamente adequdda ao proble- 

ma e que consta de um conjunto de rotinas que simulam os sub - 
sistemas mais comuns da "Dinâmica Industrial", efetuam automa- 

ticamente regressões para as variáveis auxiliares, facilitando 

sobremaneira a simulação C281 . A utilização dessa linguagem, 

e mesmo quando 6 utilizada a linguagem FORTRAN para a simula - 

ção, torna difícil, a partir das equações do sistema que é pro - 

gramado, a obtenção de dados e informações para uma análise do 



sistema em termos quantitativos. 

Para uma análise e especificamente de estabi -- 
lidade, e é a que nos propomos, é necessário colocar o siste- 

ma, a partir das equações de Dinâmica Industrial, sob uma for - 
mulação matemática adequada; para tanto, certas adaptações e 

hipóteses são necessárias. 2 o que trata a seção seguinte. 

1.2 - O MÉTODO DA "DINÂMICA INDUSTRIAL" 

A ~inâmica Industrial constitui-se em um mé- 

todo de modelização e simulação de sistemas dinâmicos em com- 

putadores digitais. A estrutura básica dos sistemas de Dinâ- 

mica Industrial 6 representada por nxveis e fluxos 183; tais 

nxveis e fluxos formam seis tipos de malhas interconectadas e 

que constituem a atividade industrial. Cinco delas são repre - 
sentadas por: material, pedidos, capital, equipamentos e pes - 
soal. A sexta constitui a malha de informações - 6 a que in- 

terliga as outras cinco. 

Um modelo de Dinâmica Industrial 6 represen- 

tado por um conjunto de equaçÕes, cada uma delas definindo u- 

ma variável. Essas variáveis podem ser: de fluxo, de n$ - 

vel, variáveis auxiliares e variáveis ex6genas. 



É conveniente, e a ~inâmica Industrial se u- 

tiliza disso, dar uma representação pictórica ao sistema de - e 
quaçÕes através de um diagrama que represente as interrelações 

das equações, o que é muitas vezes mais Ütil para explicar a 

estrutura do sistema do que o conjunto de equações que o defi 

ne . 

Segundo essa idgia, nessa seção 6 apresenta- 

do o conjunto de sfmbolos utilizados na construção dos diagra - 
mas de modelos da ~inâmica Industrial, e em seguida, as equa- 

ções correspondentes. Um modelo completo representando um 

sistema de produção-distribuição faz parte do capitulo VI. 

O sistema de simbolos mostra a existência das 

regras de interrelação no sistema, distingue niveis de fluxos, 

separa os seis tipos de fluxos e mostra os fatores que entram 

em uma função de decisão. ~orém, o diagrama não define as re - 
lações funcionais entre as variáveis; o que é feito pelas e - 
quações correspondentes indicadas pelo número existente em ca - 
da um dos simbolos. 

Um n5vel é representado por um retângulo com 

o nome da variável que representa tal n2vel e o número da equa - 



ção correspondente (1N) - (fig.1) 
4 FE 

0s nzveis representam as partes do sistema on - 
de há o acúmulo de material, pedidos, capital, etc. As linhas 

de fluxo, segundo o sentido da seta, mostram o tipo de fluxo 

de entrada e de saida do nivel. 0s tipos de fluxos são os re - 
presentados abaixo. 

FLUXOS 

Os fluxos ocorrem na entrada e saida dos ní- 

veis e representam a movimentação de capital, material, etc . 
Cada um dos 6 tipos de fluxo tem seu szmbolo correspondente - 
fig.2 . 

informações --e--------- + 
material - 
pedidos - o - -0 ---+ 
capital -$-$--a 

pessoal . -. ..- a 

equipamentos, 
ferramentas - 



A distinção entre os tipos de linhas utiliza - 
das tem apenas a finalidade de facilitar a compreensão dos mo - 

delas. 

são as funções de decisão que determinam a in - 

tensidade dos fluxos : agem como válvulas reguladoras que con- 

trolam escoamentos. As formas abaixo são equivalentes. 

Fig. 3 

O símbolo representa o fluxo que está sendo 

controlado e as entradas de informaçÕes:~(somente informações 

entram nas funções de decisão). ~ambém é dado o número da e- 

quação que define o fluxo (2F) . 

FONTES E ESCOADOUROS 

Um fluxo tem muitas vezes uma fonte ou um es- 

coadouro que se considera estarem fora dos limites do modelo. 



A f o n t e  pode d e f i n i r  uma v a r i á v e l  de f luxo,  a qual  6 conside- 

r ada  uma v a r i á v e l  exógena (Fig.4a) ow=pode e x i s t i r  meramente 

para  s u p r i r  um f luxo  controlado por informações i n t e r n a s  do 

s is tema (Fig.  4b) . O escoadouro por sua vez, não tem c a r a c t e  - 
. . 

r i s t i c a s  dinâmicas s i g n i f i c a t i v a s ,  é apenas uma representação 

do d e s t i n o  de algum f luxo  emergente do.si.stema ( F i g . 4 ~ ) .  

Q 
VEX 

b 

Fig.  4 

O s  f luxos  de  informações iatexconectam a s  va - 

r i á v e i s  do s is tema;  esses f l u x o s  de iniormagões não afetam a s  
r 

v a r i á v e i s  das  gua i s  são r e t i r a d o s .  A Fig.5 mostra a represen  - 

tação  de tomada d e  informaqÕes e m  n i v e l  e f luxo.  

Fig.  5 



A variável auxiliar 6 o resultado do proces- 

samento de informações tomadas em níveis, fluxos e outras va- 

riáveis auxiliares. Situam-se dentro das malhas definidas pe - 
10s fluxos de informações, entre as tomadas de informações e 

as funções que controlam os fluxos. As variáveis auxiliares 

são representadas nos diagramas (Fig.6) por círculos contendo 

o nome da variável e o número da equação que a define.'As en- 

tradas são as informações de fluxos, nlveis ou outras variá - 
veis auxiliares. 

são os valores numéricos que descrevem as ca - 
racterísticas do sistema e são conside'rados constantes durante 

a simulação. são representados por uma linha acima ou abaixo 

do nome da constante, com uma tomada de informação (Fig.7) 



CTE 

CTE 

'I DELAY S Ir 

são os "delays" que introduzem os atnasos no 

sistema, definindo os atrasos no tempo entre os fluxos que en - 

tram e saem de um determinado nivel. são os "delays" que ba- 

sicamente definem a dinâmica do sistema. 

0s"delays" podem ser representados por uma 

combinação de niveiç e fluxos, porém a freguência com que apa - 

recem nos sistemas fez com que lhes fosse: dada., uma represen - 

tação simplif icada (Fig. 8a) que é qqlivalente ã representação 

dada pela combinação de nlvel e fluxo (Fig. 8b) 

b 

Fig. 8 



A Fig.8 representa um "delay" de primeira oy 

dem; "delays" de ordem mais elevada são obtidos colocando- se 

em cascata "delays" de primeira ordem. A notação da Fig.8a 

representa: 

NIV 

2N 

CTE 

fluxo de entrada 

nível 

número da equação de nível 

constante de tempo de "delay" 

fluxo de saída 

nhero da equação de fluxo correspondente 

ordem de "delay" (primeira ordem) 

A evolução do sistema no3 tempo 6 representa- 

da pela seguência dos valores das variáveis resultante da com - 
putação periódica do conjunto de equações que define o siste? 

ma. A essa sequência de valores das variáveis se convenciona 

dizer, representam o sistema- nos instantes T, T+DT, T+SDT , 

etc , e onde DT representa o intervalo de tempo entre dois 

instantes suèes+?os. - 



Aos pontos sucessivos no tempo, dá-se a deno - 

minação I,J,K, etc., e ao intervalo entre os instantes J e 

K representa-se por JK . (Para uma exposição detalhada da 

sequência de cálculo, vide ref . [ 8 1  ) . 

Basicamente são tr& os tipos de equações u- 

tilizados na descrição dos modelos da ~inãmica Industrial on- 

de cada uma dessas equações define uma variável. 

As equações de nível são expressas pela se - 
guinte relação: 

N1V.K = N1V.J + (DT) (FE.JK - FS.JK) ' " i  

onde 

N1V.K - Nxvel no instante K . 
N1V.J - Nível no instante J . 
DT - Valor do intervalo de tempo considerado entre os ins - 

tantes J e K (Constante) 

FE.JK - Fluxo de entrada'durante o intervalo de tempo entre 

osinstantes J e  K .  

FS.JK - Fluxo de sazda durante o intervalo de tempo entre os 

instantes J e K. 

A equação 2N define a variação do nlvel (NIV) de instante a 

instante a partir dos fluxos de entrada e sazda. 



EQUAÇÕES DE FLUXO  u unções de ~ecisão) 

As equações de fluxo determinam as intensida - 
des dos fluxos, geralmente a partir de valores de niveis, para 

os intervalos de tempo em questão. Todos os valores das vari 

e aveis de fluxo são considerados como sendo constantes entre 

dois instantes sucessivos, ou seja, há a alteração dos valo - 
res dos fluxos apenas de intervalo a intervalo, pois durante 

os mesmos, eles são constantes. Um exemplo de um equação de 

fluxo é dado abaixo: ela define o fluxo de saida de um "delay" 

de primeira ordem (Fig. 8b) . 

FS.JK = NIV. J 

CTE 

FS.JK - fluxo de saída no intervalo JK 

N1V.X - nivel no instante K 

CTE - constante de tempo do "delay" 

A equação 3F define o valor do fluxo no intervalo JX a par - 

tir do nível no instante 9 . 

As equações auxiliares definem as variáveis 

auxiliares que determinam os fluxos de informações, os quais, 



por sua vez, vão entrar nas funções de decisão. As equações 

auxiliares são utilizadas para facilitar a formulação do mode - 

10, evitando o problema de tornar muito complexas as funções 

de decisão; é através das equações auxiliares que as não line - 
aridades são introduzidas no modelo. A computação das variá- 

veis auxiliares é feita sem a necessidade do conhecimento dos 

valores de variáveis nos instantes anteriores, como acontece 

nas equaqões de nfvel. Elas são computadas no instante gené- 

rico K a partir dos valores das variáveis também considera- 

das no instante K. A equação abaixo é um exemplo de equação 

auxiliar: 

DFR.K = DHR + DUR 1DR.K 

IAR . K 

O valor de uma variável auxiliar DFR.K 6 calculado a partir 

de dois niveis 1DR.K e 1AR.K e duas constantes DHR e DUR 

(vide problema exemplo - cap~tulo VI) 

O tipo de formulação dado pela ~inâmica Indus - 
trial, acima exposto, é particularmente adequado e facilita so - 
bremaneira, tanto a fase da modelização como simulação de si2 

temas industriais. ~or6m, quando se passa para a fase de aná- 

lise, e especificamente de estabilidade, tal não ocorre, haven - 

do a necessidade de, a partir das equações de ~inâmica Indus- 

trial que definem o sistema, colocá-lo sob uma formulação mais 



adequada e que facilite tal análise. 

Para tanto, considerando que todos os fluxos 

são constantes durante os intervalos JK, KL ... etc , se assu - 
mirmos que 

FLUX.JK = FLUX.J = FLUX.J+ 

ou seja, se considerarmos todos os valores das variáveis de 

fluxo (constantes durante os intervalos de tempo) como tendo 

o valor da variável no instante, tomado pela direita, podere- 

mos tratar todos os tipos de variáveis considerando apenas seus 

valores nos instantes, sem levarmos em conta os valores duran- 

te os intervalos. Donde, em todas as equações aparecerão ape - 
nas variáveis consideradas em instantes. 

Tomemos as equações 2N e 3F que definem em 

conjunto um "delay"; a partir do exposto acima e substituindo 

3F em 2N , obteremos: 

NIV.K = NIV.J + (DT) (FE.J - NIV. J 1 
CTE 

ou seja, o valor da variável NIV em um determinado instan- 

te, depende apenas de valores de variáveis em instantes ante- 

riores. Para melhor entendimento do que representa a equaqão 

-11.2.1 , façamos: 



NIV.X - NIV.J = (DT) (FE.J - NIV. J 1 
CTE 

OU 

A NIV + NIV*J = FE.J 
DT CTE 

Tomando-se o limite da expressão anterior para DT + O , obte - 

mos: 

a L  r m w  

que representa um sistema linear de primeira ordem, onde FE(t) 

6 a entrada e CTE é a contante de tempo. 

Analisando-se todos os elementos que consti- 

tuem os sistemas da ~inâmica Industrial, podemos representá - 
-10s com dois tipos de elementos: 

I) bloco linear 

s ( k + l )  = a s (k) + h e (k) 

2) bloco não-linear (sem memória) 



e, a partir desses dois.tipos de elementos com as suas equa - 
ções correspondentes, podemos definir os sistemas da ~inâmica 

Industrial por um conjunto de equações que representam as va- 

el 

riáveis de estado do sistema, sendo cada uma das variáveis 

de estado representada por uma variável de nivel corresponden - 

- 
e2 

b 
b 

à . D  ... 

te. 

1.3 - EQUAÇÕES A DIFERENCAS FINITAS 

N.L 

. Pelo exposto na seção anterior, podemos, a par - 

s 
b 

tir do conjunto de equações que definem um sistema da "~inâmi- 

ca Industrial", dar uma representação de variáveis de estado ao 

sistema, definida pela seguinte equação vetorial à diferenças 

f initas: 

onde H:R~XR*XI + Rn , e a equação acima é equivalente a um 

conjunto de n equações escalares 



1.3.1 e suas componentes x i  são as variáveis de estado. 

O vetor U (k) 6 o controle, ou entrada, e suas .componentes ui (k) 

são as variáveis de controle, ou no nosso caso, as variáveis 

exógenas. O inteiro n define a ordem do sistema, e geralmen - 

te, o nhero de entradas 6 bem inferior ao número de variáveis 

de estado, ou seja, men. 

Limitando as entradas à classe das entradas 

constantes, ui E cte , j=l, ... m fazemos com que elas passem 

a fazer parte 

onde fi: R ~ X I  
não forçado. 

J 

do sistema, e a equação 1.3.1 pode ser escrita: 

+ Rn , e o sistema 1.3.2 é dito ser livre ou 

Se ainda considerarmos o sistema como sendo es- 

tacionário isto é,,' independente do instante considerado, che - 

garemos à representação 

n onde F:R + Rn , e que representa um sistema autônomo discre - 
to no tempo. A equação 1.3.1 é considerada uma equação ve- 

torial a diferenças finitas, autônoma; mas podemos considerá- 



-1a como representando um processo iterativo onde k indica o 

numero da iteração. Uma outra maneira de considerá-la, apenas 

por questões de notação, é chamá-la de uma equação vetorial re - 
corrente,pois o estado seguinte é sempre calculado a partir do 

conhecimento do estado anterior. NÕS a consideraremos, apenas 

para uniformização de linguagem, como sendo uma equação a dife - 

renças finitas que representa um sistema dinâmico autônomo dis - 

ereto no tempo. Limitaremos nosso estudo à classe dos siste - 
mas onde o operador F é conthuo e diferenciável segundo ~ r è  

chet no domhio da função. 

A classe dos sistemas a que restringimos o nos - 

so estudo, compõe uma grande parte dos sistemas da "~inâmica In - 

duãtrial", dos quais estudamos o comportamento do ponto de vis- 

ta da estabilidade, considerando entradas em degrau no sistema 

(U (k) =cte) . A hipótese da dif erenciabilidade é válida para 

grande parte dos sistemas, e quando houver o caso das "funções 

auxiliares" serem dadas por tabelasí podemos facilmente obter 

essas funções a partir de regressões polinomiais. 



Embora os estudos e resultados sobre estabili - 

dade de equações diferenciais sejam numerosos e largamente di- 

vulgados, tãl fato ainda não ocorre com as equações a diferen- 

ças finitas, onde a extensão dos resultados aplicáveis às pri- 

meiras ainda carece de maior estudo e divulgação, sendo a bi - 
bliografia sobre o assunto ainda bastante restrita. 

Este capxtulo tem por finalidade a apresenta- 

ção das definições básicas e os resultados fundamentais relati- 

vos ao estudo da estabilidade de equações a diferenças finitas, 

ordinárias e de primeira ordem. Tais resultados são , na sua 

maioria, análogos àqueles correspondentes às equações diferen- 

ciais e se baseiam no segundo método ou método direto de Liapu - 

nov. A apresentação dos resultados não pretende ser exaustiva 

e estará restrita ao caso dos sistemas autonomos, que é o caso 

que trata esse trabalho. Os resultados apresentados e a maio- 

ria das provas podem ser encontrados nas referências C223 e [25] . 



Consideramos os sistemas autÔnomos descritos 

pela equação vetorial a diferenças finitas de primeira ordem: 

onde F:R~ a é continua em todo o domhio. 

Definição 2.1 - A solução de (11.2.1) 6 a sequência {X (k) 1 
k onde X(k) = F (X (O) ) ; k>O - e X ( 0 )  é o es- 

tado inicial do sistema. 

~efinição 2.2 - Todos os pontos X* que satisfazem 2 rela- 

ção X* = F(X*) são chamados pontos fixos 

de F ou pontos de equilxbrio de (11.2.1) . 

Na teoria de estabilidade de Liapunov, o es- 

tudo é relativo aos estados de equilibrio X* de F(X), que s% 

zero, para tanto basta que se faça uma mudança de variáveis 

x = X-X* donde o sistema 11.2.1 fica: 



OU 

x ( k + l )  = f ( x  (k )  ) 

que tem x*=O como ponto de equilfbrio. 

~efinição 2.3 - O ponto de equilibrio x*=O é estável no sen - 
tido de Liapunov, se e somente se, dado um 

e>O existe um 6 > O  , tal que: sempre que ti- 

vermos I l x ( O )  1 l < 13 a solução ( x  (k )  ) de 

11.2.3 satisfaz I j x ( k ) I I  * E , $ k > O  - . 

Definição 2.4 - O ponto de equilíbrio x*=O é assintotica - 
mente estável se e somente se: X*=O é está - 
vel no sentido' de Liapunov e existe um r > O 

tal que, sempre que tivermos I I x ( O )  1 1  < 

lim x (k )  = O . 
k-- 

Definição 2.5 - O ponto de equilíbrio x*=O é globalmente as - 
sinkotbühente estgvel, se e somente se, x*=O 

é estável no sentido de Liapunov e x 6 R" ; 

lim x ( k )  = O . 
k-- 

Definição 2.6 - O ponto de equilibrio x*=O é exponencialmen - 
te estável se e somente se existirem constan- 



tes &>O , a>O e 0<1-1<1 tais que: a solução 

x (k) ) satisfaz 

I lx(k) l l c a I lx(0) 1 1  r, ... k - k=0,1,2, 

quando Ilx(o)lI< 6 . 

Seja F um operador tal que F:R~ + , diz-se 

que F 6 diferenciável segundo ~rèchet, em Xo, 

se e somente se existir um operador linear 

n 
: R + , tal que: 

O 

se F é diferenciável segundo Prèchet em Xo o 

operador LX 6 representado por F ' (Xo) , onde 
O 

é o Jacobiano calculado no ponto X=Xo . Usare - 
mos também a notação F' (Xo) = J (Xo) para reprg 

sentar o Jacobiano no ponto Xo . 



11.3 - AS FUNÇÕES DE LIAPUNOV 

O método direto, ou o segundo método de Lia- 

punov, 6 todo ele baseado no estudo das "funções de Liapunov" 

que permitem fornecer informação qualitativa sobre a estabili - 
dade do sistema sem a necessidade de propriamente resolver as 

equações. O uso das funções de Liapunov no estudo das equa - 
çÕes diferenciais data de 1892; porém sua aplicação 2s egua - 
ções a diferenças finitas foi inicialmente feita por Hahn em 

1958. As funções de Liapunov tem no seu sinal uma caracteris - 
tica importante; portanto, são a seguir dadas definições in - 

dispensáveis ao seu tratamento. 

~ e f  inição 3.1 - A função escalar V (x) ' 6 definida positiva (ne - 

gativa) em Nh(OTse1?para I Ix 1 I < h temos 

v(x)>o CV(X) < 01 d x +  0 e v(O)=O . 
~efinição 3.2 - A função escalar V(x) 6 semi definida positi - 

va (negativa) em Nh(0) se para 11x1 I < h 

temos V(x) 2 0  [~(x) - O] ip(x e v(O)=o. 

Comumente encontram-se funções definidas positivas e ne - 
gativas quando se utilizam matrizes e formas quadráticas; pa- 

ra a análise do sinal de tais funções, utilizam-se as condi - 
ções de Sylvester. 



Teorema 3.1 - Teorema de Sylvester 

T Para que a forma quadrática V=x Ax seja po - 
sitiva definida é necessário e suficiente que a matriz A se 

ja definida positiva, ou seja: se e somente se todos os deter - 
minantes menores principais forem positivos: 

T Para que a forma quadrática V=x Ax seja de - 
hinida negativa é necessário e suficiente que a matriz A se - 
ja definida negativa , ou seja, se e somente se, os determi - 
nantes menores principais de ordem par forem positivos, e os 

de ordem zmpar forem negativos. 



~efinição 3.3 - Um mapeamento v:Rn -r R 6 uma função de Lia- 

punov para f:Rn + R" no ponto de equilíbrio 

x*=O de x ( k + l )  = f (x  ( k ) )  , se existe uma vi 
zinhança aberta D de x*=O tal que 

thua em D e, 

A V ( ~ )  = ~ ( f ( x ) ) - ~ ( x )  O para todos 

f ( x )  G.D 

- 
V é con - 

Teorema 3.2 

n Seja f :Rn -t R um mapeamento contínuo numa 

vizinhança aberta S de x*=O ponto de equilibrio de x ( k + l ) =  

= f (x  ( k )  ) ; então: 

Se existir V:R" + R e for uma função de Li 

apunov para f em x*=O, então x*=O 6 um ponto de equill - 
brio estável no sentido de Liapunov. 

Se AV(X) O para x , f ( x )  C D  e xfO , en 

tão x*=O é assintoticamente estável. 

n Se S=D=R e se V ( x )  -t com [ I x l l  - t m  , 
o ponto x*=O é globalmente assintoticamente estável. 



convém salientar que o resultado acima não 

garante a existência de uma função V. Para que possamos garan - 
tir a estabilidade do ponto é preciso achar uma função V e 

geralmente na prática, cada caso requer uma análise particular. 

Tomemos o caso onde f (x) é linear; f (x)=Ax 

donde 

k x (k) = A x (O) 

arbitramos como função de Liapunov a forma quadrática V(x) = 

T = x Px onde P 6 uma matriz simétrica definida positiva, don - 

T T T AV(x) = x A PAx - x Px 

para que AV(x) seja definida negativa, devemos ter que a ma - 
triz (P-A~PA) seja definida positiva. 

Teorema 3.4 

Se existe uma matriz simétrica definida posi - 
T tiva P tal que P-A PA 6. definida positiva, então 

1 i=1, ... n , onde n Ê a ordem da matriz e Ai são 

os auto valores de A , e inversamente 
Se (hil<l então existe uma matriz simétrica 



T definida positiva P tal que P-A PA é definida positiva. 

Donde conclui-se que AV(x) O 1P( x E R" ou seja, o Único 

ponto de equilíbrio de 11.2.4 é globalmente assintoticamen - 
te estável. 

Considerando-se o sistema 

x (k+l) = f (x (k) ) 

onde f é conthua, se decompusermos f(x) em uma parte li- 

near e outra não linear, tal que: f (x) = Ax + g(x) ,então po- 
deremos escrever: 

x (k+l) = Ax (k) + g(x (k)) 

Teorema 3.5 

Considerando o ponto de equilabrio x*=O do 

sistema (11.2.5) onde g é contínua se: 

a) lim 1 14 (x) 1 I = O 
I 1x1 / + o  11x1 l 



então, o ponto de equilzbrio' x*=O 6 assintoticamente estável. 

Se, por outro lado, para algum Ai tivermos IAiI>l , x*=O não 
é estável no sentido de Liapunov. 

Sejam os sistemas da forma de 1 1 2 1  tal 

que F(X) é continua e diferenciãvel segundo E'rèchet em X* , 
se tomarmos g (x)=f (x) -F' (X*) x a condição - a do teorema 3.5 

é verificada, pois se F(X) é diferenciável segundo ~rèchet 

em X*, então: 

como F (x*)=x* , temos: 

lim J [F(x*+x)-x*-F' (x*)x 1 [ 
= o 

11x1 I+o 11x1 I 

e pelas relações 11.2.2 e 11.2.3 temos: 

donde poderemos enunciar: 

Teorema 3.6 

Se F (x) é continua e diferenciável segundo 



~rèchet em X*, e tomarmos o sistema 11.2.1 deslocado para a 

origem 

x (k+l) = f (x (k) ) com f(x(k)) = F' (X*)x(k)+g(x(k)) 

se todos os auto valores de F 1 ( X * )  satisfizerem Ihil<l 

i=l,...,n então, o ponto de equilxbrio x*=O é assintoti- 

camente estável. Se para algum i,lhil>l ,o sistema não é es- 

tável no sentido de Liapunov. 

Basicamente, para a anãlise da estabilidade 

dos~:pontos de equilíbrio dos nossos sistemas, nos utilizare - 
mos do resultado anterior, pois grande parte dos sistemas no 

nosso caso satisfaz as condições do teorema acima. Cumpre no - 

tar que o teorema não diz nada sobre o caso onde algum dos Ai 

tenha módulo igual a 1 , lhil=l , esse é o chamado "caso 

critico de Liapunov", e para analisarmos o caso não podemos 

aplicar o teorema anterior; tal análise não tem solução sim- 

ples e a estabilidade do ponto depende basicamente dos termos 

não lineares. 

11.4 - DOMLNIO DE- ESTABILIDADE 

Ainda relativamente aos sistemas descritos por 

x(k+l) = f(x(k)) , um conceito importante é o relativo ao domi- 

nio de estabilidade do ponto de eguilxbrio x*=O , definido co - 
mo sendo o conjunto D onde 



ou seja, 6 o conjunto dos pontos x (O) , tais que , uma vez to - 
mados como condição inicial para x(k+l) = f (x (k)) a conver- 

gência do sistema para x*=O é assegurada. A determinação de 

D embora seja de grande importância no estudo da estabilida- 

de, não 6 um problema trivial, e, no máximo, conseguem-se a- 

proximapões para D que não necessariamente é convexo C223 

C301 . 

Para sistemas discretos no tempo, os métodos 

para sua determinação restringem-se geralmente aos casos onde 

a dimensão do sistema e n=2 . 1 

A maneira como foi encarado o problema para 

os sistemas da ~inâmica Industrial é matéria do capitulo V. 



Dado um sistema dinâmico descrito pela equa- 

ção X(k+l) = F (X(k) ) , a nossa preocupação inicial estará em 
sabermos da existência de pontosde equilxbrio nesse sistema, 

uma vez que o estudo e a análise da estabilidade são relati - 
vos a esses pontos. Uni sistema do tipo de 11.2.1 poderárem 

principio, ter um, dois, ...., infinitos ou nenhum ponto 

de equilxbrio, e a priori, apenas considerando a forma da fun - 

çáo F, prever a existência de pontos de equilíbrio,de uma ma - 
neira geral, não 6 um problema solucionado. O "principio da 

contração" b93 [29] nos garante a existência de um ponto de 

quilíbrio (ponto fixo), porém sua análise é apenas local e for - 
nece apenas condições suficientes de existência. 

Sendo o nosso um problema mais voltado 5s a- 

plicações práticas, uma tentativa no sentido de busca e deter - 

minação dos pontos de equilíbrio de um sistema por um método 

computacional, utilizando-se o método de Newton Raphson asso- 

ciado a um planejamento de experimentos (plano de BOX) [ 4 ]  

é exposto neste capitulo e aplicado ao problema exemplo. 



A determinação dos pontos de equilxbrio de:: 

um sistema do tipo 11.2.1 pode ser considerado como sendo o 

problema da determinação das soluções ou dos zeros da equação 

vetorial 

onde G (X) = F (x) -X , ou seja, G:R" + R" é um operador não 

linear; a equação 111.2.1 pode ser escrita como um sistema 

de equações não Lineares 

onde X* = (x$,xq ... x*) é uma solução, que, se existir, pode n 

não ser única. 

~ á ,  em princípio, muitos métodos para a de - 
terminação das soluções de 111.2.1 , que podem ser: métodos 
gráficos, métodos baseados em simulações em computadores ana - 

lógicos [ll] , isso quando a dimensão do sistema permitir.Pa - 
ra sistemas de dimensão elevada é preciso recorrer a métodos 



numéricos, métodos de otimização, todos esses associados à u - 
tilização do computador digital. 

Um método bastante utilizado por sua simpli- 

cidade e eficiência 6 o de Mewton-Raphson, que fornece uma so - 
lução de 111.2.1 suficientemente acurada para efeitos de com - 

paração com X*. Baseia-se em achar uma equação linear 

que se aproxime a 111.2.1 numa vizinhança do ponto X* e se - 
ja resolvida por métodos numéticos convencionais. A solução 

X* 6 dita obtida por linearização de 111.2.1 . Para a cons - 

trução da equação linear 111.2.2 , sendo G continua e dife - 

renciável segundo ~rèchet, podemos escrever: 

onde 

1 im 
I lx-xo I I 

Se G (X*) = O teremos: 

Seaainda, considerarmos X nas vizinhanças de X* , podemos 
O 

desprezar n (X,Xo) e obter a equação linear 

G(XO) + G' (xo) (x-Xo) = O 



ou 

G' (Xo)X = G'  (Xo)Xo 

que tem uma Única solução 

ma aproximação 

- 
X1 - Xo 

- 

X=X1 se G' (Xo) existe e que é - u 
de X* onde 

A partir da equação 111.2.3 podemos formar 

um processo iterativo baseado em que se Xo 

X*, Xl estará provavelmente mais próximo, 

a partir de X1, idem; donde construimos o 

vo definido por 

está próximo de 

e X2 calculado 

processo iterati - 

que define o processo de Newton Raphson. Observe-se que o 

processo iterativo acima pode ser considerado como sendo u- 

ma equação a diferenças finitas de primeira ordem, cujo Úni - 

co ponto de eguilhrio 6 X*. 

Uma vez que consideramos G sendo diferen- 

ciável segundo ~rèchet, e o processo 111.2.4 sendo uma e- 

quaçzo do tipo de 11.2.1 , vamos analisar a estabilidade 
do ponto de equillbrio X* aplicando 0 1 .  teorema(3.6). Para 

tanto, vamos analisar os auto valores de N1(X*), onde: 



onde 

Como no ponto X=X* temos G (X*)=O, então 

N' (X*)  =O , ou sejatos auto valores de N' (x*) são todos nu- 

los, donde o processo iterativo descrito por 111.2.4 é as 

sintaticamente estável, além de a condição Ai=O garantir a 

convergência rápida do processo numa vizinhança de X*. 



Pelo exposto na página anterior, concluimos 

que: desde que estamos buscando os pontos de equil5brio de 

X(k+l) = F(X(k) ) , ou seja, os pontos X* tais que X*=F(X*) 

OU ainda os "zeros" de G(X) = O , qualquer ponto de equilí- 
brio X* (desde que exista) de X(k+l) = F (X(k) ) estável ou 

nãorpara o processo iterativo de Newton Raphsan 6 um ponto 

assintoticamente estável, porém não globalmente, isto é, o 

processo 111.2.4 tem o seu domínio de estabilidade assin- 

totica, que geralmente é pequeno comparado com o dominio de 

X* (x* estável) considerado o processo 11.2.1 . 

Desde que tomarmos uma condição inicial para 

o processo de Newton Raphson suficientemente próxima de X*, 

ele convergirá para X*,independente da condição de X* ser 

estável ou não por X (k+l) = F (X (k) ) . 



111.3 - PLANEJAMENTO DE EXPERIMENTOS 

Como foi citado na introdução deste capítulo, 

não há condições de saber a priori quantas soluções tem a equa - 
ção 111.2.1 ou seja, quantos pontos de equilíbrio tem o sis- 

tema X (k+l) = F (X(k)) . Uma tentativa no sentido de uma so- 

lução prática para o problema, foi a de se recomer a um cr&té - - 
rio de busca de pontos de ecpilzbrio em um dado domínio de in- 

teresse E , definido a partir de considerações físicas. Ge- 

ralmente definido a partir dos valores máximos e mhimos que 

podem assumir as variáveis de estado, 

Sendo E o domínio de interesse, fazemos u- 

ma exploração em E segundo' um critério de experimentos (o 

plano de BOX) [ 4 1  . Essa exploração, segundo o critério de 

Box, pretende, dentro da idéia do método, conseguir o máximo 

de informagões sobre E com um mhimo de experiências. As 

informações sobre E , no nosso caso, são a existência ou não 

de pontos de equilíbrio, e o plano irá, a partir da definição 

de E fornecer um conjunto de pontos experimentais que serão 

tomados para condições iniciais para a aplicação do ménodo de 

Newton Raphson. 

Desta maneira, procuramos fazer uma expiora- 



ção, sabendo que: desde que existe um ponto de equilíbrio de 

111.2.1 estável ou não e Xo a condição inicial for tomada 

na vizinhança de X* , o processo de Newton Raphson convergi- 

rá para X* e .teremos determinado um dos pontos de equilíbrio. 



CAPÍTULO IV - SENSIBILIDADES EM RELAÇÃO AOS PARÂMETROS 

A análise de sensibilidades tem por finalida - 

de no nosso caso, a identificação dos parâmetros importantes 

na dinâmica e na estabilidade dos pontos de equilíbrio do si= 

tema. De grande valia é a identificação dos parâmetros que 

influem na "posição" de determinado ponto de equilíbrio, ou se - 

ja, de uma solução de regime. Considerando determinado ponto 

de eguilibrio, 6 dada, a partir de um método proposto por Fad- 

deeva C63 , uma maneira de calcular as sensibilidades dos au- 
to valores do Jacobiano, calculado no ponto de equilíbrio, em 

relação aos parâmetros do sistema. 

Esses resultados nos fornecem dados para uma 

análise da influência dos parâmetros na velocidade de conver- 

gência do sistema nas vizinhanças do ponto de equilibrio, bem 

como na sua estabilidade. N ~ O  nos ateremos aos problemas de 

"bifurcação", ou seja, aos valores de parâmetros para os quais 

há a passagem de algum dos Ai de /.Ai/ 1 para IAi/ > 1 OU 

vice-versa; para tal sugerimos as referências C133 e C301 no 

caso em que a dimensão do sistema é n=2. \ 

Um dos parâmetros importantes, comum a todos 

os sistemas de ~inâmica Industrial 5 o período de amostragem, 



DT que é introduzido na discretização do sistema, tal parâmetro 

muitas vezes dependendo do sistema 6 cr5tico no sentido de que, 

a partir dos resultados da simulação podemos ser levados a ti - 
rar conclusões erradas sobre o sistema real, desde que a sen- 

sibilidade em relação ddscretização seja muito elevada; cabe 

notar porém que o valor de DT não influi nos pontos de equill 

brio, ou seja, na solução de regime. 

IV.2 - INFLUÊNCIA DOS PARÂMETROS NA POSIÇÁO DO PONTO DE EQUILÍ 

BRIO ; 

Consideremos o sistema 

onde 

é o ve- 

tor dos parâmetros do sistema. 

- 
F é diferenciável em relação a P e a X e para P=P, 

fixo, temos: 

0s pontos de equil~brio do sistema são tais que: 



(IV. 2.2) 

r onde $:R -+ e onde $ , a menos de casos bastante sim- 

ples, não é conhecida analiticamente. Como estamos interessa - 
dos na variação de X* em relação a um determinado parâmetro 

p, -=, tomemos as derivadas parciais de ambos os~~membros de 

ax* 

N~S,  considerando-se um sistema definido onde 

P=P e calculando as derivadas parciais no ponto X=X* , tere - 
mos : 

donde resolvendo-se o sistema IV.2.3 

(IV. 2.3) 

x=x* 

linear , obtemos: 



que fornece as sensibilidades de todas as variáveis de estado 

no ponto de equil&brio X=X* em relação ao parâmetro Pi 

IV.3 - INFLUENCIA DOS PARÂMETROS NOS AUTO VALORES DO JACOBIANO 

Um método para o estudo das sensibilidades 

dos auto valores de uma matriz (nxn) em relação aos seus pa - 
râmetros é proposto por Faddeeva [6] e será utilizado no nosso 

caso. 

Consideremos a aproximação linear do sistema 

X(k+l) = F ( X ( k )  ) no ponto de equillbrio X*. 

onde 

J(X*) = 



sendo Ai , i=1,2 ... n os auto valores do Jacobiano calcula- 

do em X* , podemos escrever: 

onde 

(IV. 3.2) 

é o auto vetor assocdado ao auto 

valor Ai . 

Tomando-se a derivada parcial de ambos os 

membros de IV.3.2 em relação a um dos parâmetros de P = 

= (p1rp2 e . .  Pr) que denotaremos 
Pj 

= p e chamando 

J(X*) = A , temos: 

(IV. 3.3) 

Sejam W os auto vefores de , fazendo 
j 

o produto escalar de W com cada um dos termos de IV.3.3 , 
j 

temos: 

a A av avp < v i r > +  J <A ápl Jj> = 'i<ãp ,w? ""i<Vi,Wj) aP 

(IV. 3.4) 



Se em IV.3.4 tomarmos i=j , poderemos escrever: 

pois 

e como 

tiramos 

<e vi ,wi> 
a ' =  
aP 

(Vi ~ i >  

(IV. 3.5) 

onde os elementos da matriz C = [ ] são dados por: 

calculados no ponto de equilíbrio X*; note-se que para o cál 
a A ,  

culo de I por IV.3.5 necessitamos dos auto vetores 
a P; 

J 
de A , auto vetores de AT e da solu~ão do sistema IV.2.3 . 

A partir dos resultados de IV.3.5 e IV.2.3 , 










































































































































































