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Dado um grafo GG, uma colora¢io de arestas de G é uma atribuicao de cores
as arestas de GG. Uma coloragao total, por outro lado, é uma atribuicao de cores
que é realizada simultaneamente as arestas e aos vértices de G. Uma coloragao é
propria, quando cores distintas sao atribuidas a elementos adjacentes e incidentes. O
PROBLEMA DA COLORAQAO DE ARESTAS e 0 PROBLEMA DA COLORAQAO TOTAL
tém como objetivo realizar a coloragao propria de arestas/total de um grafo de modo
que o namero de cores utilizado seja minimizado. De maneira geral, estes problemas
sao NP-dificeis, o que incentiva a busca por classes onde seja possivel resolvé-los em
tempo polinomial. A classe dos grafos split € um exemplo de classe onde ambas as
variantes permanecem em aberto. Chamamos de split um grafo cujo conjunto de
vértices pode ser particionado em uma clique e um conjunto independente. Outro
problema desafiador ja estudado no contexto dos grafos split, ¢ o PROBLEMA DA
t-ADMISSIBILIDADE. Dado um grafo conexo (G, uma drvore t-geradora de G é uma
arvore geradora de GG na qual a distancia entre quaisquer dois vértices vizinhos em
G é no maximo t. Se G admite tal arvore, GG é dito t-admissivel. O menor valor de
t para o qual G é t-admissivel é o indice de extensao de G, denotado por o(G). O
PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE consiste em determinar o indice de extensao de
um grafo. Sabe-se que os grafos split sao 3-admissiveis e que podemos particioné-
los em trés subclasses: grafos split com ¢ = 1,0 = 2 ou ¢ = 3. Sob esta nova
perspectiva, classificamos completamente a classe dos grafos split com ¢ = 2 com
respeito a coloragao de arestas e coloracao total, e também resolvemos estes dois

problemas para uma subclasse dos grafos split com o = 3.
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Given a graph G, an edge coloring of GG is an assignment of colors to the edges of
G. A total coloring, on the other hand, is an assignment of colors that is performed
simultaneously on the edges and vertices of G. A coloring is said to be proper
when distinct colors are assigned to adjacent and incident elements. The EDGE
COLORING PROBLEM and the TOTAL COLORING PROBLEM aim to perform proper
edge/total coloring of a graph in such a way that the number of colors used is
minimized. In general, these problems are NP-hard, which encourages the search
for classes where it is possible to solve them in polynomial time. The class of split
graphs is an example of a class where both variants remain open. A split graph is a
graph whose set of vertices can be partitioned into a clique and an independent set.
Another challenging problem already studied in the context of split graphs is the
t-ADMISSIBILITY PROBLEM. Given a connected graph G, a tree t-spanner of G is a
spanning tree of GG in which the distance between any two adjacent vertices in G is
at most t. If G admits such a tree, G is said to be t-admissible. The smallest value
of t for which G is t-admissible is the stretch indez of G, denoted by o(G). The t-
ADMISSIBILITY PROBLEM consists of determining the stretch index of a graph. It is
known that split graphs are 3-admissible and that we can partition them into three
subclasses: split graphs with 0 = 1, 0 = 2, or ¢ = 3. Under this new perspective, we
fully classify the class of split graphs with ¢ = 2 with respect to edge coloring and
total coloring, and we also solve these two problems for a subclass of split graphs
with o = 3.
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Capitulo 1

Introducao

Um grafo ¢ uma poderosa ferramenta de modelagem que representa relagoes e pode
ser usado para representar diversas situacoes reais, traduzindo tais situagoes para
uma linguagem matematica, assim nos proporcionando uma melhor visao do pro-
blema sobre o qual estamos interessados. Grafos sao formados por um conjunto
finito de wvértices V e um conjunto E de pares nao-ordenados de vértices, denomi-
nados arestas. Podemos modelar com grafos, por exemplo, relacoes de amizade em
uma rede social. Neste caso, os usuarios da rede seriam os vértices e a existéncia
de uma aresta indica a relacao de amizade entre os usuarios representados. Outros
exemplos de situagoes que podem, inclusive, impactar no funcionamento da socie-
dade sao o roteamento de veiculos, rotas aéreas, melhor rota, mapeamento de DNA
dentre outros [49]. Note que, algumas vezes, os grafos sao utilizados para representar
situagoes de conflito, como por exemplo, no problema de escalonamento de tarefas
e no classico problema da coloracao.

Uma coloragao em um grafo é uma atribui¢ao de cores ou rétulos aos seus ele-
mentos estruturais. Esta atribui¢do, por sua vez, pode ser aos vértices de G [9], as
arestas de G [52], a ambos estes elementos simultaneamente [53]. Quando, nesta
atribuicao, elementos adjacentes ou incidentes devem receber cores distintas, esta
coloragao é dita propria. Assim, uma k-coloracao propria é uma coloragao propria
de elementos do grafo que utiliza k cores e o grafo é dito k-colorivel. Em uma colo-
racao propria de vértices, por exemplo, vértices adjacentes recebem cores distintas.
Nos problemas de coloragao busca-se minimizar o nimero de cores atribuidas, ou
seja, determinar o menor k para o qual o grafo seja k-colorivel. No PROBLEMA
DA COLORAGAO DE VERTICES, este nimero é chamado de nidmero cromdtico e é
denotado por x(G); para o PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS, este niimero
¢ chamado de indice cromdtico e é denotado por x'(G). Quando a proposta é colorir
propriamente vértices e arestas de um grafo simultaneamente, estamos lidando com
uma variante do problema da coloragdo denominada PROBLEMA DA COLORAGAO

TOTAL. Neste caso, o menor nimero de cores é chamado de nimero cromdtico to-



tal e é denotado por x”(G). Todos estes problemas sao extremamente desafiadores
e provados NP-dificeis ([29)], [35], [50]). Por esta razao, a busca de por classes de
grafos em que seja possivel resolver eficientemente tais problemas segue desde suas
formulagoes. A classe dos grafos split é estudada em muitos problemas distintos (5],
[40], [15]). Um grafo é split se o seu conjunto de vértices pode ser particionado em
uma clique e um conjunto independente. Enquanto que, muitos problemas restritos
a esta classe apresentam solugao em tempo polinomial ([33], [30], [40]), o PROBLEMA
DA COLORAGAO DE ARESTAS € 0 PROBLEMA COLORAGAO TOTAL permanecem em
aberto para os grafos split. A literatura conta com véarios resultados que influen-
ciam (direta ou indiretamente) a coloragao de arestas de grafos split ([55], [46], [15],
[24]) e também a coloragao total de grafos split ([15], [34]). Além disso o estudo de
subclasses de split também é alvo de varios pesquisadores ([11], [43], [23]).

Neste trabalho, seguimos a linha do estudo do PROBLEMA DA COLORAGAO DE
ARESTAS e do PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL para a classe dos grafos split.
Para estudar estes problemas para esta classe de grafos, utilizamos uma particao
da classe dos grafos split dada por um outro problema bastante desafiador: o PRO-
BLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE. Proposto por Cai e Corneil em 1995 [I0], o PRO-
BLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE, também conhecido como o PROBLEMA DA ARVORE
GERADORA DE EXTENSAO MINIMA, tem como objetivo a determinac¢ao do menor
t tal que um dado grafo G admita uma &arvore t-geradora, isto é, uma arvore ge-
radora T' cuja maior distancia entre quaisquer pares de vértices adjacentes em G
¢ no maximo t. Se GG admite uma arvore t-geradora entao, G é dito t-admissivel,
onde t é o fator de extensao associado a arvore. O menor fator de extensao dentre
todas as arvores geradoras de G ¢ o indice de extensao de G, denotado por o(G).
Alguns estudos prévios motivaram a criacao do PROBLEMA DA {-ADMISSIBILIDADE,
como os trabalhos de Peleg e Ullman [45] em 1987, ¢ Chew em 1986 [17]. Saber se
um grafo G é 1-admissivel pode ser feito em tempo polinomial, visto que para tal
condigao, o grafo deve ser uma arvore. Também ¢é facil saber se um grafo G é 2-
admissivel. Além disso, para valores de ¢t > 4, 0 PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE
¢ NP-completo. Todos estes resultados foram mostrados por Cai e Corneil [10].
Porém, ha mais de 25 anos, decidir se o(G) = 3 para um grafo G qualquer é um
problema em aberto, e por esta razao, é objeto de estudo de alguns pesquisadores
(121, [27], [44]). Numa tentativa de resolver o PROBLEMA DA 3-ADMISSIBILIDADE,
muitos estudos concentram-se na obtencao de classes 3-admissiveis, que é o caso dos
grafos split ([44], [18]).

O PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE para grafos split particiona a classe em
3 subclasses: grafos (o = 1)-split (bi-estrelas, i.e, arvores 7' com n vértices e pelo
menos n — 2 folhas), (o = 2)-split e (0 = 3)-split. Portanto, através deste par-

ticionamento, obtemos uma visao clara de quais subclasses precisamos considerar



para resolver os problemas da coloracao de arestas e coloracao total. Da litera-
tura [38], sabemos colorir bi-estrelas, em ambas as variantes (arestas e total). Com
isso, para classificar completamente o PROBLEMA DA COLORACAO DE ARESTAS € 0
PROBLEMA DA COLORACAO TOTAL para grafos split, resta-nos, portanto, o estudo
dos (o0 = 2)-split e (0 = 3)-split. Neste trabalho, classificamos completamente os
(0 = 2)-split com respeito a coloracao de arestas e coloragao total. Além disso,
também classificamos uma subclasse dos grafos (¢ = 3)-split com respeito a ambos
os problemas.

Este texto estd organizado da seguinte forma: no Capitulo [1, além desta breve
introducao, apresentamos alguns conceitos preliminares que serao utilizados no
decorrer do trabalho e detalhamos todos os trabalhos apresentados e publicados
durante o doutorado; no Capitulo [2| definimos formalmente o PROBLEMA DA t-
ADMISSIBILIDADE e mostramos que o indice de extensao de um grafo split G é tal
que, 1 < o(G) < 3; no Capitulo |3 apresentamos formalmente o PROBLEMA DA
COLORAGAO DE ARESTAS € 0 PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL e listamos resul-
tados existentes na literatura para os grafos split nos dois problemas. No Capitulo [4]
discutimos sobre as contribui¢oes deste trabalho, as consideragoes finais e diretrizes
futuras para a pesquisa. No Apéndice [A] exibimos o artigo New results on edge-
coloring and total-coloring of split graph [20]. Este artigo mostra os resultados que
obtivemos na colora¢do de arestas e na coloragao total para grafos (o = 2)-split.
No Apéndice B] exibimos o artigo Filling some gaps on the edge coloring problem
of split graphs [21], que mostra os resultados que obtivemos para a coloragao de
arestas de uma subclasse dos grafos (o = 3)-split. Por fim, no Apéndice , mos-
tramos o terceiro e ultimo artigo onde enunciamos uma melhoria para o resultado
obtido em [21] e apresentamos a resolugdo do PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL

para uma subclasse dos grafos (o = 3)-split.

1.1 Publicacoes

Este trabalho proporcionou dois artigos publicados no periédico Discrete Applied
Mathematics e um terceiro artigo que esta na etapa final de sua elaboragao para
ser submetido, também, no periédico Discrete Applied Mathematics. A ideia é fina-
lizar uma trilogia de resultados sobre a coloracao de arestas e a coloragao total de
grafos split sob a perspectiva da t-admissibilidade. Além disso, durante a trajeto-
ria académica do doutorado, também foram apresentados alguns resumos simples e
estendidos em congressos nacionais e internacionais que listamos a seguir.

O primeiro trabalho foi o resumo intitulado O Numero Cromdtico Total de Gra-
fos Split 2-admissiveis apresentado na décima edicao do congresso Latin American

Workshop on Cliques in Graphs em 2022. Ainda em 2022, também apresentamos



um segundo resumo intitulado Providing a new approach to the study of split edge
coloring classification problem na vigésima primeira edi¢ao do congresso Latin Ibero-
American Conference on Operations Research. Estes dois resumos contém partes do
trabalho desenvolvido durante o mestrado, onde mostramos algoritmos que fazem a
coloracao de arestas de grafos (o = 2)-split que sdo Classe 1 e a coloragao total de
grafos (o = 2)-split que s@o Tipo 1. Além disso, também caracterizamos, durante o
mestrado, os grafos (o = 2)-split que sao Classe 2 e os que sao Tipo 2. Os algoritmos
que obtivemos durante o mestrado foram aprimorados no inicio do doutorado, de
modo que a estratégia original utilizada (baseada em fases) foi alterada para uma
estratégia que utiliza uma tnica fase e faz as coloragoes em série. Estas melhorias
culminaram no primeiro artigo publicado em 2025 no periédico Discrete Applied
Mathematics. O artigo intitulado New results on edge-coloring and total-coloring of
split graphs [20] apresenta a resolu¢do do PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS
e do PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL para os grafos (o = 2)-split e pode ser
visto no Apéndice [A]

Em 2023, apresentamos um terceiro resumo intitulado Nowos resultados sobre
coloragao de arestas em grafos split: grafos split minimamente 3-admissiveis na oi-
tava edigao do Encontro de Teoria da Computagao, evento satélite da quadragésima
terceira edigao do Congresso da Sociedade Brasileira de Computagdo. A seguir, em
2024, apresentamos um quarto resumo intitulado Preenchendo lacunas na coloracao
de arestas de grafos split na décima primeira edicao do congresso Latin American
Workshop on Cliques in Graphs. Estes dois resumos forneceram a base teérica que
foi refinada e culminou em um segundo artigo intitulado Filling some gaps on the
edge coloring problem of split graphs [21] publicado em 2026 no peridédico Discrete
Applied Mathematics. Este trabalho apresenta a resolugao do PROBLEMA DA CO-
LORAGAO DE ARESTAS para uma subclasse dos grafos (o = 3)-split e pode ser visto
no Apéndice [B]

Estudamos também o PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL para os grafos
(o0 = 3)-split. Consideramos a subclasse dos grafos split abordada no artigo
Filling some gaps on the edge coloring problem of split graphs [21]. Estamos fina-
lizando um artigo neste tema que submeteremos para o periédico Discrete Applied
Mathematics. A versao preliminar deste artigo pode ser vista no Apéndice [C] Nele,
estamos apresentando uma melhoria para o resultado obtido em [2I] para o PRO-
BLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS nos grafos (o = 3)-split. Além disso, um
resumo estendido a respeito desta melhoria foi submetido, aceito e seré apresentado
na décima primeira edi¢ao do Encontro de Teoria da Computacdo, evento satélite
da quadragésima sexta edicao do Congresso da Sociedade Brasileira de Computagao,
em julho de 2026.



1.2 Definicoes Preliminares

Nesta secao, apresentamos alguns conceitos gerais da Teoria dos Grafos que serao
utilizados ao longo deste trabalho. Para uma exposicao mais ampla desses e de
outros conceitos bésicos da area, recomendamos a leitura de ([7], [54]).

Um grafo G = (V,E) é uma estrutura combinatéria que é formada por um
conjunto finito nao vazio de vértices V' e um multiconjunto E de pares nao-ordenados
de vértices, denominados arestas. Dados dois vértices u,v € V, dizemos que uv é
uma nao-aresta se uv ¢ E. O grau de um vértice v é o ntimero de arestas incidentes
a v e é denotado por d(v). Caso o grau de um vértice v seja igual a 1, v é chamado
de vértice pendente. O maior grau dentre os graus de todos os vértices de um grafo
G é denominado grau méaximo de G e é denotado por A(G). Por outro lado, o
menor grau dentre todos os graus dos vértices de G é denominado grau minimo de
G e é denotado por §(G). Um vértice v cujo grau é igual a A ou ¢ é denominado
um A-vértice ou d-vértice.

Um passeio (ou percurso) em um grafo é uma sequéncia alternada de vértices e
arestas, iniciando e terminando em um vértice, em que cada aresta liga dois vértices
consecutivos da sequéncia. Um passeio é fechado, se tem pelo menos duas arestas e
seu primeiro vértice coincide com o ultimo. Um caminho é um passeio sem repeticao
de vértices. O comprimento de um caminho é o niimero de arestas que pertencem
a ele. Um ciclo é um passeio fechado com pelo menos trés arestas e tal que todos
os seus vértices com excecao do primeiro e do dltimo sao distintos. Um caminho
sem cordas com n vértices é denotado por P,, onde uma corda é uma aresta entre
dois vértices nao consecutivos do caminho. Um grafo é conero se existir caminho
entre qualquer par de vértices. A distdncia entre dois vértices é o comprimento do
menor caminho entre os mesmos. O didmetro de um grafo G é a maior distancia
entre qualquer par de vértices de G. O grafo ciclo C,, é um grafo que consiste de um
tnico ciclo, i.e, um ciclo sem cordas. Uma corda de ciclo € uma aresta entre dois
vértices nao consecutivos do ciclo.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se todo vértice de H é vértice de
G e toda aresta de H é aresta de G. Um subgrafo H de um grafo G é gerador
se contém todos os vértices de G. Um subgrafo H de um grafo G é induzido por
um conjunto de vértices, se, para qualquer par de vértices u e v de H, uv é uma
aresta de H se, e somente se, uv é uma aresta de (G. Um subgrafo H de um grafo
G ¢ induzido por um conjunto de arestas E’, se E(H) = E' e todo vértice de H é
extremo de alguma aresta de E'. A cintura g(G) de um grafo G é o tamanho do
menor ciclo induzido deste grafo. Uma drvore é um grafo conexo e aciclico. Uma
estrela € um tipo especial de drvore que possui n vértices, de modo que n— 1 vértices

sao pendentes e um vértice, denominado centro da estrela possui grau igual a n — 1.



Uma bi-estrela é um tipo especial de arvore com n vértices e pelo menos n — 2
vértices pendentes. Uma drvore geradora de um grafo G é um subgrafo gerador T'
de G, que em particular, é uma arvore. Dizemos que um vértice u é vizinho de um
vértice v (ou u é adjacente a v) se, uv é uma aresta do grafo. A wvizinhan¢a de um
vértice u € V & o conjunto N(u) = {v € V|uw € E} e sua vizinhanga fechada é
Nlu] = N(u) U {u}. Dois vértices u e v sao gémeos em G se N(u) = N(v). Se
w € E(G), u e v sao ditos gémeos verdadeiros, caso contrario, falsos. Um vértice u
de um grafo G é universal quando é adjacente a todos os demais vértices de G.

Um grafo nulo é um grafo sem arestas. Um grafo trivial é um grafo com apenas
um vértice. Um grafo completo é um grafo em que todo vértice é universal. O grafo
completo de n vértices é denotado por K,. O grafo complemento de um grafo G é o
grafo G com o conjunto de vértices igual ao de G e onde dois vértices sdo adjacentes
se, e somente se, eles nao sao adjacentes em G.

Uma clique de um grafo G é um subconjunto de vértices de V' que induz um
grafo completo. Um conjunto independente de vértices de um grafo G é um sub-
conjunto de vértices de V' que induz um grafo nulo. Um grafo bipartido é um grafo
cujo conjunto de vértices pode ser particionado em dois conjuntos independentes.
Podemos ainda citar uma variante do conjunto independente para arestas chamada
de emparelhamento. Um emparelhamento num grafo G € um conjunto M de arestas
que satisfaz: todo vértice de GG incide em no méximo um elemento de M. Além
disso, M ¢é dito maximo se nao existe outro emparelhamento M’ tal que |[M'| > |M]|.
Dizemos que S’ é mdximo (resp. minimo) em relagdo a uma certa propriedade P
se, S’ satisfaz P e para todo subconjunto S” de V tal que S” satisfaz P, temos
|S”| < |S7|(resp.|S”| > |S7]). Além disso, dizemos que S’ é mazimal (resp. minimal)
em relacao a uma certa propriedade P se, S’ satisfaz P e nao existe subconjunto S”
de S tal que S” satisfaz P e contenha S’ (resp. esteja contido em S’).

Um grafo cordal é um grafo em que todos os ciclos com pelo menos 4 vértices
possuem uma corda. Um grafo split é um grafo cujo conjunto de vértices V' pode
ser particionado em uma clique () e um conjunto independente S. Neste trabalho
vamos denotar um grafo split G por G = ((Q, S), E) e, sempre consideraremos )
como clique maximal, ou seja, nao existe uma outra clique Q' tal que Q C @Q’.

Em um grafo conexo GG, nao completo, um corte de vértices € um conjunto de
vértices cuja remocao torna o grafo GG desconexo. Um corte de vértices constituido
de apenas um vértice é chamado articulacao. Um grafo sem articulacoes é dito um
bloco. Definimos x(G) o tamanho do menor corte de vértices de G. Um grafo G
é k-conexo em vértices quando G é conexo e k> k. Além disso, ainda dentro do
contexto de conectividade de grafos, dado um grafo conexo G, os componentes 3-
conexos em vértices de GG sao seus subgrafos maximais 3-conexos em vértices, suas

pontes (subgrafos maximais isomorfos ao K3) e seus subgrafos maximais isomorfos



ao K3. A Figura[l.T]ilustra um grafo G e seus componentes 3-conexos.

Figura 1.1: Grafo G e seus componentes 3-conexos.



Capitulo 2

O Problema da t-admissibilidade

O PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE, do inglés minimum stretch spanning tree -
MSST, também conhecido como problema da arvore geradora de extensao minima,
ou arvore geradora de dilatagao minima, é um problema bastante estudado na lite-
ratura ([10], [45], [27], [44], [6], [8]).

Por ser um problema do tipo Min-Max, realiza anélises de otimalidade oposta
dentro de um mesmo contexto, o que o torna bastante interessante. Um outro pro-
blema muito conhecido que envolve analises de otimalidade opostas é 0 PROBLEMA
DO DIAMETRO. Este, por sua vez, é um problema Max-Min, que consiste em encon-
trar o tamanho do maior caminho minimo entre os pares de vértices de um grafo.
Sabemos solucionar 0 PROBLEMA DO DIAMETRO em tempo polinomial, sendo su-
ficiente para tal, calcular os menores caminhos entre todos os pares de vértices do
grafo e, a partir destes valores, determinar o maior deles [49].

Existem algumas aplicagoes praticas envolvendo problemas que sao relacionados
a0 PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE. Estes problemas apresentam defini¢oes mais
amplas como o conceito de subgrafo t-gerador e a otimizacao de métricas diferentes
da métrica do PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE. Dentre estas aplicacoes, podemos
citar a elaboragao de tipos especiais de circuitos integrados, constru¢ao de malhas
de estradas que minimizem a distancia entre dois pontos (geralmente cidades) [17],
otimizagao na eficiéncia de redes de comunicagao, sistemas distribuidos ([I], [39]),
analises filogenéticas [48], computagao geométrica [17] e na construgao de sincroni-
zadores que tém a capacidade de transformar algoritmos sincronos em algoritmos

assincronos [45].

2.1 Resultados Preliminares

Antes do PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE ser formulado, algumas defini¢oes pré-
vias e correlatas foram introduzidas em outros artigos, como no trabalho de Peleg e

Ullman [45], onde é apresentado o conceito de subgrafo t-gerador.
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Originalmente [10], o PROBLEMA DA ¢-ADMISSIBILIDADE foi formulado da se-

guinte maneira:
Dado um grafo conexo G = (V, E) e um ntimero inteiro ¢t > 1, uma arvore t-geradora
deste grafo é uma arvore geradora T onde a distancia entre quaisquer pares de vér-
tices €, no méaximo, t vezes a distancia destes mesmos vértices em G. Se G admite
uma arvore t-geradora, dizemos que o grafo G é t-admissivel [45].

No artigo [10], os autores mostram que esta definigdo é equivalente a algumas
outras, como pode ser visto no Teorema [2.1.1] Além disso, apenas os grafos sem
articulacoes sao considerados, uma vez que podemos aplicar os resultados deste
trabalho a cada componente biconexo de um grafo independentemente, tornando

assim o resultado mais geral.

Teorema 2.1.1. [10] Seja T uma drvore geradora de um grafo G = (V, E), os itens

a sequir sao equivalentes:
1. Para toda aresta xy € E, dr(z,y) < t.dg(z,y)
2. Para toda aresta xy € E\E(T), dr(z,y) < t.dg(z,y)
3. Para toda aresta xy € E, dr(z,y) <t
4. Para toda aresta vy € E\E(T), dr(x,y) <t

Consideramos a defini¢ao 3 a mais conveniente para trabalharmos. Além disso,
todas as instancias trabalhadas neste trabalho consideram grafos conexos, uma vez
que apenas grafos conexos admitem arvores geradoras.

Formalmente, definimos o PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE da seguinte

maneira:

PROBLEMA DA {-ADMISSIBILIDADE:

Entrada: um grafo conexo G e um inteiro positivo t.

Pergunta: G é t-admissivel?

Chamamos de fator de extensao (stretch factor) o valor da maior distancia em
uma arvore geradora entre dois vértices vizinhos em G. O menor fator de extensao
de um grafo G' ¢ chamado de indice de extensao (stretch index) de G, denotado por
o(G).

Em [I0], os autores provam que o problema de determinar se um grafo possui

indice de extensao no minimo 4 é um problema NP-completo.

Teorema 2.1.2. [10] Para qualquer valor firo de t > 4, o PROBLEMA DA t-
ADMISSIBILIDADE € NP-completo.



Para provar esta NP-completude, os autores fazem uma reducao polinomial a
partir do problema NP-completo intitulado 3-SAT. Maiores detalhes podem ser
encontrados em [10].

Para solucionar o PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE, intuitivamente, poderia-
mos utilizar um algoritmo de forca bruta para encontrar todas as arvores geradoras
de um grafo, e a partir das arvores encontradas, analisar as distancias entre os vér-
tices. Restaria, portanto, encontrar a arvore 6tima para a solucao do problema.
Porém, esta solucao nao é eficiente, nao pelo célculo das distancias entre os vértices,
pois esta operacao pode ser realizada em tempo polinomial, mas sim pelo niimero
exponencial de drvores geradoras de um grafo (Numero de Cayley: n"2) [51].

Um limite inferior natural para o PROBLEMA DA ¢-ADMISSIBILIDADE pode ser
obtido se considerarmos a cintura g(G), ou seja, o tamanho do menor ciclo de G.
Se G é t-admissivel, entao t > g(G) — 1. Este limite inferior deve-se ao fato de que,
para cada ciclo do grafo GG, deve haver alguma nao-aresta. Portanto, pelo menos
as demais arestas do ciclo devem ser utilizadas para garantir a distancia do par de
vértices que definia a aresta removida. Por outro lado, o PROBLEMA DA ARVORE
GERADORA DE DIAMETRO MINIMO produz um limite superior para o indice de
extensao. O diametro de uma arvore geradora 7' é definido como a maior dentre
as menores distancias entre todo par de vértices de T. O objetivo do PROBLEMA
DA ARVORE GERADORA DE DIAMETRO MINIMO é encontrar a arvore geradora com
o menor didmetro possivel. Para este problema (que pode ser resolvido em tempo
polinomial), dizemos que Dr(G) corresponde ao diametro da arvore geradora de

didmetro minimo de G [32].

Teorema 2.1.3 ([10], [32]). Para qualquer grafo G, temos que g(G) —1 < o(G) <
Dr(G).

A seguir, apresentamos alguns exemplos intuitivos sobre a identificacao de arvo-

res t-geradoras.

Exemplo 2.1.1. Considere que G seja uma drvore como na Figura[2.1. Note que,
como toda aresta de G pertencerd a drvore geradora de G, temos que o indice de
extensao deste grafo é 1. Claramente, ser drvore é condi¢ao suficiente e necessdria

para um grafo ser 1-admissivel, como formulado no Fato[2.1.1].

Figura 2.1: Grafo/Arvore com 5 vértices e 4 arestas.

Fato 2.1.1. Um grafo G é 1-admissivel se, e somente se, G € uma drvore.
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Exemplo 2.1.2. Considere a Figura [2.2. Note que, a menos de isomorfismo, a
darvore mostrada em € a unica drvore para o grafo G, mostrado em |2.2da. Em
grafos ciclo, sempre temos indice de extensao bem definido em fung¢do do tamanho

do ciclo, ou seja, C,, sempre tem o(C,,) =n — 1.

(a) (b)

Figura 2.2: (a) Grafo G = Cg. (b) A menos de isomorfismo, a tinica arvore geradora

de G.

Exemplo 2.1.3. Vamos considerar agora a classe dos grafos completos com pelo
menos trés vértices. Pelo Fato [2.1.1], eles tém indice de extensao, no minimo, 2.
Além disso, por definicdo, todos os vértices de um grafo completo sao universais,
o que implica na possibilidade de construcao de uma estrela geradora a partir de

qualquer vértice, como exibido na Figura . Portanto temos o(G) = 2.

(a) (b)

Figura 2.3: (a) Grafo completo G = K5. (b) Uma arvore 2-geradora de G.

Os grafos completos nao sao as unicas estruturas que possuem indice de extensao
igual a 2. Os grafos completos contam com uma condigao suficiente para a existéncia
de uma &arvore 2-geradora, que € a presenca de um vértice universal em seu conjunto

de vértices. Mais formalmente, temos:

Observagao 2.1.1. A existéncia de um vértice universal em um grafo G € uma

condi¢cao suficiente para que este grafo seja 2-admissivel.

Note, porém, que esta condi¢ao nao é necessaria, dado que existem outros grafos

que sdo 2-admissiveis (veja as Figuras e [2.5)) e ndo possuem vértice universal, o

11



que pode ser caracterizado pelo Teorema [2.1.4] que enuncia uma condicao suficiente

e necessaria para a 2-admissibilidade de qualquer grafo G.

Teorema 2.1.4. [10] Seja G um grafo 2-conexo. Entao, uma drvore geradora T de
G € uma drvore 2-geradora se, e somente se, para cada componente 3-conexo H de
G, TNH é uma estrela geradora de H.

(a) (b)

Figura 2.4: (a) Grafo G. (b) Uma arvore 2-geradora de G.

Figura 2.5: Grafo G e uma &arvore 2-geradora de G.

Observe a Figura [2.5] De acordo com o Teorema [2.1.4] a intersegao entre cada
componente 3-conexo H de G e arvore T' deve ser uma estrela geradora de H. Neste
exemplo, temos como componentes 3-conexos os triangulos formados pelos vértices
(a,b, f), (b,c, f), (c,e, f) e (c,d,e). Observe que, a interse¢ao da arvore 7" ilustrada
na Figura 2.5 com cada um dos 4 componentes 3-conexos acima enumerados é uma
estrela geradora de cada um deles.

O Teorema nos fornece um algoritmo que encontra uma arvore 2-geradora
de um grafo G (caso exista) com complexidade O(n + m), onde n = |V(G)| e
m = |E(G)|. Para este algoritmo, os autores utilizam um conceito chamado de
aresta de ligacao (do inglés, binding edge). Uma aresta e = wv é uma aresta de
ligacao se u e v formam um conjunto de corte minimal. Além disso, também é citado
pelos autores, neste algoritmo, um resultado de Bondy [6] que pode ser melhor visto

a seguir:

Lema 2.1.1. [6] Seja G um grafo 2-conexo e T uma drvore 2-geradora arbitrdria

de G. Entao, para todo corte u,v de G com tamanho igual a 2, wv € E(T).

Através do Teorema e do Lema [2.1.1} Cai e Corneil introduzem o seguinte

algoritmo para a obtencao de uma arvore 2-geradora de um grafo qualquer:
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Algoritmo 2.1.1 Obtencao de Arvore 2-geradora 7' de um grafo G qualquer

Seja G = (V, E) um grafo qualquer

1: Encontrar todos os blocos de GG

2: Para cada bloco, encontrar todos os cortes de vértices de tamanho 2 e compo-
nentes 3-conexos
Caso exista algum corte de vértices de tamanho 2 (encontrado na etapa anterior)
que nao induza uma aresta de ligagao, entao, pelo Lema [2.1.1, G nao admite
uma drvore 2-geradora

3: Adicionar todas as arestas de ligagao em T'

4. Para cada componente 3-conexo H, encontrar uma estrela geradora contendo
todas as arestas de H e adicionar em 7'
Se nao existe tal estrela geradora, os autores provam que G nao admite uma
arvore 2-geradora.

5. Se T' é uma arvore geradora, entao ¢ também uma arvore 2-geradora. Caso

contrario, G nao admite uma arvore 2-geradora

Os autores também mostram que a complexidade O(n + m) para este algoritmo
pode ser atingida ao utilizar um algoritmo especifico para encontrar componentes
3-conexos descrito em [36].

Apesar do PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE ser estudado ha mais de 25 anos,
curiosamente decidir se um grafo possui ¢(G) = 3 é um problema que permanece
em aberto. E natural entdo que estudemos classes 3-admissiveis ([2], [27], [44]). A

seguir, veremos que este é o caso dos grafos split.

2.2 Grafos split no estudo da t-admissibilidade

Os resultados apresentados nesta secao sao decorrentes do trabalho de conclusao
de curso, do mesmo autor desta tese, na Universidade Federal Rural do Rio de
Janeiro realizado sob orientacao da professora Fernanda Couto e que podem ser

vistos em [19).

Observagao 2.2.1. Neste trabalho, consideraremos sempre que a clique () do grafo

split em questao € maximal.

A estrutura bem definida dos grafos split possibilita a formulacao de uma carac-
terizagao particular para a classe dos (0 = 2)-split. Além disso, para qualquer grafo
split, é possivel exibir um algoritmo que constréi uma arvore 3-geradora. Com isso,
podemos garantir que o indice de extensao dos grafos split é, no maximo, 3. Primei-
ramente, vamos demonstrar este limite superior. Considere o exemplo da Figura|2.6

e o Algoritmo 2.2.1] A ideia é que comecemos a construgao da arvore 3-geradora
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a partir de uma estrela e, em seguida, acrescentemos os vértices restantes que nao

eram adjacentes ao centro da estrela ja construida.

Algoritmo 2.2.1 Construgao de arvore 3-geradora de um grafo split
Seja G = ((Q,S), E) um grafo split.

1: Tomar um vértice v € @)

2: Iniciar a construcao da arvore a partir de uma estrela com centro v e cujas folhas
sao todos os vizinhos de v em G
3: Se ainda houver vértice nao adicionado, adiciona-lo & arvore utilizando uma

aresta arbitraria de G

Note que independentemente do vértice v € ) que escolhamos para centro da

estrela inicial, esta construcao nos conduz a uma arvore 3-geradora, como é provado

no Lema 2.2.11

Figura 2.6: Grafo split e sua arvore 3-geradora.

Lema 2.2.1. ([44]) Se G é um grafo split, entio o(G) < 3.

Demonstracao. Nos obtemos uma arvore geradora T para um grafo split G =
((Q,9),F), onde ) representa uma clique e S representa um conjunto indepen-
dente, da seguinte forma. Defina qualquer vértice x em () como o centro da estrela
que inclui todos os outros vértices de (). Em seguida, para cada vértice y € S,
escolha uma aresta incidente em y, arbitrariamente, e faga de y um vértice pendente
em 7T'. Nos resta mostrar que a distancia entre dois vértices adjacentes v, w em G
é, no maximo, 3 em 7. i) v,w € Q: ji que possuimos uma estrela em 7" em relacao
a @, entao d(v,w) < 2, pelo caminho vzw ii) v € Q, w € S: o pior caso ocorre
quando dg(w) > 2 e v é uma folha da estrela em 7. Neste caso, d(v,w) = 3 pelo

caminho vxz'w, onde z’w pertence a T'. H

Pelo Fato grafos (o = 1)-split sdo arvores e, portanto, bi-estrelas, i.e.,
arvores com n vértices e pelo menos n — 2 folhas. A seguir, tendo como base
o Teorema vamos apresentar uma breve discussao acerca de propriedades

estruturais inerentes as grafos (o = 2)-split ou (o = 3)-split.
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Figura 2.7: (a) Grafo split G; 2-admissivel. (b) Uma arvore 2-geradora de G;. (c)
Grafo split G5 3-admissivel. (d) Uma arvore 3-geradora de Gb.

De acordo com o Teorema [2.1.4] para um grafo G admitir uma arvore T 2-
geradora, a intersecao desta arvore T' com cada componente 3-conexo H de G deve
ser uma estrela geradora de H. Ao observarmos o grafo da Figura vemos que
os componentes 3-conexos do grafo sdo os triangulos formados pelos vértices (a, b, g),
(b,h,c), a clique e a aresta ei. A interse¢iao de cada um destes componentes com a
arvore mostrada em ¢ uma estrela geradora de cada um destes. Na Figura [2.7d,
os componentes 3-conexos do grafo G sao os trés triangulos formados pelos vértices
(a,b,g), (b,c,h) e (d,e, h) e aclique. A Figura[2.7dilustra uma arvore T' 3-geradora
de G;. O fator de extensao desta arvore se da por conta da distancia entre os vértices
ae g, que em T éigual a 3. Entretanto, a intersecao desta arvore T' com o triangulo
formado pelos vértices (a, b, g) ndo é uma estrela geradora deste triangulo. E mesmo
que alteremos o vértice centro de 7', continuaremos com o mesmo problema, que é
nao conseguirmos que a intersecao de 7' com cada um dos componentes 3-conexos
seja uma estrela geradora de cada um, simultaneamente.

Uma outra observagao que podemos fazer sobre a obtencao de arvores t-geradoras
para grafos em geral é sobre a influéncia que vértices pendentes exercem na deter-
minacao do indice de extensao de um grafo GG. Os vértices pendentes, por possuirem
apenas uma aresta incidente neles, necessitam que esta aresta esteja presente em
qualquer arvore t-geradora 7" de um grafo G. Podemos concluir entao que, vér-
tices pendentes nao sao relevantes para o indice de extensao o(G). Logo, sempre
podemos fazer um pré-processamento em qualquer grafo realizando a remocao de
todos os vértices pendentes deste grafo antes de determinar uma arvore t-geradora

do mesmo. Mais formalmente, temos a seguinte afirmacao:
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Afirmagao 2.2.1. Seja G = (V, E) um grafo simples e seja P = {v € V|d(v) = 1}.
Entao, 0(G) = (G \ P).

Podemos, com a Afirmacao deduzir que um grafo split G cujos vértices
do conjunto independente sao todos pendentes possui indice de extensao o(G) = 2.
Pois ao realizarmos o pré-processamento para a retirada destes vértices, teremos
como saida um grafo completo que possui um vértice universal e logo, pela Observa-
¢ao ¢é 2-admissivel. Com a ajuda deste resultados parciais, podemos enunciar
o Teorema 2.2.71

Teorema 2.2.1 ([28]). Seja G = ((Q, 5), E) um grafo split, tal que Yy € S, da(y) >

1. Entao, 0(G) =2 se, e somente se, G possui um vértice universal.

Demonstragao. Seja G um grafo split com vértice universal. Pela Observagao 2.1.1]
esta ¢ uma condigao suficiente para a 2-admissibilidade e, portanto, o(G) = 2. Nos
resta provar que: se G é um grafo split tal que Yy € S,dg(y) > 1 e 0(G) = 2, entao
GG possui um vértice universal. Vamos assumir que |S| > 2, pois caso contrario, G

tem vértice universal. Existem, portanto, dois casos:
(i) da(y) =2,Vy € S ;
(i) dy € S, tal que dg(y) >3 .

Em , vamos supor que o grafo split G possua um conjunto independente com 2 ou
mais vértices e, por absurdo, vamos supor que G nao possua um vértice universal.
Logo, a arvore 6tima T nao é uma estrela geradora de GG. Além disso, temos como
componentes 3-conexos de GG, a clique @) e cada triangulo formado por um vértice
y € S e dois vértices x1 e x5 € ), que denotaremos por S;. De acordo com o
Teorema [2.1.4] existe uma arvore geradora T' de G tal que, T N H é uma estrela
geradora de H, para todo componente 3-conexo H. Como () induz um componente
3-conexo em G, T'N G[Q)] é uma estrela geradora de G[Q]. Como nao temos vértice
universal em G, existe pelo menos um vértice y € S, adjacente a duas folhas de
T N G[Q), e neste caso, o(G) = 3. Absurdo. Em [(ii)] vamos comecar tratando dos
grafos split onde, dg(y) > 3,Vy € S. Neste caso, todo o grafo G é um componente 3-
conexo. Temos, que pelo Teorema [2.1.4] existe uma arvore geradora 7' tal que GNT
é uma estrela geradora de G. Portanto o grafo deve obrigatoriamente apresentar
um vértice universal e este serd o centro da estrela. Por fim, dentro deste mesmo
caso, podemos ter em S, pelo menos um vértice y cujo grau é 2. Neste subcaso,
os componentes 3-conexos sao: G[Z], onde Z = {Q U {y}|ly € S,dg(y) > 3} e os
triangulos \S;. Vamos construir 7', inicialmente, a partir do componente G[Z]. Neste
caso, ou o centro da estrela geradora de G[Z] pertence a @) ou a S. Primeiramente,

suponha que o centro da estrela geradora de G seja um vértice x € ( e que G nao
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possua vértice universal. Logo, existe pelo menos um vértice y € S, adjacente a duas
folhas de T'N G[Z], e neste caso, 0(G) = 3. Absurdo. Agora suponha que o centro
da estrela geradora de G[Z] esteja em S. Neste caso, existe pelo menos um vértice
y € S, tal que dg(y) = 2 que ndo tem adjacéncia com o centro da estrela. Logo,
este vértice é adjacente a duas folhas da arvore geradora de G[Z], assim implicando

em o(G) = 3. Absurdo. O

Com estes resultados, podemos particionar os grafos split em 3 subclasses sob
a perspectiva da t-admissibilidade. Grafos (o = 1)-split, grafos (o = 2)-split e
grafos (o = 3)-split (observe o diagrama da Figura [2.8). Observe que os grafos
(o = 1)-split sdo arvores e, portanto, bipartidos. As variantes do problema da
coloracao: coloracao de arestas e coloracao total estao resolvidos para arvores, ou
seja, sabemos determinar o indice cromético e o niimero cromético total de grafos
split 1-admissiveis. Neste trabalho, abordaremos estas duas variantes do problema

da coloragao restritas aos split 2-admissiveis e aos split 3-admissiveis.

Grafos 3-admissiveis

Grafos Split

rafos 2-admissiveis

Figura 2.8: Particionamento da classe dos grafos t-admissiveis com respeito aos
valores de t = 1,2 e 3 voltados para a classe dos grafos split.
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Capitulo 3
Problemas de Coloracao

A origem dos problemas de coloracao em grafos data do século XIX e se deu por
conta do que hoje é conhecido como o PROBLEMA DAS QUATRO CORES. Esta
histéria se inicia em 1852 com o matemaético, e botanico sul-africano Francis Guthrie.
Enquanto fazia a coloracao de alguns mapas dos condados da Inglaterra, Francis
observou que talvez fosse possivel colorir sempre um mapa utilizando apenas quatro
cores, de modo que regioes vizinhas nao recebessem a mesma cor. Francis entao
compartilhou sua teoria com seu irmao Frederick, que por sua vez formalizou a
conjectura das quatro cores e a apresentou ao seu professor, um famoso matematico
chamado Augustus De Morgan. Agustus também ficou muito empolgado com tal
problema e o disseminou entre os membros da academia da época. Foi entao que,
em 1879 (exatamente 27 anos depois das observagoes de Francis Guthrie), surge a
primeira prova desta conjectura apresentada pelo matemaético inglés Alfred Kempe.
Esta prova viria a ser aceita pelos proximos dez anos até que em 1890, um erro foi
encontrado em tal demonstracao. E mais uma vez a conjectura das quatro cores
ficou em aberto, desafiando os pesquisadores da época. Décadas foram se passando
e ainda nao existia uma nova prova para a conjectura, o trabalho para encontrar
esta demonstracao até rendeu outros resultados interessantes como o teorema das
cinco cores (que consiste em uma versao analoga ao teorema das quatro cores em
que temos a permissao de utilizar uma quinta cor na coloragao dos mapas). Até que,
em 1976 a conjectura das quatro cores foi provada por Kenneth Appel e Wolfgang
Haken [37], dois matematicos da Universidade de Illinois. Parte desta prova usou o
computador, e por isso nao foi reconhecida por uma parcela grande da comunidade
matematica. Em 1994 surgiu outra prova apresentada por Robertson et al.[47]
que embora também utilizasse o computador, mas em menor escala, foi melhor
aceita pela comunidade. Mas a questao de construir uma demonstragao totalmente
combinatoéria que nao necessite do auxilio de computadores continua em aberto.

O PROBLEMA DAS QUATRO CORES pode ser visto como o problema que deu

origem ao universo dos problemas de coloracao e de iniimeras variagoes que surgiram
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e sao estudadas até o dia de hoje. Como por exemplo, os problemas de coloragao
de vértices [9], de arestas [52], total [53], equilibrada [16], de cliques [41], etc. Neste
trabalho abordaremos duas destas varia¢oes: 0 PROBLEMA DA COLORACAO DE
ARESTAS € 0 PROBLEMA DA COLORACAO TOTAL. Nesta tese, considerandos estes
dois problemas de coloracao para grafos simples e, a partir deste ponto, qualquer
grafo citado durante o texto é simples.

Ainda neste capitulo veremos mais sobre ambos os problemas.

3.1 Coloracao de Arestas

A coloracao de arestas de um grafo G = (V, E)) consiste em atribuir cores ao con-
junto de arestas F. Esta coloracao ¢ denominada proépria, se para qualquer par de
arestas adjacentes (incidentes a um mesmo vértice), as cores destas duas arestas sao
diferentes. Neste trabalho, vamos considerar apenas coloragoes de arestas proprias.
Se G admite uma coloracao de arestas com k cores, G é dito k-aresta-colorivel. O
PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS consiste em, dado um grafo G de entrada,
obter o menor ntimero de cores para colorir seu conjunto de arestas propriamente;

este nimero ¢ chamado de indice cromatico de G e ¢ denotado por x'(G).

PROBLEMA DA COLORAQAO DE ARESTAS:

Entrada: um grafo G e um inteiro positivo k.

Pergunta: G ¢é k-aresta-colorivel?

A partir da definicao de uma coloracao de arestas, podemos concluir imediata-
mente que o grau méaximo de G, denotado por A(G), é um limite inferior para o
indice cromaético, ou seja, para qualquer grafo G: \'(G) > A(G). A figura abaixo

ilustra um grafo GG e uma atribui¢ao de cores propria ao seu conjunto de arestas.

Figura 3.1: Grafo Touro cujo grau méximo ¢é trés e uma atribuicao de cores ao seu
conjunto de arestas. Para tal grafo, x’ = 3.

Conforme dito acima, sabemos, intuitivamente, qual é o limite inferior para o
indice cromético de um grafo GG, entretanto, podemos levantar o seguinte questiona-

mento: e quanto ao limite superior para x'(G)? Podemos pensar em |E(G)| como
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um limite superior intuitivo, mas claramente esse limite nao é justo. A pergunta
que surge entao é se um limite justo é conhecido. E a resposta para tal pergunta
é sim, e este é um resultado extremamente importante e conhecido da teoria dos
grafos que foi enunciado em 1964 por Vizing [52]. Este resultado é conhecido como

Teorema de Vizing;:

Teorema 3.1.1 ((Teorema de Vizing, 1964) [52]). Seja G um grafo simples, entao
A(G) < X'(G) < A(G) + 1.

Neste trabalho, Vizing demonstra que o indice cromatico de qualquer grafo G s6
pode ser um de dois valores: o valor do grau méximo de GG ou o valor do grau maximo
de G acrescido de uma unidade. Em outras palavras, este resultado dividiu todo o
universo dos grafos em duas classes no contexto da coloracao de arestas: a classe
dos grafos que admitem uma coloracdo de arestas utilizando apenas A(G) cores e
uma segunda que necessita de A(G) + 1 cores. Os grafos que podem ser coloridos
com A(G) cores sao chamados grafos Classe 1, enquanto que os grafos que precisam
de A(G) + 1 cores sao chamados de grafos Classe 2. O que é extremamente inte-
ressante é que, mesmo existindo apenas duas possibilidades para o valor do indice
cromético de um grafo, o PROBLEMA DA COLORAGCAO DE ARESTAS ainda é pro-
vado ser NP-completo. Holyer mostrou em 1981 [35] que decidir se um dado grafo é
Classe 1 é um problema NP-completo. Holyer também mostra em [35] que o PRO-
BLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS é desafiador até mesmo para grafos ctbicos,
ou seja, decidir se Y’ = 3 para um grafo ctubico é um problema NP-completo. Desde
entao, o problema passou a ser conhecido como 0 PROBLEMA DA CLASSIFICACAO.

Formalmente temos a seguinte definicao:

PROBLEMA DA CLASSIFICAGAO:

Entrada: um grafo G.
Pergunta: G é Classe 17

A figura abaixo ilustra um exemplo de um grafo Classe 1 e um exemplo de um

grafo Classe 2.
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(b)

Figura 3.2: (a) Grafo roda W5. A(W5) = x'(W5) = 4, ou seja, W5 é Classe 1. (b)
Grafo completo K3. A(K3) + 1 = x'(K3), ou seja, K3 é Classe 2.

Uma definicao muito recorrente na literatura e que também serd amplamente
utilizada neste trabalho é a definicao de estruturas sobrecarregadas. Para apresen-
tarmos formalmente esta defini¢ao, precisamos antes de tudo, responder a seguinte
pergunta: qual o niimero méximo de arestas que podemos colorir com uma mesma
cor em um grafo G? Pela definicao de coloragao propria de arestas, sabemos que
duas arestas podem receber a mesma cor se, e somente se, nao possuem vértices em
comum. [Logo, um conjunto de arestas que pode ser colorido com uma tnica cor
é um emparelhamento no grafo. Consequentemente, ao tomarmos um emparelha-
mento maximo em um grafo, determinamos o nimero maximo de arestas que podem
ser coloridas utilizando uma mesma cor. Portanto temos que, o maior ntimero de
arestas que podem ser coloridas com uma mesma cor em um grafo G = (V, F) ¢é

dado por {SJ, onde n = |V(G)|. A partir desta dedugdo, podemos dizer que o

namero maximo de arestas que podem ser coloridas com A(G) cores ¢ A(G) - LSJ :
Entretanto, existem grafos que possuem um ntmero de arestas maior que o dado
por esta expressao. Estes grafos sao chamados de grafos sobrecarregados. Para estes
grafos, A(G) cores nao sao suficientes para colorir seu conjunto de arestas propri-
amente, ou seja, eles precisam de A(G) + 1 cores e portanto, sao grafos Classe 2.

Mais formalmente, temos:

Definicao 3.1.1. Um grafo G = (V,E) ¢é dito sobrecarregado quando
|E| > A(G)- LgJ, onde n = |V|. Além disso, quando |E| = A(G) - LgJ, G

€ dito saturado.

Existem ainda mais dois tipos de estruturas sobrecarregadas: subgrafo-
sobrecarregado e vizinhanga-sobrecarregado. Estas definigoes partem do conceito

de grafo sobrecarregado e podem ser melhor entendidas a seguir:

Definigao 3.1.2. Um grafo G = (V, E) é dito subgrafo-sobrecarregado se existe um
subgrafo H de G tal que A(H) = A(G) e H ¢é sobrecarregado. Além disso, se H é
induzido por um vértice v tal que d(v) = A(G) e por todos os seus vizinhos, entdo

G é dito vizinhanga-sobrecarregado.



Com base neste fato, podemos dizer que qualquer grafo G que apresente alguma
estrutura sobrecarregada ¢ Classe 2, pois ja necessitamos de A(G) + 1 cores para

colorir um subgrafo de G. Mais formalmente, temos:

Fato 3.1.1. Todo grafo sobrecarregado, subgrafo-sobrecarregado ou wvizinhanga-

sobrecarregado € Classe 2

O grafo exibido na Figura [3.2b] ¢ um exemplo de um grafo sobrecarregado.

3.1.1 Grafos split no Problema da Coloragao de Arestas

Conforme dito na introducéo deste capitulo, 0 PROBLEMA DA COLORAGAO DE
ARESTAS é provado ser NP-completo [35]. Portanto, um estudo de classes é uma
saida interessante para abordar este problema. Para algumas classes, sao conhecidos
resultados na literatura que determinam o seu indice cromatico, como por exemplo:
a coloracao de arestas de grafos bipartidos [38] e de grafos completos [4].

Sabe-se resolver este problema para algumas classes, entretanto, para muitas
outras, o mesmo permanece em aberto, como: os grafos split, cografos e grafos
planares. O objetivo desta secao é apresentar um levantamento dos resultados da
literatura do PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS para grafos split.

Iniciamos este apanhado da literatura falando dos grafos completos através do

seguinte resultado:
Teorema 3.1.2 ([4]). O grafo completo K,, € Classe 1 se, e somente se, n € par.

Sabemos que grafos completos com um ntmero par de vértices sao Classe 1,

entao como consequéncia deste resultado podemos extrair as seguintes observagoes:

Observacao 3.1.1. Qualquer subgrafo H de um grafo completo K, tal que A(H) =
A(K,) en € par, € Classe 1.

A Observacao[3.1.1]é verdadeira, pois como todo grafo completo com um niimero
par de vértices é Classe 1, entao qualquer subgrafo H de um grafo completo par G
tal que A(G) = A(H) pode ter suas arestas coloridas a partir da coloragao das
arestas do grafo GG. A partir disso, basta desconsiderarmos as arestas que estao em
G\ H. Uma outra forma de enunciar a Observagao ¢ mostrada abaixo.

Observacao 3.1.2. Seja G = (V, E) um grafo com vértice universal tal que |V| €

par, entao G ¢ Classe 1.

Para a coloragdo de um grafo G com vértice universal cujo grau maximo A(G)
¢ impar, podemos utilizar a coloracao do grafo completo G' = Ka(g)4+1. Como o

grafo G é um subgrafo de G’ e como a remoc¢ao de arestas nao causa um aumento
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no valor do indice cromatico, sabemos que x'(G) = x'(G’). Esta coloragao, por sua

vez, pode ser feita através do seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.1.1 Coloracao de arestas de grafos com vértice universal cujo grau
maximo é impar
Seja G = (V, E) um grafo qualquer tal que A(G) = |V| =1 e |V] € par.
Coloragao do grafo completo Kx(q):
1: Seja V(Ka)) = 10,1, ..., A(Ka(q))}- Note que A(K ) = A(G) — 1
2: A funcdo ¢ : E(G) — {0,1,..,A(Ka)} tal que c(ij) = (i +
J)mod(A(Ka()) + 1) ¢ uma coloragao de arestas do grafo Ka(q) com A(G) +1

cores
Extensao da coloragao das arestas do grafo K () para o grafo G' = Ka(q)+1

3: Em cada vértice da coloragao acima realizada falta exatamente uma das
cores. Além disso todas estas cores sao distintas, pois sao os restos da divisao
de 2i pelo nimero impar A(Ka) + 1

4: Adicionar o (A(G) + 1)-ésimo vértice que é conectado aos demais vér-
tices e para cada aresta utilizar a cor (2¢) mod (A(Ka) + 1)
Eliminacao de arestas:

5: Por fim, eliminar as arestas de G’ para que ele se torne G.

O algoritmo acima se baseia na ideia da extensao da coloracao de um grafo com-
pleto G com um numero impar de vértices para o grafo completo G’ com um ntimero
par de vértices cuja cardinalidade do conjunto de vértices ¢ uma unidade a mais que
|[V(G)|. Conforme ja dito, grafos completos de ordem impar sao sobrecarregados e,
portanto, Classe 2. Uma cor faltante em um vértice v de um grafo G é uma cor
que foi utilizada na coloracao das arestas de G, mas nao esté presente nas arestas
incidentes a v. O Algoritmo [3.1.1] utiliza a cor faltante de cada vértice de G para
colorir as arestas incidentes ao vértice v tal que v € (V(G') \ V(G)).

Para grafos com vértice universal e com uma quantidade impar de vértices nao
existe um resultado tao direto quanto o resultado para grafos com uma quantidade
par de vértices. Tomemos como exemplo um grafo completo com um ntmero impar
de vértices. Sabemos que tal grafo ¢ Classe 2, mas isto nao implica que algum
subgrafo que mantenha o grau méaximo também seja Classe 2 (veja a Figura .
Plantholt forneceu uma caracterizagao para grafos com vértice universal e com uma
quantidade impar de vértices em seu trabalho de 1981 [46]. Plantholt utiliza o

conceito de subgrafo-sobrecarregado para chegar em tal resultado.
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Figura 3.3: Grafo completo K5 cujo grau maximo é 4 e 5 cores sao necessarias para

colorir propriamente seu conjunto de arestas; e grafo completo K5 a menos de duas
arestas. O grau maximo é mantido, mas apenas 4 cores sao necessarias.

Teorema 3.1.3. [46] Seja G = (V, E) um grafo com vértice universal e com |V|

impar. Entao G € Classe 1 se, e somente se, G nao € subgrafo-sobrecarregado.

A prova da necessidade é imediata: se GG é Classe 1, claramente G nao é subgrafo-
sobrecarregado. Por outro lado, para a prova da suficiéncia, Plantholt teve como
ideia principal exibir uma A(G)-colorac¢ao de grafos que tenham o maximo niimero
possivel de arestas e que nao sejam sobrecarregados. Relembrando que, um grafo
G = (V, E) é dito saturado quando |E| = A(G)|n/2], onde n = |V|. Como estamos
considerando grafos cujo grau maximo ¢é par e com |V/| impar, temos que [n/2] =
(n —1)/2. Além disso, G tem um vértice universal, logo A(G) = n — 1, portanto
tal relagio também pode ser escrita da seguinte forma: |E| = A(G)?/2. Também
podemos notar que os grafos para os quais Plantholt obteve uma coloracao para a
base de sua demonstragao, sao os grafos completos com um niimero impar de vértices

com A(G)/2 arestas a menos:

—1 A(G
|E(K,)| = %, retirando arestas, temos:
n(n—l)_n—l_> (n—1)>  A(G)?
2 2 2 2

A ideia apresentada por Plantholt fundamenta-se em fazer uma particao do con-
junto de vértices de um grafo G em dois subconjuntos L e R, de modo que facamos
uma coloragao das arestas dos subgrafos induzidos pelas partes L e R com as mesmas
A(G)/2 cores e que mais A(G)/2 cores sejam utilizadas nas arestas transversais (do
inglés “across”), ou seja, nas arestas que apresentam extremos em diferentes partes.

A parte L é determinada de modo que |L| = A(G)/2+1 e G[L] nao seja subgrafo-
sobrecarregado. A parte R é escolhida de forma que o subgrafo induzido por R seja
isomorfo ao grafo completo com A(G)/2 vértices. Mais formalmente: G[R] = Ka) -
Plantholt garante que, se GG nao é subgrafo-sobrecarregado, entao tal particao eXiSQte.

O préximo passo deste procedimento é a construcao de um grafo bipartido B,
cujas arestas sao justamente as arestas transversais entre as partes L e R. A seguir,
tomamos dois novos subgrafos X e Y, de modo que X ¢é induzido por L e Y &

induzido por R. E por fim, um terceiro subgrafo Z, tal que Z = X UY.
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Pela escolha das partes L e R, sabemos que o subgrafo Y é isomorfo a um grafo

completo, mais especificamente o grafo completo K aw) . Logo, Y pode ser colorido
2

A(G)

com, No Maximo, cores. Para a parte X, temos dois possiveis casos:

A(G

1. Para o caso em que ¢é impar, temos que X é subgrafo de grafo completo

A(G
par e, consequentemente, ' ( X ) < %;

A(G)
2

nao é sobrecarregado e tem um vértice universal, entao pode ser colorido

AG

2. Para o caso em que ¢ par, Plantholt prova por inducédo que, se X = G[L]

com

cores. Como o autor demonstra que, se G nao é subgrafo-
sobrecarregado, entao a parti¢ao [L, R] existe, é possivel escolher L tal que

G/[L] nao seja sobrecarregado.

Por fim, como X e Y sao disjuntos, as mesmas cores usadas nas arestas de X
podem ser usadas nas arestas de Y. O objetivo agora é colorir as arestas entre as
partes L e R com A(G)/2 cores. Entretanto, pode existir um empecilho para que
tal estratégia seja aplicada no grafo bipartido construido com as arestas transver-
sais das partes L e R. Tal empecilho consiste na presenca de vértices com grau
igual a A(G)/24 1 no grafo bipartido que fora construido durante as etapas iniciais.
Plantholt prova que é possivel retirar uma aresta incidente em cada um destes vérti-
ces cujo grau é igual a A(G)/2+1 e incluir tais arestas no subgrafo Z sem aumentar
o indice cromatico deste segundo. Ao fim deste processo, temos uma coloragao com
A(G)/2 cores de Z e uma coloragao com A(G)/2 cores do grafo bipartido, ou seja,
uma coloragdo com A(G) cores de G. Lembrando que, caso nao existam vértices
cujo grau é A(G)/2 + 1 no grafo bipartido, ja temos a coloragao com A(G) cores.

Além dos resultados gerais exibidos na subsecao anterior, também existem alguns
resultados particulares importantes no estudo do PROBLEMA DA COLORAGAO DE
ARESTAS para a classe dos grafos split. O resultado mais notével neste contexto é o

que leva em conta a paridade do grau maximo de um grafo split.

Teorema 3.1.4 ([I5]). Seja G um grafo split tal que A(G) € impar, entao G €
Classe 1.

Um outro resultado importante no universo dos grafos split e que nos ajuda
a redirecionar esfor¢os para determinadas subclasses em nosso estudo surgiu no
trabalho de de Almeida [24]. Tal resultado consiste em uma condi¢ao suficiente

para um grafo split G qualquer ser Classe 1 baseado em |@Q| e no valor de A(G).

Teorema 3.1.5. [24] Seja G = ((Q,S), E) um grafo split. Se 3 v € S tal que
[@—‘ <d(v) < @, entao G € Classe 1.
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Neste trabalho, a autora demonstra que a existéncia de pelo menos um vértice
v no conjunto independente S tal que o grau de v esteja dentro de uma faixa que
depende do tamanho da clique @) e do grau maximo do grafo em questao é uma
condicao suficiente para que este mesmo grafo seja Classe 1.

Ainda no contexto de resultados sobre 0 PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARES-
TAS que afetam diretamente a classe dos grafos split, podemos citar o resul-
tado abaixo, o qual garante que para decidir se um grafo split G é subgrafo-
sobrecarregado, é suficiente avaliar os subgrafos de GG induzidos pelas vizinhangas

de seus vértices com grau A(G).

Teorema 3.1.6. [20] Seja G um grafo split. Entao, G é subgrafo-sobrecarregado se,

e somente se, G € vizinhanga-sobrecarregado.

Estes dois conceitos, apesar de equivalentes para a classe dos grafos split,
nao seguem esta equivaléncia no geral. Pela definicao, temos que qualquer grafo
vizinhanga-sobrecarregado é subgrafo-sobrecarregado, mas a reciproca nao é verda-

deira. Veja a figura abaixo:

Figura 3.4: Grafo G que é subgrafo-sobrecarregado, mas nao é vizinhanca-
sobrecarregado. Neste caso, o subgrafo que atende a Definigao [3.1.2] é o proprio
grafo G.

Ainda em [26], os autores demonstram uma condigao suficiente para um grafo
split qualquer possuir um vértice universal. Esta condicao pode ser melhor vista a

seguir:

Lema 3.1.1. [20] Se G € split e sobrecarregado, entao G possui um vértice universal.

Podemos ainda citar algumas classes de grafos que surgem da intersecao da classe
dos grafos split com uma segunda classe de grafos para os quais 0 PROBLEMA DA
COLORACAO DE ARESTAS estd resolvido. Primeiramente, podemos falar sobre a
classe dos grafos split-indiferenca. Essa classe de grafos surge da interse¢ao dos
grafos split com os grafos indiferenca. Um grafo G é chamado de grafo indiferenca
se, e somente se, G admite uma ordem indiferen¢a. Tal ordem consiste em dispor os
vértices de G contidos em uma mesma clique maximal, de forma que estes vértices

sejam consecutivos na ordem. Um grafo indiferenga também ¢é definido como o
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grafo de interse¢ao de intervalos de mesmo tamanho. Veja a Figura [3.5] A classe
dos grafos indiferenga constitui uma subclasse dos grafos de intervalo. Os grafos
de intervalo, definidos por Hajos [31] s@o os grafos de interse¢do de uma familia
de intervalos na reta real (observe a Figura [3.6). No caso dos grafos indiferenca,
todos estes intervalos sao unitarios, ou seja, a classe dos grafos de intervalo é uma

superclasse dos grafos indiferenca.

Figura 3.5: Um grafo indiferenca com duas cliques maximais. Uma com 6 vértices
e outra com 4. Note que o vértice x aparece em ambas as cliques e toda a sua
vizinhanga (assim como a de todos os vértices) aparece em sequéncia na ordem
estabelecida, assim respeitando a definicao de ordem indiferenca.

Figura 3.6: Uma familia de intervalos e o grafo de intersecao desta familia de inter-
valos, ou seja, um grafo de intervalo.

Portanto, os grafos split-indiferenca sao os grafos split que admitem uma ordem
indiferenga. Ortiz et. al [42] resolveram o PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS

para esta classe de grafos e enunciaram o seguinte resultado.

Teorema 3.1.7 ([42]). Seja G um grafo split-indiferenca. Entao G é Classe 2 se,

e somente se, G € subgrafo-sobrecarregado.

Uma superclasse para a classe dos grafos split-indiferenca, os grafos split-intervalo
¢ mais uma exemplo de classe para o qual 0 PROBLEMA DA CLASSIFICAGAO esté

resolvido. Este resultado foi enunciado por Gonzaga et. al [23]:

Teorema 3.1.8. [23| Seja G um grafo split-intervalo. Entao G é Classe 2 se, e

somente se, G € vizinhanca-sobrecarregado.
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Uma outra classe que é resultante da intersecao de duas outras classes de grafos,
sendo uma delas os grafos split e a outra os grafos de comparabilidade, para qual
0 PROBLEMA DA CLASSIFICAGAO foi completamente resolvido é a classe dos grafos
split-comparabilidade. Dado um grafo G e uma orientacao das arestas de G, esta
orientacao é dita transitiva se para quaisquer trés vértices u, v, w de GG, se existirem
arestas orientadas (u,v) € E e (v,w) € E, entdao (u,w) € E. Um grafo G que

admite tal orientacao é chamado de grafo de comparabilidade. Veja a figura abaixo.

O \ O ;\
Y Y
O O >

(a) (b)

Figura 3.7: (a) Grafo G, que é um grafo de comparabilidade. (b) Uma orientacao
transitiva das arestas de G.

Portanto, grafos split-comparabilidade sao grafos split que admitem uma orien-
tacdo transitiva do seu conjunto de arestas. Ortiz e Villanueva [43] caracterizaram
como é a estrutura de um grafo split-comparabilidade. Gonzaga et. al [23] apre-
sentaram uma caracterizagao dos grafos split-comparabilidade Classe 2 através do

seguinte resultado.

Teorema 3.1.9. [23| Seja G um grafo split-comparabilidade. Entao G € Classe 2

se, e somente se, G € vizinhanga-sobrecarregado.

Por fim, também podemos citar o trabalho de Cararo et al. [[I4], [13]], que mos-
trou que alguns grafos split com grau maximo par sao Classe 1 e forneceu uma
caracterizagao para outros grafos split, que sao subgrafos-sobrecarregados e, conse-
quentemente, Classe 2. Este resultado é uma generalizacao do Teorema Os

autores mostram, dado um grafo split GG, se o conjunto independente contém um

A
subconjunto A tal que [@—‘ < IN(A)| < (ZG)’ entao G é Classe 1.

2

3.2 Coloracao Total

A Coloragao total ¢ uma atribui¢ao simultanea de cores aos vértices e arestas de
um grafo. Quando propria, sao impostas tanto as restri¢goes da coloracao de vértices
quanto as da coloracao de arestas, somadas a restricao de que cada aresta tem cor

diferente das cores dos vértices em que incide. Neste texto, trabalhamos apenas
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com coloracoes totais proprias. O PROBLEMA DA COLORACAO TOTAL pode ser

visto mais formalmente através da seguinte definicao:

PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL:

Entrada: um grafo G e um inteiro k.

Pergunta: G admite uma coloragao total com k cores?

Observe que um limite inferior natural para o nimero cromatico total de um grafo
G pode ser obtido ao colorirmos um vértice de grau méximo do grafo bem como as
arestas incidentes a ele. Claramente, sdo necessarias A(G) + 1 cores nesse caso. O
menor nimero de cores necessario para colorir totalmente um grafo G é chamado de
nimero cromdtico total e é denotado por x”(G). A figura abaixo ilustra um grafo

G e a sua coloragao total 6tima.

1
3 2
1 0
0 0 3
3
2
5 1
0
2 2 1
3
R 3
0
1

Figura 3.8: Grafo Cubo e sua coloracao total 6tima. Para este exemplo, x"(G) = 4.

Os pesquisadores Vizing [53] e Behzad [3], de forma independente durante os
anos de 1964 a 1968, introduziram uma conjectura chamada: CONJECTURA DA
COLORAGAO TOTAL (do inglés Total Coloring Conjecture, denotada por TCC). Tal
conjectura afirma que é possivel colorir totalmente qualquer grafo G com A(G) + 1
ou A(G) + 2 cores. Os grafos que se encaixam no primeiro caso sdo chamados de

Tipo 1 e no segundo caso sao chamados de Tipo 2. Mais formalmente, temos:

Conjectura 3.2.1 ((TCC) 3], [53]). Seja G um grafo simples, entao A(G) + 1 <
X' (G) < A(G) + 2.

O grafo da Figura [3.8) ¢ um exemplo de um grafo Tipo 2. O PROBLEMA DA
COLORACAO TOTAL, assim como o0 PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS é um

problema extremamente desafiador e, no geral, provado também ser NP-dificil [50].

3.2.1 Grafos Split no Problema da Coloracao Total

Assim como o0 PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS, 0 PROBLEMA DA COLO-
RACAO TOTAL também é um problema NP-dificil. Logo, o estudo de classes faz-se
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util para abordar tal problema. Sabe-se que algumas classes de grafos satisfazem
a TCC, como é o caso dos grafos split [15] e dos grafos indiferenga ou grafos de
intervalo unitario [25]. Alguns resultados direta ou indiretamente relacionados aos

grafos split podem ser vistos a seguir.

Teorema 3.2.1. [15] Seja G = ((Q, S), E) um grafo split. Se A(G) € par, entio G
€ Tipo 1.

O resultado abaixo é conhecido como condigao de Hilton e é bem frequente
em caracterizagoes no contexto do PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL de diversas

classes de grafos, o que também se aplica para a classe dos grafos split.

Teorema 3.2.2 ((Condigao de Hilton) [34]). Seja G um grafo simples com um ni-

mero par de vértices. Se G possui um vértice universal, entao G € Tipo 2 se, e

somente se, |B(G)| + o/ (G) < |V(2G)| —

, onde o/(G) denota o tamanho do emparelha-

mento mdximo de G.

A condicao de Hilton é uma condicao necessaria e suficiente para que qualquer
grafo que possua um vértice universal e um ntmero par de vértices seja Tipo 2.
Portanto, Hilton também mostra uma forma algoritmica de realizar uma coloragao
total para qualquer grafo que seja Tipo 1 e nao satisfaca essas hipoteses. A técnica
mostrada por Hilton consiste em, dado um grafo GG, mostrar que um supergrafo G*

do grafo GG, tal que a inclusao de uma aresta em G* o torna Tipo 2, seja Tipo 1.

vel, .,
2
V(G)|

2 Y
onde e denota o nimero de arestas de G*, ou seja, o nimero de arestas que nao

Logo, o primeiro passo é fazer uma inclusao de arestas no grafo G. Se

ntmero par, entao arestas sao adicionadas ao grafo G, de modo que e + j =

existe em G* e j = o/(G*), isto ¢, o tamanho do emparelhamento maximo do grafo

V(&)
2

é um numero fmpar, devem ser adicionadas arestas
V(G|
2

é baseada no fato de grafos completos de ordem par serem Tipo 2 e entao, Hilton

G*. Para o caso onde

ao grafo GG, de modo que e + j = + 1. A ideia por tras deste procedimento
mostra que existe um subgrafo de um grafo completo par, que é o limite na transicao
de Tipo 1 para Tipo 2 e é justamente este grafo que é colorido em seu algoritmo.
Portanto, podemos escrever G* =~ Ky () \ J, onde J é o subgrafo induzido pelas
arestas que nio existem em G* (e existem em G*). Além disso, conforme descrito

acima, |E(J)] = e e o/(J) = j. Existe também uma restrigio para o caso onde

V(G|

¢ um nimero fmpar. Neste caso, precisamos que as e arestas de J sejam

disjuntas. Note que isto implica na seguinte igualdade.

V(@)
POl 41

e:j: 2
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Se @ é um namero par, o grafo G* é novamente expandido através da
insercao de um vértice auxiliar denotado por v*. Este novo grafo, denotado por
H*, pode ser descrito como K|y \ (E(J) \ M) U {v*}, ou seja, o grafo G* apos
a remocao das arestas que nao estao no emparelhamento maximo M considerado
para o grafo J. Além disso, este grafo contém o vértice v*, que é adjacente a todos
os vértices de G* que nao sao extremos de nenhuma aresta do emparelhamento M.
A seguir, consideramos um novo grafo, que é supergrafo do grafo H*, cuja notagao
é H**. Este grafo é, em poucas palavras, o grafo H* com a adi¢cao de um vértice
v**, que possui a funcdo de tornar o grafo H**, um grafo |V (G)|-regular. Note que,
para que essa condicao seja satisfeita, arestas paralelas podem aparecer.

A partir de agora, o algoritmo descrito por Hilton tem a funcao de fazer a
coloragao das arestas do grafo H**. Para fazer isso, consideramos um subgrafo de
H**, denotado por H}*, com y < z < |V(G)|, de modo que H}* ¢ induzido pelo
conjunto {v*,v**, vy,...,v,}, onde o subconjunto {vy,...,v,} = V(J). No caso em
que M é um nimero impar, existe uma pequena variagao na construcao do grafo

2
H**  onde sao desprezadas as conexoes entre o vértice v** e dois vértices que sejam
os extremos de uma aresta de M. Para compensar este unidade de grau ausente
nestes dois vértices, adicionamos uma nova aresta paralela entre eles.

Voltemos ao caso onde W(—G” ¢ um numero par. Neste caso, o algoritmo para
a coloragao de arestas do grafo H*™* considera o subgrafo H;* e realiza a coloragao
de suas arestas através de trés passos iniciais. Primeiramente, sao coloridas todas
as arestas de M usando as cores ¢;, com 1 < ¢ < j. A seguir, sao coloridas as
arestas entre os vértices v* e v**. KEste ntimero de arestas ¢é igual a 25 e cada
uma destas arestas é colorida com a cor ¢;, com 1 < ¢ < 27. O tltimo passo é
colorir as arestas restantes uma a uma de modo guloso, pois Hilton prova que os
nimeros de cores faltantes nos vértices do grafo H, sao tais que ¢ possivel realizar
uma coloracao de arestas desta forma e nenhum conflito de cores acontece. Para o
caso onde M é um numero impar, o primeiro passo é diferente e consiste em
tomar um emparelhamento perfeito do grafo H;* que nao possua nenhuma aresta
de M e que inclua uma aresta da forma v*v*™*, de modo que todas as arestas deste
empareclhamento sao coloridas com a cor cy;. Existe também uma diferenca no
terceiro passo, onde a coloracao gulosa para arestas restantes deve ser feita de modo
que todas as cores sejam utilizadas em H;* \ {v**}.

Apos a coloragao das arestas do grafo H;*, Hilton mostra como estender esta
coloragao de arestas para o grafo H}7,. Esta extensao consiste em construir um
grafo bipartido B a partir do grafo H}*, onde uma parte deste grafo bipartido possui

exatos |V (G)| vértices, representados através da notagdo cj,c, . . . ,c{V(G”, ou seja,

cada um dos vértices desta parte representa cada uma das |V (G)| cores disponiveis
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para a coloracao total do grafo GG. Por outro lado, a segunda parte de B é composta

pelos vértices v*', v}, ..., v., ou seja, cada vértice desta parte representa cada um

) €T
dos vértices de H**

x

se o vértice v, possui a cor ¢; como cor faltante em H}*. Para fazer a coloragao

com a excegao do vértice v**. Uma aresta cjv, existe em B

das arestas do grafo H}7, procuramos por um emparelhamento que sature todos
os vértice da parte que contém os vértices do grafo H*. Este emparelhamento nos
fornece a coloracao das arestas novas, de modo que uma aresta do emparelhamento
selecionado do grafo B do tipo cjv;, indica que, em H}*, cada aresta do tipo v, 419,
¢ colorida com a cor ¢;. Este procedimento ¢é feito até termos a coloracao do grafo
H"Q}*(G”, que é justamente o grafo H**.

O ultimo passo que nos resta, apos isso, é fazer a coloracao dos vértices. A
coloracao dos vértices extremos de uma aresta de M é feita de modo que atribuimos
a estes vértices a cor da aresta que os conecta. Para a coloracao de cada vértice v;
restante, utilizamos as cores advindas das arestas v;v*. Assim, temos uma “coloragao
total” do grafo H**, pois os vértices v* e v** nao recebem cores. Por fim, todos os
elementos que foram adicionados ao grafo G para realizar este procedimento sao
removidos e temos uma coloragao total com A(G) + 1 cores do grafo G.

Também podemos citar alguns resultados parciais envolvendo algumas subclas-
ses dos grafos split dadas pela intersegao com outras classes de grafos. Em [12],
os autores mostram como colorir qualquer grafo split-indiferenca que é Tipo 1 e
caracterizam todos os que sdo Tipo 2. Em [22], é mostrado que alguns grafos split-

comparabilidade com grau maximo impar sao Tipo 1.

3.3 Novos resultados sobre a coloracao de arestas e

coloracao total de grafos split

Como mostrado nas subsecoes acima, antes deste trabalho existiam diversos resul-
tados para o PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS e para o PROBLEMA DA
COLORAGAO TOTAL no contexto dos grafos split. Entretanto, uma questdao que
podemos levantar é: o que falta para resolvermos estes problemas completamente
para esta classe de grafos? Responder esta pergunta é dificil, pois os resultados
existentes na literatura sao bem variados e encontrar o que ainda nao esta resolvido
nao é uma tarefa facil. A partir desta questao, propomos uma abordagem diferente
para estes problemas de coloracao, fornecida pela perspectiva do PROBLEMA DA
t-ADMISSIBILIDADE.

No Capitulo [2, mostramos que os grafos split podem ser particionados em trés
subclasses de acordo com o critério da t-admissibilidade: grafos (o = 1)-split, (o =

2)-split e (o = 3)-split. Os grafos (¢ = 1)-split sdo arvores, satisfazem a TCC e s@o
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Tipo 1 a menos do grafo Ky, que é Tipo 2 [56].
Para os grafos (o = 2)-split, desenvolvemos um algoritmo que faz a coloragao
de arestas dos que sao Classe 1 e apresentamos uma caracterizacao dos que sao

Classe 2. Esta caracterizacao é dada pelo seguinte resultado.

Teorema 3.3.1 (|20]). Seja G um grafo (o = 2)-split. Entao G € Classe 2 se, e

somente se, G € vizinhanga-sobrecarregado.

Além disso, também desenvolvemos um algoritmo que faz a coloragao total para
os grafos (o = 2)-split que s@o Tipo 1 e apresentamos uma caracterizacao para os

que sao Tipo 2. Esta caracterizagao é dada pelo seguinte resultado.

Teorema 3.3.2 (|20]). Seja G um grafo (¢ = 2)-split. Entao, G é Tipo 2 se, e

somente alguma vizinhanca de um A-vértice satisfaz a condigcao de Hilton.

Estes dois resultados podem ser vistos com detalhes no artigo intitulado New
results on edge-coloring and total-coloring of split graphs [20] contido no Apéndice .
Apos isso, nos resta abordar os grafos (o = 3)-split para resolver o PROBLEMA
DA COLORAGAO DE ARESTAS € 0 PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL. A partir
disso, consideramos uma subclasse desta classe de grafos, para o primeiro destes
problemas, e apresentamos uma condi¢ao suficiente para os grafos desta subclasse

serem Classe 1. O teorema abaixo mostra esta condigao.

Teorema 3.3.3 (|21]). Seja G = ((Q,S5), E) um grafo (o = 3)-split. Se existe um

vértice s1 € S que é adjacente a um A-vértice e d(s1) = %, entio G € Classe 1.

Esta condicao suficiente foi encontrada através de estratégias de extensao de
coloragoes dadas pelo algoritmo de Plantholt [46] e através de uma estrutura auxiliar
que desenvolvemos chamada Color Trail, que tem a funcao de eliminar conflitos de
cores nas arestas. Este resultado originou o artigo Filling some gaps on the edge-
coloring of split graphs e pode ser visto com mais detalhes no Apéndice [B]

Por outro lado, para 0 PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL, consideramos uma
outra subclasse dos grafos (o = 3)-split para a qual também encontramos uma
condicao suficiente para que os grafos sejam Tipo 1. Esta condi¢ao é dada por uma
estrutura para um subgrafo (o = 2)-split para um grafo (¢ = 3)-split, que chamamos

de grafo inteligente. O teorema abaixo ilustra este resultado.

Teorema 3.3.4. Seja G = ((Q,5), FE) é um grafo (o = 3)-split com um subgrafo

(o0 = 2)-split G1 que € um grafo inteligente. Se para todo vértice w € V(G \ Gy),

d(w) < {|Q| i ’S;Gl)‘ - 1J, entio G € Tipo 1.

Este resultado mostra que 0 PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL é bem desa-

fiador, nos exigindo uma abordagem a subclasses a fim de resolver o problema.
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Além disso, também desenvolvemos uma melhoria para o resultado dado pelo Teo-
rema [3.3.3| no contexto do PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS para os grafos
(0 = 3)-split. Este resultado nos permitiu aumentar o nimero de grafos para os
quais o algoritmo desenvolvido consegue fazer uma coloracao dos grafos Classe 1.
Esta melhoria, a definicao do grafo inteligente e o resultado dado pelo Teorema

podem ser vistos com mais detalhes no Apéndice [C]
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Capitulo 4
Conclusao e Trabalhos Futuros

Os problemas de coloragao sao objetos de estudo de muitos pesquisadores desde que
surgiram e, embora sejam NP-completos no geral, a incerteza acerca de diversas
classes no contexto destes problemas motiva o estudo detalhado de cada uma delas.
Uma destas classes que é amplamente estudada tanto no PROBLEMA DA COLORA-
GAO DE ARESTAS, como no PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL é a classe dos grafos
split, que também ¢é a classe tratada aqui neste estudo. Neste trabalho, partimos de
uma abordagem mais indireta, que foi a de particionar os grafos split por meio de um
outro problema conhecido como PROBLEMA DA t- ADMISSIBILIDADE. Conseguimos
entao, através deste segundo problema particionar o universo dos grafos split em
trés subconjuntos: os grafos (¢ = 1)-split, (¢ = 2)-split e (¢ = 3)-split. Os grafos
(o = 1)-split sdo bi-estrelas, ou seja, sdo arvores e como tal, ja conhecemos seu
indice cromatico e seu nimero cromatico total. Inicialmente, caracterizamos com-
pletamente os grafos split 2-admissiveis quanto ao seu indice cromético e quanto ao
seu numero cromatico total. A seguir, passamos a estudar os grafos (o = 3)-split.
Resolvemos 0 PROBLEMA DA COLORACAO DE ARESTAS para uma subclasse dos
grafos split com ¢ = 3 e 0 PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL para uma outra
subclasse dos grafos (o = 3)-split. A Figura ilustra um exemplo de grafo split
que os resultados desta tese fornecem uma forma de colorir as suas arestas. Note
que nenhum resultado da literatura anterior a este texto fornece uma maneira de

entregar uma coloragao de arestas para o grafo mostrado abaixo.
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Figura 4.1: Grafo G (0 = 3)-split que pode ter suas arestas coloridas pelos resultados
desta tese. Neste caso, X'(G) = A(G)

Os resultados que obtivemos sugerem duas importantes conjecturas no contexto
das coloragoes de arestas e total para grafos split. A primeira destas sugere que ser
vizinhanga-sobrecarregado é uma condigao necessaria e suficiente para que um grafo

split seja Classe 2.

Conjectura 4.0.1. Seja G um grafo split. Entao G € Classe 2 se, e somente se, G

€ vizinhanga-sobrecarregado.

Para a coloragao total, podemos enunciar uma conjectura oriunda da condicao
de Hilton dada por:

Conjectura 4.0.2. Um grafo split é Tipo 2 se, e somente se, alguma vizinhanca de

um A-vértice satisfaz a condigao de Hilton.

Nossas pretensoes para trabalhos futuros consistem em continuar o estudo dos
grafos split 3-admissiveis a fim de considerar outras subclasses a fim de resolver
os problemas aqui considerados para esta classe de grafos. Mais especificamente,
pretendemos estudar o PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS para os grafos

(o = 3)-split, tal que todos os vértices de seu conjunto independente possuem grau
A
2
considerando a maioria das hipoéteses que consideramos neste trabalho, entretanto,

maior que 5 e 0 PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL para os grafos (o = 3)-split
abordando os grafos onde % ¢ um numero impar. Além disso, uma outra possivel
diretriz para o futuro desta pesquisa, é a aplicacao do particionamento fornecido pelo
PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE para resolver outras variantes dos problemas de
coloracao para os grafos split. Outro caminho possivel é estudar outras classes de
grafos usando a perspectiva da t-admissibilidade como, por exemplo, a classe dos

cografos, que também sabemos ser 3-admissivel [18§].
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with A+ 1 or A+ 2 colors, and thus can be classified as Type 1 or Type 2. Both variants
are still open for split graphs. In this paper, using the partition of split graphs presented
above, we consider the Edge coloring problem and the Total coloring problem for split
graphs with o = 2. For this class, we characterize Class 2 and Type 2 graphs and we
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1. Introduction

The graphs considered in this paper are simple (i.e., without loops and multiple edges), connected, non-directed and
unweighted. Basic definitions can be found in [4]. More specific definitions are given throughout the paper.

A proper k-coloring of a graph is an assignment of k colors to its elements (vertices or edges) in which adjacent or
incident elements receive distinct colors. In this case, G is said to be k-colorable. In coloring problems, the goal is usually
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VERTEX COLORING PROBLEM |[6], this number is called the chromatic number and is denoted by x(G); in the EDGE COLORING
PROBLEM [26], this number is called the chromatic index and is denoted by x'(G). It is easy to see that the maximum degree
A of a graph G is a lower bound for its chromatic index. Furthermore, Vizing [26] proved that A + 1 is an upper bound
for the chromatic index of any graph G, and thus, graphs can be classified either as Class 1, if they are A-colorable, or as
Class 2, otherwise. After Vizing’s result, this problem also came to be known as the classification problem.

When the proposal is to properly color vertices and edges of a graph, simultaneously, we are dealing with the Total
coloring problem [27]. In this case, the smallest number of colors needed in a total coloring of a graph G is called the
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(b) ()

Fig. 1. (a) Split Graph G. (b) Note that in this tree the distance between u, v, which are two adjacent vertices of G, is 3, and thus this a tree
3-spanner of G. (c) However, since G has a universal vertex u, there is a tree 2-spanner of G rooted in u. Thus, o(G) = 2.

total chromatic number and is denoted by x”(G). Again it is easy to see that the value of A + 1 is a lower bound for the
total chromatic number of any graph G. The Total Coloring Conjecture [2,27] states that, for any graph G, x”(G) = A+ 1 or
x"(G) = A + 2. Graphs that fit the first case are called Type 1 graphs and graphs that fit the second case are called Type
2 graphs. It is known that some classes satisfy the TCC such as split graphs [9] and indifference graphs [14]. A graph G is
called a split graph if V(G) can be partitioned into a clique X and an independent set Y. Throughout this text we denote
a split graph as G = ((X, Y), E) and we consider that X is a maximal clique. Although, EDGE COLORING and TOTAL COLORING
PROBLEMS are known to be NP-complete in general [18,25], both problems remain open when restricted to split graphs.
There are several results in the literature that influence (directly or indirectly) the edge (resp. total) coloring of split
graphs [1,9,24,28] (resp. [9,17]). Furthermore, until this work, split graphs have been studied in the context of edge and
total coloring by considering some subclasses such as split-indifference graphs, for which both versions are solved [8,20],
split-comparability and split interval graphs for which the edge coloring problem is solved [16,21]. Since the goal is to
fully classify split graphs with respect to both variants of the coloring problem, an interesting question that arises is:
Which subclasses are left to be studied in order to accomplish this task for split graphs?

The t-ADMISSIBILITY PROBLEM, which is another quite challenging problem in general, is known to be polynomial-time
solvable for split graphs. Proposed by Cai and Corneil in 1995 [7], the t-ADMISSIBILITY PROBLEM, also known as the MINIMUM
STRETCH SPANNING TREE PROBLEM (MSST), aims to determine the smallest t such that a given graph G admits a tree t-
spanner, that is, a spanning tree T in which the greatest distance between any pair of adjacent vertices of G is at most t.
If G admits a tree t-spanner, then G is said to be t-admissible and t is the stretch factor associated to the tree. The smallest
stretch factor among all spanning trees of G is the stretch index of G, denoted by o(G), or simply o (see Fig. 1).

We call a graph G with ¢(G) = t a (0 = t)-graph. Some previous studies motivated the formulation of the t-
ADMISSIBILITY PROBLEM, such as Peleg and Ullman’s work [23] in 1987, and Chew in 1986 [11]. Deciding whether a graph
Gis a (o = 1)-graph or a (o = 2)-graph is a polynomial-time solvable problem. Indeed, it is easy to see that a graph is a
(o = 1)-graph if, and only if, it is a tree. Moreover, Cai and Corneil provided a linear-time algorithm to decide if a graph
has o(G) = 2. They also settled that, for t at least 4, the problem is NP-complete. Curiously, the problem is still open
when the goal is to decide if a graph has o(G) = 3. Split graphs are known to be 3-admissible [22] and therefore the
t-ADMISSIBILITY PROBLEM partitions the class into 3 subclasses (see Fig. 2): (o = 1)-split graphs (bi-stars, i.e., trees with n
vertices and at least n — 2 leaves), (o = 2)-split graphs or (o = 3)-split graphs. From the literature [19], we know how
to color bi-stars, in both variants (edge and total coloring). Thus, in order to fully classify the problems of edge coloring
and total coloring for split graphs, we are left with the study of split graphs with ¢(G) = 2 and ¢(G) = 3.

Although there is a general algorithm [7] that determines whether a graph has stretch index equal to 2, Theorem 1.1
is a specific result concerning split graphs [12] and is fundamental to the results of this paper. Firstly, we must enunciate
the following observation.

Observation 1.1. Let G=(V,E)be agraphandletP = {v € V |d(v) = 1}. Then, 6(G) = o(G\ P).

Observation 1.1 states that a vertex with degree equal to one does not influence the calculation of the stretch index
of a graph, since this edge is in any tree t-spanner of the graph. From now on, we will call vertices with degree equal to
one as pendant vertices. And the edge incident to a pendant vertex is a pendant edge.

Theorem 1.1 characterizes (o = 2)-split graphs.

Theorem 1.1 ([12]). Let G = ((X, Y), E) be a split graph such that Vy € Y, d(y) > 1. Then o(G) = 2 if, and only, G has a
universal vertex, i.e., a vertex which is adjacent to every other vertex of G.

In the next chapters, we characterize (o = 2)-split graphs which are Class 2 or Type 2, and provide polynomial-time
algorithms to color Class 1 and Type 1 (o = 2)-split graphs.
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3-admissible graphs

[]

2-admissible graphs

Split graphs

1-admissible graph
]

Fig. 2. Relation between split graphs and 3-admissible graphs. In particular, some examples of the intersection between split graphs and 2-admissible
graphs.

2. Edge-coloring of (o = 2)-split graphs

In this section we characterize (0 = 2)-split graphs which are Class 2 and we present a polynomial time algorithm
to color the edges of (o = 2)-split graphs that are Class 1. Fig. 4 illustrates the state of the art of the CLASSIFICATION
PROBLEM considering split graphs. All examples depicted in intersection areas of such a diagram were constructed from
some minimal forbidden induced subgraphs of the considered classes. Note that the intersection between split-interval
graphs, split non-comparability graphs and split graphs with o = 3 is empty. The main idea to prove this consists in trying
to construct a graph, supposing by contradiction that one exists, from the only minimal forbidden induced subgraph of
split comparability graphs that is not forbidden for split-interval graphs, which is depicted in Fig. 3. Since we do not want
to obtain a (0 = 2)-split graph, we must not have a vertex in the clique adjacent to each vertex of the independent
set whose degree is greater than or equal to 2. In all possible cases, we obtain either a forbidden induced subgraph for
split-interval graphs or a (o = 2)-split graph, and thus, we conclude that this intersection is empty.

In this work, we are focused on the intersection of the red circle and the blue circle of Fig. 4, i.e.,, (o0 = 2)-split
graphs. Although there are some previous results in the literature for split subclasses which have o = 2, there are infinite
examples of split graphs that could not be classified as Class 1 or 2 before this work. See [5,13,16,20,21] for references of
other graph classes presented in the diagram.

The following definitions and theorems are needed from now on.

A graph G is said to be overfull if |E(G)| > A(G)- | 5 |, where n = |V(G)|.

A graph G is subgraph-overfull if 3H C G such that A(H) = A(G) and H is overfull. A graph G is neighborhood-overfull if
H is induced by a vertex v such that d(v) = A(H) and by all its neighbors. The Observation 2.1 states a sufficient condition
for a graph G to be Class 2.

Observation 2.1. If a graph G is overfull, subgraph-overfull or neighborhood-overfull, then G is Class 2.

In particular for split graphs, we have an equivalence of the concepts of being subgraph-overfull and neighborhood-
overfull, as stated in Theorem 2.1.

Theorem 2.1 ([15]). Let G be a split graph. Then G is subgraph-overfull if, and only if, G is neighborhood-overfull.

Moreover, the following results concerning the classification problem are going to be helpful.

Theorem 2.2 ([24]). Let G = (V, E) be a graph. If |V| is odd and G has a universal vertex, then G is Class 2 if, and only if, G is
subgraph-overfull.
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(a) (b)
@ N/
(c) (d)

Fig. 3. (a) and (b) Minimal forbidden induced subgraphs which are common to both split-interval and split-comparability graphs. (¢) Minimal
forbidden induced subgraph for split-interval graphs, exclusively. (d) Minimal forbidden induced subgraph for split-comparability graphs, exclusively.

@ - Labels:

.............. 3-admissible
- == = Split
Split-Interval

.................. Split-Comparability
"""""" 2-admissible

Split-Indifference

Fig. 4. Some subclasses of split graphs and their relation with the t-admissibility problem.

Theorem 2.3 ([3]). Let G = (V, E) be a graph. If |V| is even and G has a universal vertex, then G is Class 1.

Theorem 2.4 ([9]). Let G be a split graph. If G has an odd maximum degree, then G is Class 1.

Since split graphs with universal vertices and with odd maximum degree are already fully classified, in this work we
consider those without a universal vertex and with even maximum degree. As we deal with (¢ = 2)-split graphs, by
Theorem 1.1, the graphs we consider have at least one pendant vertex. Lemma 2.1 relates the non-existence of pendant
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neighbors of a vertex v to the property of N[v] inducing an overfull graph, where N[v] = N(v) U {v} is the closed
neighborhood of v.

Lemma 2.1. Let G = ((X, Y), E) be a (o = 2)-split graph with even maximum degree and v be a vertex such that d(v) = A(G).
If G[N[v]] is overfull, then v does not have any pendant neighbor.

Proof. Suppose, by contradiction, that for every v such that d(v) = A(G), v has at least one pendant vertex in Ny(v),
where Ny(v) denotes the neighborhood of the vertex v in the independent set Y. Consider |[Ny(v)| = q + 1. Note that
A(G) = (k—1)+q+ 1 = k+ q (where |X| = k) which, by hypothesis, is even. Then |V(G[N[v]])] = k + q + 1. Since
G[N[v]] is overfull, we have that:

k+q+1
—————Jw+q)

IE(GIN[vID)I > { 5

Since k + q is even,
Ll<+q+1J_k+q k+q

5 5 and E(G[N[v]])| =

and this implies:

(k+q)+1

(k+q)?

|[E(GIN[v]])| = + 1.

Thus,

k% + 2kq + g*
E(GIN[v]])| = # 41

Note that this unit added at the end of the expression already represents the edge incident to the considered pendant
vertex and therefore, is already omitted in the following expression. The clique X has @ edges, thus we have at least
K +2kq+q* K2 —k  2kq+k+q’
2 2 2

cross edges, i.e., edges between the clique and the neighbors of v in Y, where none of these vertices is the considered

pendant vertex. Note that, since X is maximal, the greatest number of cross edges incident to a vertex of Y is (k — 1).

Therefore, as we have x vertices in Gy[N[v]] that are not necessarily pendant, the maximum number of cross edges is
q(k — 1) = kq — q. Thus,

2kq + k + ¢*

2

Solving such inequation, we obtain as roots the values: —1+4+/1 — k and —(1++/1 — k). The unique case where these

expressions assume real values is when k = 1. As k denotes the size of the maximal clique, we know that k > 1, so the only

value that is actually possible for k is 1. However, when k = 1, the split graph is a star and consequently, 1-admissible.

This leads us to a contradiction and we conclude that, if G[N[v]] is overfull for some v € X such that d(v) = A(G), then
there cannot exist any pendant vertex in Ny(v).

—(kg—q) <0< q*+2q+k<0.

The lemma above leads us to Theorem 2.5.

Theorem 2.5. Let G = ((X,Y), E) be a (o0 = 2)-split graph, even maximum degree, and let P be the set of pendant vertices of
G. Then G is neighborhood-overfull if and only if Jv € X, such that v is universal in G[V \ P], A(G[N[v]]) = A(G) and G[N[v]]
is overfull.

Proof. Suppose initially that, 3v € X universal in G[V \ P] such that A(G[N[v]]) = A(G) and G[N[v]] is overfull. This
is precisely the definition of a neighborhood-overfull graph and this proves the sufficiency of the theorem. It remains to
show that if G is neighborhood-overfull, then Jv € X universal in G[V \ P] such that A(G[N[v]]) = A(G) and G[N[v]] is
overfull. If G is neighborhood-overfull, then 3x € X, such that d(x) = A(G) and G[N[x]] is overfull. As G is a (0 = 2)-split
graph, we know that Jv € X which is universal in G[V \ P]. Thus, by Lemma 2.1, v does not have any pendant neighbors.

A color c is incident to a vertex v if v or one of the incident edges to v is colored with c. We denote by C(G) the set
of colors used to color the elements (vertices or edges) of the graph G, C[v] the set of colors incident to the vertex v (it
includes the color attributed to the vertex v), and C(v) the set of colors used on the edges of v. We say that j is a new
color if j ¢ C(G). On the other hand, we say that a color c is a missing color of the vertex v if ¢ € C(G) \ C[v].

Observation 2.2. Let G be a graph and u a pendant vertex of G. The existence of a missing color of a vertex v is sufficient to
color the pendant edge uv.
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Theorem 2.6. Let G = ((X,Y),E) be a (o = 2)-split graph with even maximum degree. Then G is Class 2 if and only if G is
neighborhood-overfull.

Proof. Suppose, initially, that G is neighborhood-overfull. Thus, by Theorem 2.1, G is subgraph-overfull, and consequently
Class 2, by Observation 2.1. Next, suppose by contrapositive that G is not neighborhood-overfull. Then, by Theorem 2.5,
Vv € X universal in H = G[V \ P], A(H) # A(G) or H is not overfull. The first case we deal is when A(H) # A(G)
and H is overfull. Therefore, H is Class 2, and since A(H) + 1 colors are used to color the edges of H, for each vertex
x € X, there is at least one missing color in L(x), i.e., the list of missing colors of vertex x. In order to finish the edge
coloring of G, it remains to add all pendant vertices to H and color each added pendant edge. Let v € X be a vertex such
that d(v) = A(G) and suppose dg(v) — dy(v) = i. Since |L(v)|] > 1, it is assured that we use at most i — 1 new colors
to finish such a coloring, and thus, G is Class 1. Now, suppose H is not overfull. By Theorems 2.2 and 2.3, H is Class 1. If
A(H) < A(G) for each added pendant edge is assigned a new color, and G is Class 1. Otherwise, each A(G)-vertex does
not have a pendant neighbor. Let x € X be a vertex such that A(G) — d(x) > 0. Note that |L(x)| = A(G) — d(x) and since
the existence of a missing color is sufficient to color a pendant edge, by Observation 2.2, G is Class 1.

Next, we propose an algorithm that colors the edges of any Class 1 (o = 2)-split graph G. Let P be the subset of
pendant vertices of G. We first color the edges of the graph H = G[V \ P]. Then, we add back the pendant vertices to the
graph H and perform an edge coloring for every edge incident to the vertices of P.

Algorithm 1: Classification of (o = 2)-split graphs

Data: A (o0 = 2)-split graph G = ((X, Y), E) and H = G[V \ P], where p € P iff d(p) = 1.
Result: A classification for G and a A-edge coloring, if G is Class 1.

1if [E(H)| > AH) - |42 | then

2 if A(H) = A(G) then

3 | return G is Class 2;

4 else

5 return G is Class 1;

6 Obtain H, by coloring the edges of H using A(H) + 1 colors;
7 edge-color(G, H,);

8 return A A-edge coloring of G;

9 else

10 return G is Class 1;
1 if A(H) is odd then

12 \ Obtain H, by coloring the edges of H using Behzad’s algorithm;
13 else
14 \ Obtain H. by coloring the edges of H using Plantholt’s algorithm;

15 edge-color(G, H,);
16 return A A-edge coloring of G;

Procedure edge-color(G, H)

Data: A Class 1 (o0 = 2)-split graph G and an edge-colored subgraph H = G[V \ P], where p € P iff d(p) = 1.
1 forall v € V(H) do
2 | L) = (C(H)\C)) = {h, b, ..., I}
forall v € P do
Add vx to H, s.t. Ng(v) = {x};
if L(x) #~ ¢ then
Cv)={L}ie{1,.,k}
L(x) = LO)\ {1}
else
C(v) = {j}, s.t. j is a new color;
forall u € V \ {v, x} do

| L) = L) U j);

© ® N U AW

Fig. 5 depicts an execution of Algorithm 1, considering a specific split graph.

Theorem 2.7. Algorithm 1 is correct and runs in polynomial time.
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(d) (e)

Fig. 5. (a) Split Graph G such that ¢(G) = 2. (b) Subgraph H = G[V \ P]. (c) Edge Coloring of H. (d) Pendant edges missing coloring. (e) Edge Coloring
of G (Observe that the numbers attached to the edges represent the colors assigned to these edges.).

Proof. The correction of Algorithm 1 follows from Theorems 2.2, 2.3, 2.5 and 2.6. Note that the time complexity of
Algorithm 1 depends on the complexity of the algorithm used to color the subgraph H. Moreover, Procedure edge-color
runs in O(n?).

Theorems 2.6 and 2.1 corroborate two edge-coloring famous conjectures considering (o = 2)-split graphs.
The first, and best known, is the Hilton’s Conjecture [10].

Conjecture 2.1 ([10]). Let G be a graph with A(G) > % G is Class 1 if and only if G is not subgraph-overfull.

Note that the characterization provided by Theorem 2.6 holds for any (¢ = 2)-split graph, and thus it also holds for
those with A > “;—' as stated by Hilton.

Corollary 2.1 follows from Theorem 2.6.

Corollary 2.1. The class of (o = 2)-split graphs satisfies Conjecture 2.1.

Figueiredo et al. stated the following conjecture concerning chordal graphs, i.e., graphs without induced cycles of length
at least 4.

Conjecture 2.2 ([15]). Let G be a chordal graph. Then G is Class 2 if, and only if, G is subgraph-overfull.

Since split graphs are chordal graphs and, by Theorem 2.1, being subgraph-overfull and neighborhood-overfull are
equivalent concepts when restricted to split graphs, (o = 2)-split graphs also satisfy Conjecture 2.2.

Corollary 2.2. The class of (o = 2)-split graphs satisfies Conjecture 2.2.

Note that, for the recognition of (¢ = 2)-split graphs with even A(G) that are not neighborhood-overfull, we can,
by Lemma 2.1, exclude some vertices of maximum degree, since only universal vertices in G[V \ P] are candidates to
induce, with their neighborhood, an overfull subgraph. Furthermore, if all these candidates have pendant vertices, still by
Lemma 2.1, we can conclude that G is not an overfull subgraph. Consequently, by Theorem 2.6, we can state the following
sufficient condition.

Corollary 2.3. Let G = ((X,Y), E) be a split graph o(G) = 2, A = {a;|d(a;) = A(G) and a; is universal in G[V \ P]}. If every
a; has one or more pendant vertices, G is Class 1.
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3. Total-coloring of (o = 2)-split graphs

In this section we deal with the Total coloring problem using the same approach we used for the Edge coloring problem.
Next, we present two theorems that allow us to classify (o = 2)-split graphs with respect to the TOTAL COLORING PROBLEM.

Theorem 3.1 (/9]). Let G = ((X, Y); E) be a split graph. If G has even maximum degree A(G), then G is Type 1.

Theorem 3.2 (Hilton’s Condition [1 7_]). Let G be a graph with an even number of vertices. If G has a universal vertex, then G
is Type 2 if, and only if, |E(G)| + &/(G) < @ where o'(G) denotes the size of the maximum matching of G.
Theorem 3.3 characterizes Type 2 (o0 = 2)-split graphs with odd maximum degree.

Theorem 3.3. Let G = ((X,Y), E) be a (0 = 2)-split graph with odd maximum degree and H = G(V \ P). Then G is Type 2 if,
and only if, A(H) = A(G) and H satisfies Hilton’s condition.

Proof. If H satisfies Hilton’s condition and A(H) = A(G), then H is Type 2 and thus G is Type 2. Next, suppose by
contrapositive that A(H) # A(G) or H does not satisfy Hilton’s condition. Firstly, suppose A(H) # A(G) and H satisfies
Hilton’s condition. Therefore, H is Type 2, and since A(H) + 2 colors are used to color the elements of H, for each vertex
x € X, there is at least one missing color in L(x). In order to finish the total coloring of G, it remains to add all pendant
vertices to H and color each added pendant vertex and edge. Let w € X be a vertex such that d(w) = A(G) and suppose
do(w) — dy(w) = i. Since |L(w)| > 1, it is assured that we use at most i — 1 new colors to color the pendant edges. To
finish the total-coloring of G, we assign to each pendant vertex v any color ¢ € C(x), where Ng(v) = {x}. Therefore, G is
Type 1. Now, suppose H does not satisfy Hilton's condition. If A(H) = A(G), then x”(H) = A(H)+ 1 and for each vertex u
such that d(u) < A(G), |[L(u)] > 1. By Observation 2.2, the missing colors in L(u) are sufficient to color each added pendant
edge of vertex u. Pendant vertices are colored the same way as in the previous case. Thus, G is Type 1. On the other hand,
if A(H) # A(G), new colors are necessary to color all added pendant edges. Let w € X be a vertex such that d(w) = A(G)
and suppose dg(w) — dy(w) = i. Since |L(w)| > 1, it is assured that we use at most i new colors to color the pendant
edges. Again, the coloring of pendant vertices follows as the previous cases. Therefore, G is Type 1.

Algorithm 2: Total coloring of (o = 2)-split graphs
Data: A (o0 = 2)-split graph G = ((X, Y), E) and H = G[V \ P], where p € P iff d(p) = 1.
Result: The type of G and a (A + 1)-total coloring, if G is Type 1.
1 if A(H) is even then
if A(H) = A(G) then
| return G is Type 1;
else
return G is Type 1,
Obtain H, using Chen’s algorithm;
total-color(G, H.);
return a (A + 1)-total coloring of G;

© N u A W N

else
if H satisfies the Hilton’s Condition then
if A(H) = A(G) then
| return G is Type 2;
else
return G is Type 1;
Obtain H, using Chen’s algorithm;
total-color(G, H.);
return a (A + 1)-total coloring of G;

[
N O u R W =9

Ise
return G is Type 1,
Obtain H, using Hilton’s algorithm;
total-color(G, H.);
return a (A + 1)-total coloring of G;

NN N = o=
N = © © ®
o

Next we present an algorithm that performs the total coloring of Type 1 (¢ = 2)-split graphs. The main idea is to color
the edges and vertices of H = G[N[v]], which is the (¢ = 2)-split subgraph of G without pendants, using an algorithm
from the literature. Then we reobtain the graph G by the addition of pendant vertices, if any. At this time, to finish the
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Fig. 6. (a) Split graph G such that ¢(G) = 2. (b) Subgraph H = G[V \ P]. (c) Total-coloring of H. (d) Pendant edges and pendant vertices missing
coloring. (e) Edge-coloring of pendant edges. (f) Total-coloring of G (Observe that the numbers attached to the vertices and edges represent the
colors assigned to these vertices and edges.).

total coloring of G, it remains to color these added edges and vertices. The edges are colored according to Procedure
edge-color and the remaining vertices are colored by Procedure total-color.

Procedure total-color(G, H)
Data: A Type 1 (o = 2)-split graph G = ((X, Y), E) and an edge-colored subgraph H = G[V \ P], where p € P iff
dp)=1.
1 forall v € V(H) do

2 | Lv)= (CH)\C(v)) = {h, b, ..., Ik}
3 forall v € P do

4 Add vx to H, s.t. Ng(v) = {x};

5 Color v with any ¢ € C(x);

6 if L(x) # ¢ then

7 | C(v) = {l}, ie(1, ..k} L(x) = L)\ {L}
8 else

9 C(v) = {j}, s.t. j is a new color;

10 forallu € V \ {v,x} do

1 \ L(u) = L(u) U {j};

Fig. 6 shows an application of Algorithm 2 in order to perform the total-coloring of Type 1 (¢ = 2)-split graphs:
Theorem 3.4. Algorithm 2 is correct and runs in polynomial time.

Proof. The correctness of Algorithm 2 follows from Theorems 3.1, 3.2 and 3.3. Note that the time complexity of Algorithm
2 depends on the complexity of the algorithm used to color the subgraph H. Moreover, Procedure total-color runs in O(n?).

4. Concluding remarks and further work

For several years, the coloring problem and its variations for split graphs have been studied mainly considering some
of its subclasses. In this work we considered split graphs in the context of the t-ADMISSIBILITY PROBLEM, which gave us a
new perspective for dealing with the EDGE COLORING PROBLEM and the TOTAL COLORING PROBLEM. We characterized Class 2
and Type 2 (o0 = 2)-split graphs and provided polynomial-time algorithms to color Class 1 and Type 1 (o = 2)-split
graphs. Next step consists in finishing the study of (6 = 3)-split graphs, in this way, obtaining a fully classify split graphs
considering edge and total coloring problems.

Data availability
No data was used for the research described in the article.
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1. Introduction

A proper k-coloring of a graph is an assignment of k colors to its elements (vertices or edges) in which adjacent or
incident elements receive distinct colors. In this case, G is said to be k-colorable. In coloring problems, the goal is usually
to minimize the number of assigned colors, that is, to determine the smallest k for which the graph is k-colorable. In this
text we deal with the EDGE COLORING PROBLEM. In this problem, the smallest k for which the graph is k-colorable is called
the chromatic index and is denoted by x’(G). It is easy to see that the maximum degree A of a graph G is a lower bound
for its chromatic index. Furthermore, Vizing [16] proved that A + 1 is an upper bound for the chromatic index of any
graph G, and thus, graphs can be classified either as Class 1, if they are A-colorable, or as Class 2, otherwise. Therefore,
this problem is also known as the CLASSIFICATION PROBLEM.

A graph G is called a split graph if V(G) can be partitioned into a clique Q and an independent set S. Throughout this
text we denote a split graph as G = ((Q, S), E) and we consider that Q is a maximal clique. Although, the EDGE COLORING
PROBLEM is known to be NP-complete in general [9,15], this problem remains open when restricted to split graphs. There
are several results in the literature related to the edge coloring of split graphs [1,5,14,17]. Furthermore, until a previous
work of ours [7], split graphs have been studied in the context of edge coloring by considering some subclasses such
as split-indifference graphs [11], split-comparability graphs [12] and split interval graphs [8]. Since the goal is to fully
classify split graphs with respect to the edge coloring problem, an interesting question that arises is: which subclasses
are left to be studied in order to finish the fully classification of split graphs?
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The t-ADMISSIBILITY PROBLEM [4], which is another quite challenging problem in general, is known to be polynomially
time solvable for split graphs. This problem aims to determine the smallest t such that a given graph G admits a tree
t-spanner, that is, a spanning tree T in which the greatest distance between any pair of adjacent vertices of G is at most t.
If G admits a tree t-spanner, then G is said to be t-admissible and t is the stretch factor associated to the tree. The smallest
stretch factor among all spanning trees of G is the stretch index of G, denoted by o(G), or simply o. We call a graph G
with o(G) =t a (0 = t)-graph. Split graphs are known to be 3-admissible [13] and therefore the t-ADMISSIBILITY PROBLEM
partitions the class into 3 subclasses: (o = 1)-split graphs (bi-stars, i.e., trees with n vertices and at least n — 2 leaves),
(o = 2)-split graphs or (¢ = 3)-split graphs (see Fig. 1). From the literature [10], we know how to color the edges of bi-
stars and, in a previous work [7], we were able to color the edges of (o = 2)-split graphs. Thus, in order to fully classify the
EDGE COLORING PROBLEM for split graphs, we are left with the study of split graphs with o(G) = 3 (see Fig. 2). In this work,
we fill some gaps in the study of edge-coloring of split graphs by coloring the edges of a subclass of (¢ = 3)-split graphs.

3-admissible graphs

[]

2-admissible graphs

Split graphs

l-admissible graph

N

Fig. 1. Relation between split graphs and 3-admissible graphs.

This text is organized as follows: in Section 1, in addition to this brief introduction, we present some preliminary
definitions which are used throughout this work; in Section 2, we present an overview of the EDGE COLORING PROBLEM
and list some important results; in Section 3, we present our contributions. Finally, in Section 4 we summarize our results
and present the final considerations and future guidelines for research.

1.1. Preliminary definitions

In the following, we list some important definitions that are used in this work [3].

The degree of a vertex v is the number of edges incident to v and is denoted by d(v). If the degree of a vertex v is
equal to 1, v is called a pendant vertex. The highest degree of a graph G is denoted by A(G), whereas the smallest degree
is denoted by §(G). The vertex v with degree equal do A (resp. §) is called a A-vertex (resp. -vertex). A graph G is said
to be overfull if |[E(G)| > A(G) - LgJ where n = |V(G)|. A graph G is subgraph-overfull if 3H C G such that A(H) = A(G)
and H is overfull. A graph G is neighborhood-overfull if H is induced by a vertex v such that d(v) = A(H) and by all its
neighbors. Let C be the set of colors used on the edges of a vertex v. If a color ¢ ¢ C, then c is called a missing color of
vertex v and ¢ € L(v), where L(v) denotes the list of missing colors of the vertex v.

1.2. The t-admissibility problem for split graphs

The t-ADMISSIBILITY PROBLEM was introduced by Cai and Corneil [4] in 1995. The goal of this problem is to obtain a
special spanning tree T of a graph G in which the greatest distance between any pair of adjacent vertices in G is, at most,
t. This spanning tree is called a tree t-spanner and, if G admits such a tree, the graph is said to be t-admissible and t
is the stretch factor associated with a tree T. The smallest value of T for which G is t-admissible is the stretch index of
the graph and is denoted by o(G), or simply o. Deciding whether a graph G is a (¢ = 1)-graph or a (¢ = 2)-graph are
polynomial-time solvable problems. Indeed, it is easy to see that a graph is a (o = 1)-graph if, and only if, it is a tree.
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Labels:

3-admissible
- — — Split
Split-Interval
.................. Split-Comparability

"""""" 2-admissible

Split-Indifference

Fig. 2. Some subclasses of split graphs and their relation with the t-admissibility problem.

Moreover, Cai and Corneil [4] provided a linear-time algorithm to decide if a graph has o(G) = 2. They also settled that,
for t at least 4, the problem is NP-complete. Curiously, the problem is still open when the goal is to decide if a graph has
o(G) = 3. However, there are some classes known to be 3-admissible such as cographs [6] and split graphs [13]. In this
work, we focus on split graphs.

In particular, for split graphs, we have a characterization given by Theorem 1.1 [6], which is important for the results
of this paper.

Initially, we have the following observation.

Observation 1.1. Let G = (V, E) be a graph and let P = {v € V|d(v) = 1}. Then, o(G) = o(G \ P).

From now on, we consider split graphs without pendant vertices.

Theorem 1.1 is the most important theorem concerning the t-admissibility part to this work contributions.
Theorem 1.1 ([6]). Let G = ((Q, S), E) be a split graph such that Vs € S,d(s) > 1. Then o(G) = 2 if, and only, G has a
universal vertex.

We emphasize that our study subject is the class of split graphs with o = 3. Moreover, there is an interesting relation
between (o = 3)-split graphs and (o0 = 2)-split graphs given by the following remark.
Remark 1.1. A (o = 3)-split graph G has an induced subgraph H such that (o(H) = 2) and A(G) = A(H).

Indeed, any subgraph of G induced by a A-vertex and its neighborhood is a (¢ = 2)-split graph with the same A (see
Fig. 3).
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Fig. 3. (0 = 3)-split graph G with an induced subgraph H (highlighted in red color) such that H is (o = 2)-split graph.

2. The edge coloring problem

A proper edge coloring of a graph consists in an assignment of colors to the edges of a graph G = (V, E) such that
edges incident to the same vertex are colored with different colors. From now on, any coloring we refer in the text is
proper. The smallest number of colors needed to color the edges of a graph G is called the chromatic index of G and is
denoted by x’(G). Note that it is easy to see that the maximum degree A of a graph G is a lower bound for x'(G) as we
need A different colors to color the edges incident to a A-vertex. In 1964, Vizing [16] proved that A+ 1 is an upper bound
for the chromatic index of any graph G, and thus, graphs can be classified either as Class 1, if they are A-colorable, or as
Class 2, otherwise. This problem is also known as the CLASSIFICATION PROBLEM. Surprisingly, even with only two possible
values for x'(G), the problem is proved to be NP-complete [9], in general. However, it is open for several graph classes,
for instance split graphs, the class we deal in this paper.

2.1. Known results

Although the EDGE COLORING PROBLEM is open for split graphs, some partial results are known. In this subsection, we
summarize some of these results.

Theorem 2.1 (/2]). Let G be a complete graph K. If n is an even number, then G is Class 1. Otherwise, G is Class 2.

Using an algorithm derived from Theorem 2.1, we are able to color the edges of any complete graph. Furthermore,
it is easy to see that any subgraph H of an even complete graph G, such that A(H) = A(G) is also Class 1 as stated in
Theorem 2.2.

Theorem 2.2 ([2]). Let G be a graph with a universal vertex and an even number of vertices. Then G is Class 1.

For graphs with an odd number of vertices and a universal vertex, we have the following theorem.

Theorem 2.3 (Plantholt’s Result [14]). Let G be a graph with an universal vertex and an odd number of vertices. Then G is
Class 2 if, and only if, G is subgraph-overfull.

The technique presented by Plantholt [14] colors with A(G) colors the edges of any graph G (not overfull) with an
odd number of vertices such that A(G) = |V(G)| — 1. The algorithm colors the edges of a graph H* with the same
maximum degree and number of vertices of G, and exactly A(G) - LW(Z—G)'J edges. We call H* a saturated graph, as the
addition of a single edge to H* transforms H* into an overfull graph. Note that H can already be a saturated graph.
Next, Plantholt provides a partition of the vertex set into two subsets L and R, such that H*[R] is a complete graph,
L] = %*) 4+ 1= |R| + 1 and H*[L] is not subgraph-overfull. The author states that H*[R] and H*[L] can be both colored

A(H*)

with the same set of =5— colors. In the following, the author considers another subgraph B = (R, L), which is a bipartite

graph and assures that, in general, can be colored with another set of %*) colors. Thus, x/(H*) = A(H*). Note that H*

is a supergraph of G and the main idea of Plantholt’s method is: if we can color the edges of H* with A(H*) colors, then

we can color the edges of any subgraph of H* (which maintains the number of vertices and the maximum degree of H)

with A(H*) colors, since removing edges cannot increase the chromatic index of a graph. In particular we can color G.
Chen et al. [5] provided an algorithm to color the edges of any split graph with an odd maximum degree.

Theorem 2.4 ([5]). Let G be a split graph with an odd maximum degree. Then G is Class 1.

Almeida et al. [1] presented a sufficient condition for a split graph G to be Class 1.

Theorem 2.5 ([1]). Let G = ((Q, S), E) be a split graph. If there exists some v € S s.t |—'%-| <d(v) < %G), then G is Class 1.

423



F. Couto, D.A. Ferraz and S. Klein Discrete Applied Mathematics 380 (2026) 420-430
2.2. (o = 2)-Split graphs

As mentioned before, Plantholt’s method can color the edges of any graph, not overfull, with a universal vertex and
an odd number of vertices. Since (o = 2)-split graphs (without pendants) have a universal vertex, it is possible to color
the edges of any (o0 = 2)-split graph with an odd number of vertices using such a method. However, there is no specific
way to obtain the saturated graph H* from a graph H, in general. Interestingly, the structure of some (o = 2)-split graphs
allows us to use a specific algorithm to build the graph H*. In general, there is just one property that the saturated graph
must satisfy: its number of edges, which is exactly |[E(H*)| = A(H*) - LMJ The algorithm we present to construct H*

2
can be applied to a (o = 2)-split graph H in which §(H) < % Fig. 4 depicts an application of Algorithm 1.

Algorithm 1: Construction of a special saturated graph

Data: A graph H = ((Q, S), E) with a vertex sq, such that d(s{) < #, and a universal vertex
1if |Q| < |V(H)| — 1 then
2 \ Add to Q each vertex of S but s;, obtaining a clique Q* of size |[V(H)| — 1

3 if |[E*| < A(H*)- le(zﬂJ E* = E UE' where E’ are the edges added to obtain Q* then

4 ‘ Add to s; edges in order to obtain d(s;) = A(zH*)

s return H* = ((Q*, S* = {s1}), E®)

Fig. 4. Construction of a saturated graph using Algorithm 1. The dashed ellipses denote the cliques of each graph and the thicker dashed lines
denote added edges.

Lemma 2.1. If H is (o = 2)-split graph, not overfull, without pendant vertices, with an odd number of vertices and with
S(H) =d(s1) < w then the saturated graph H* presented in Algorithm 1 can be built.

Proof. Since H is (o = 2)-split graph without pendant vertices, A(H) = |V(H)| — 1. The saturated graph H*, in this case,
must have exactly
VH) -1 _ (V(H) ~ 1)°
2 2
edges (because |V(H)| is odd). If H has one big clique of size |V(H)| — 1, this clique has

(IVH)I = DAVH) = 2) _ IV(H)I> = 3|V(H)| +2
2 2

edges. This number subtracted from the total number of edges of H* is
saturated graph. If

d(s) < %

it is possible to finish the construction of H*. O

(IV(H) - 1)-

V(H)|
2

[V(H)-1
2

=1 je, edges are needed to obtain a

Remark 2.1. Given a vertex q € Q(H*), A — 1 < duy+(q) < A. Moreover, for the only vertex s; € S(H*), dy=(s1) =
which means that s; is adjacent to half of the clique in H*.

4
2 ’

3. A polynomial-time algorithm

In this section, we propose a polynomial-time algorithm to color the edges of any (o = 3)-split graphs without pendant
vertices with even A(G) (otherwise by Theorem 1.1, G is Class 1) and with a vertex s; € S(G) such that d(s7) is @ and
s1 is adjacent to a A-vertex of G. As mentioned before, split graphs can be partitioned into three parts according to the
t-admissibility problem: (o = 1), (c = 2) and (¢ = 3)-split graphs. The problem is already solved and proved to be
polynomial for (¢ = 1) and (o = 2) split graphs [7].
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Note that, by hypothesis, there is vertex s; € S(H), adjacent to some A-verteX. In the following, we present the main
idea of Algorithm 2.

First, we determine H, a (0 = 2)-split induced subgraph of G (without pendants). Since H has a universal vertex
and A(H) is even, it can be edge-colored with Plantholt’s Method using a saturated graph H* according to Algorithm 1
described in Section 2.2. Next, for each edge in E(H*\ H), we update the list of missing colors of the vertices of G, denoted
by L(v), Vv € V(G), with the colors associated to these edges of E(H* \ H). Note that the list of missing colors of vertices
that are in V(G \ H) are updated with A colors. Finally, we reobtain the graph G which is now partially edge-colored. It
remains to color E(G \ H). The main idea here is to extend Plantholt’s coloring and to use the missing colors to finish the
edge coloring of G.

Extending Plantholt’s coloring. Remark 3.1 follows from Algorithm 1

Remark 3.1. For any vertex x € V(G), dg(x) < dp=(x) + 1.

Thus, given an edge wx, w € (V(G) \ V(H*)) there are only two possibilities: there is an edge of E(H* \ H) incident to
X, say xx', whose color can be attributed to wx; or not (it occurs iff dg(x) = dy+(x) + 1).

Lemma 3.1. Let wx € E(G\ H) such that dg(x) = A and dy+(x) = A — 1. Then there is only one color available to be assigned
to wx.

Proof. Since H* is A-edge colored by Plantholt’s coloring, there is only one missing color available to color wx. O
Observation 3.1. Note that s, is not adjacent to any (A — 1)-vertex in H*.

Lemma 3.2. Given a saturated graph H* (according to Algorithm 1), the missing colors of each (A — 1)-vertex of H* are
mutually distinct.

Proof. Let g be a A-vertex of H* and s; be the vertex of S(H*). Note that there are % vertices adjacent to s; and other
% vertices not adjacent to s;. We affirm that the color of gs; is a missing color of some (A — 1)-vertex of H*. Suppose
by contradiction that each (A — 1)-vertex has an incident edge colored with the color of gs;. In this case, these % edges
are incident to the A-vertices of H* but q. Thus, there is a color conflict at one of them, which leads to a contradiction.
Similar arguments can be applied to prove that each color of the edges incident to s; in H* is a missing color of some
(A — 1)-vertex of H*. Moreover, by Remark 2.1, each (A — 1)-vertex of H* has exactly one missing color, and since H* is
properly edge colored, these colors are mutually distinct. O

Lemma 3.3. Let v € V(H). If dy=(v) > dg(v) > dy(v), then there is a color assignment (not necessarily proper) to the edges
of E(G \ H) which are incident to v. We call this color assignment an extension of Plantholt’s Method.

Proof. If dy«(v) > dy(v), then at least one edge was added to v in the saturated graph H*. Moreover, these added edges are
colored by Plantholt’s method and, since these edges are not present in H, they are discarded. However, if dg(v) < dy+(v),
then all colors applied to the added edges during Plantholt’s Algorithm can be used to color these edges that are in G, but
not in H. Note that this color assignment is not necessarily proper. O

Fig. 5 depicts an extension of Plantholt’s method.

Fig. 5. On the left, a (o0 = 3)-split graph G and a corresponding saturated graph H* in which the dashed lines denote the added edges to G in order
to obtain H*. Note that H* is edge colored and the only edges that are not colored are dj, ej and fj. On the right we have an edge coloring of the
graph G obtained by an extension of Plantholt’s method. Note that the color assigned to fj, for instance, is the same color used to color the edge fi
in H*.

We denote the color assigned to an edge e of E(G \ H*) through a correspondence with some edge e’ of E(H* \ H)
colored using Plantholt’s Method by color(e)p), e € E(G\ H*) and e’ € E(H* \ H).
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The main idea of extending Plantholt’s edge coloring is: for each edge wx € E(G\ H), if there is an edge xx’ of E(H* \ H),
x, X' € Q(G), then wx is colored with the color of xx. This extension can provoke some color conflicts concerning the colors
incident to w. Finally, in order to finish the edge coloring of G, some missing colors must be applied to the edges in cases
in which the degree of the clique vertex in G is greater than the degree of this vertex in H*. Each conflict, if any, is solved
by a sequence of swap of colors, according to Lemma 3.4.

Providing a proper edge coloring. The process of extending Plantholt’s coloring constructs an auxiliary structure D* called
Color Trail, which is a graph that can be briefly described as follows: The Color Trail D* contains all edges incident to a
vertex w € V(G \ H) with color conflicts, and these edges are placed from the left to the right beginning with the color
with the greatest number of conflicting edges. Each edge wx € E(G \ H) is represented as a solid edge. If there is an edge
xx' € E(H* \ H) and the color assigned to xx’ by Plantholt’s algorithm is assigned to wx by Algorithm 2, then we say that
wx is paired with xx', which is represented in the Color Trail by a dashed line. If the color of the edge wx does not come
from an edge of E(H* \ H), then in the Color Trail there is no dashed edge paired with wx. There is only one rule to order
the edges in the construction of the Color Trail: for each color, the rightmost edge is the one with no dashed pair, if one
exists. Observe Fig. 8.

Observation 3.2. Note that, since dg(s;) = % s1 is never in the Color Trail.

Although, by Lemma 3.2 the missing colors of each (A — 1)-vertex of H* are mutually distinct (for example the edges
wus, wuy and wus in Fig. 6), a conflict of color might happen between an edge colored with one of these colors and
an edge whose color comes from a Plantholt’s extension. Since dy«(s1) = dg(s1), S1 cannot be used in a color extension.
Otherwise, a color conflict which is depicted in Fig. 6 can occur. Thus, if there is a color conflict between a missing color
of an edge wu; and a color of an edge wu;, j < i that comes from a Plantholt’s extension, then there exists a vertex
s’ # s1 € S(G) such that the colors of the edges wu; and s'uy; can be swapped.

Algorithm 2: Main Algorithm

Data: An edge coloring of H*, the graph G and the subgraph H.
1 forall wx € E(G\ H) do
if A = dg(x) > dy«(x) then
Assign the missing color of x to wx
Remove c(wx) from L(w)
Ise
if dg(x) = dy+(x) then
co(wx) < cy=(xx'), xx' € E(H* \ H)
Remove c(xx’) from L(w)
else
forall xx' € E(H* \ H) do
if c(xx') € L(w) then
co(wx) < cy=(xx')
Remove c(xx') from L(w)
break
else
cg(wx) < cy=(xx’), for some edge xx' € E(H* \ H)
Remove c(xx') from L(w)
forall w € V(G\ H) do
if there is a conflict of colors at w then
Let C = {c1,¢2, ..., ¢}, j = 2 be a non-increasing sequence of colors w.r.t the number of conflicts
Construct the color trail D*
foralli=2,...,d(w) do
Color-Swap(G, H*, £, D*, i)
forallk=1,2,...,i—2do
forallj=i—1,...,1do
if co(wx;) = cc(wx;) then
| Color-Swap(G, H*, £, D*, i)
28 break
29 return A A-edge coloring of G

© o NS AW N
[1°]
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Lemma 34. Let w € V(G\H), x,y € Q(G), and suppose color(wx)pry = color(wy)per. There is a swap of colors which leads
to a proper edge coloring assignment.

Proof. First, note that if color(wx)p’y = color(wy)pe), then there are two different vertices of H*, say a, b with a, b # s,
such that ax = ¢’ and by = e” receive the same color assignment in H*. Moreover, the edges ay, bx € E(G), otherwise,
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wx and wy would have been colored using the colors that were incident either to a or either to b, and the edge coloring
would be proper. Thus, it is possible to swap the colors of the edges ay and wy, since the color used at wy is a missing
color of vertex a. Note that the color conflict at w is solved once both colors were assigned to vertex a by Plantholt’s edge
coloring. O

9.9 © ® 90 ©

D @

Fig. 6. A color trail of a graph in which d(s;) < @ Note that in this case s; is used in a color extension and there is a color conflict between
edges wug and wus (colored using a missing color of u3). Moreover, since sjus is a non-edge of H*, the color swap does not apply.

Fig. 7 depicts a color swap.

Fig. 7. On the left there are two conflicting edges: wx, wy colored with color 1. On the right, wx remains colored with color 1 and wy and ya
swapped colors.

Note that once the colors of two edges are swapped, other conflict of colors can happen. These conflicts are treated
by Procedure Color-Swap. The idea is that the swaps occur linearly, from the left to the right considering the color trail.
And the number of swaps for each edge has an upper bound according to the position of the edge in the Color Trail.

Procedure Color-Swap(G, H*Z, D*, i)
Data: An edge coloring of G (not proper), the subgraph H*, a collection £ of the lists of missing colors, the color
trail D* and an index i.

1 forall j=i-1, ..., 1 do

2 if cg(wx;) € L(xj/.) then

4 caux < Cc(wx;)

5 Remove caux from L(xJ’.*)

6 Add c(;(x,-x];) to L(xj’.*)

7 Co(wxi) < Cue(XiX;: )

8 Cc(XiXj) < Caux

Figs. 8,9, 10 and 11 show an application of Procedure Color-Swap in resolving some color conflicts on a vertex w of
degree 5. Note that in this example, only two colors are used on the edges incident to w. One of these colors is used three
times and the other color is used two times, thus resulting in four color conflicts.

Lemma 3.5. If there is a color conflict between edges wx; and wx; there is a vertex x]’.* # s1 in the independent set of G which
has such a color as a missing color, for 1 < j* < i in the color trail.
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(a) (b)

e

Fig. 9. The next conflict treated by the algorithm is the one involving the edges wx, and wx;. Note that, for this second conflict, two swaps are
needed.

ta _ a @ o eolJla aq @ @ o]
G e RO

Lo @ ® Qe @ @ @

Fig. 10. The third conflict involves the edges wx; and wxy. Just like the previous conflict, two swaps are necessary.
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Fig. 11. The fourth and final color conflict needs three swaps to be resolved.

Proof. First note that, since dy«(s1) = dg(s1), S1 is not paired with any other vertex in the Color Trail. Thus x]f* # S1.
Suppose there is a color conflict between edges wx; and wx;, j < i. There are two cases to analyze.

Case 1: wx; did not swap

In this case, x; is paired with x]’. and x]’. is a vertex in the independent set of G with the color of wx; in its list of missing
colors.

Case 2: wx; swapped at least once

Suppose wx; swapped with xjxf, 1 <j* < i. Note that the color of xjxf was assigned to wx; and, according to line 6 of
Procedure Color-Swap, this color was added to the list of missing colors of xj’.*. O

Lemma 3.6. If there is a color conflict between edges wx; and wx;, such that i > j, then the only edge incident to w that has
its color swapped is wx;.

Proof. Note that by Procedure Color-Swap, the swap of colors occurs between two edges: wx; and xix]f* where j* is
the position in the color trail of the leftmost vertex of the independent set of G which has the conflicting color in its
list of missing colors. Therefore, the only edge incident to w that has its color changed is wx;, i.e.,, none of the edges
wx;, 1 <1 <i— 1 have its color changed. O

Lemma 3.7. Let w € V(G\H). For each edge incident to w at position i from the left to the right in the color trail, 1 < i < d(w),
at most i — 1 swaps are needed.

Proof. A color conflict consists of two edges incident to the vertex w: the one in the ith position of the color trail and
another one on its left. Once a swap is made, other color conflicts might happen. If the conflict is with a color assigned
to an edge on the left of wx;, then wx; is swapped. Since there are i — 1 edges on the left of wx;, at most i — 1 swaps are
made. Otherwise, by Lemma 3.6, the color of wx; does not change. O

Corollary 3.1 follows from Lemma 3.7.
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Corollary 3.1. For each w € V(G \ H) the number of swaps is O(d*(w)).
Lemma 3.8. Procedure Color-Swap is correct and runs in polynomial time.

Proof. The correctness of Procedure Color-Swap follows from Lemmas 3.4, 3.5, 3.6 and 3.7. Moreover, it is easy to see
that the procedure runs in O(n?)-time. 0O

Lemma 3.9. The Main Algorithm (Algorithm 2) is correct and runs in polynomial time.

Proof. The correctness of Algorithm 2 follows from Remark 3.1 and Lemmas 2.1, 3.1, 3.2 and 3.8. Moreover, it runs in
O(n’)-time. O

. . . . _ AG) i
”gleOI'Iem 3.1. Let G be a (o = 3)-split graph. If there is a vertex v € S(G) adjacent to a A-vertex and d(v) = ==, then G is
ass 1.

Proof. Since the graph G is a (o = 3)-split graph which has a vertex v € S(G) adjacent to a A-vertex and d(v) = @, by
Remark 1.1, there is a (o0 = 2)-split graph H with maximum degree A that contains v. Thus, the saturated graph H* can
be constructed following the steps presented in Algorithm 1. Therefore, Algorithm 2, which is correct by Lemma 3.9, can
be applied, and a A-edge coloring of G is given as an output. O

4. Conclusion

In this work, we classify as a Class 1 graph any (o = 3)-split graph G with a vertex v € S(G) adjacent to a A-vertex and
dlv) = @. Moreover we provide a polynomial-time algorithm, Algorithm 2, that performs a A-edge coloring for these
graphs. We think some improvements can be done concerning the algorithm, so that its time complexity can be reduced.
We are already working to extend the Main Algorithm (Algorithm 2) to solve the problem for more (¢ = 3)-split graphs.
These results bring us closer to fully classify split graphs with respect to the EDGE COLORING PROBLEM.

Data availability

No data was used for the research described in the article.
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Abstract

A split graph is a graph whose vertex set can be partitioned into a clique
and an independent set. A connected graph G is said to be t-admissible
if admits a spanning tree in which the distance between any two adjacent
vertices of GG is at most t. Given a graph G, determining the smallest ¢ for
which G is t-admissible, i.e., the stretch index of G denoted by o(G), is the
goal of the t-ADMISSIBILITY PROBLEM. Split graphs are 3-admissible and
can be partitioned into three subclasses: split graphs with ¢ = 1, 2 or 3.
In this work we consider such a partition while dealing with the problem
of total coloring a split graph. The Total Coloring Conjecture states that
any graph can be total colored with A 4+ 1 or A + 2 colors and thus can be
classified as Type 1 or Type 2, respectively. The class of split graphs satisfies
the TCC and the total coloring problem is open for split graphs, in general.
The classification of (¢ = 1) and (0 = 2)-split graphs is known. In previous
results, we classified a subclass of (o = 3)-split graphs in the context of edge
coloring. In this paper, we improve the strategy used on the edge coloring
of (o = 3)-split graphs and we extend this strategy in order to total color a
subclass of (o = 3)-split graphs.

Keywords: split graphs, t-admissibility, total coloring, edge coloring

1. Introduction

A proper k-coloring of a graph is an assignment of k£ colors to its elements
(vertices or edges) in which adjacent or incident elements receive distinct col-
ors. In this case, G is said to be k-colorable. In coloring problems, the goal
is usually to minimize the number of assigned colors, that is, to determine
the smallest & for which the graph is k-colorable. In this text, we approach



the TOTAL COLORING PROBLEM. In this problem, the smallest & for which
the graph is k-colorable is called the total chromatic number and is denoted
by x"(G). Given a graph G with maximum degree A(G), it is easy to see
that A(G) 4+ 1 is a lower bound for x”(G). The Total Coloring Conjec-
ture (TCC), posed independently by Vizing [1| in 1964 and Behzad [2]| in
1967, states that the upper bound for the total chromatic number of any
graph G is A(G) + 2. Therefore, this conjecture suggests that the inequality
A(G) +1 < X"(G) < A(G) + 2 holds for any graph G. In this context,
graphs can be classified either as Type 1, if they are (A + 1)-colorable, or as
Type 2, otherwise. A graph G = (V| E) is called a split graph if V(G) can
be partitioned into a clique ) and an independent set S. In this text, we
use the notation G = ((Q, 5), F) to represent a split graph G. The TOTAL
COLORING PROBLEM is known to be NP-complete in general [3], and even
for structured graph classes such as regular bipartite graphs, the problem is
known to be NP-complete [4]. However, this problem remains open for the
class of split graphs. Moreover, it is also known that the class of split graphs
satisfies the TCC [5]. There are some results in the literature related to the
total coloring of split graphs: every split graph with even maximum degree is
Type 1 [5], an exact total coloring for even maximum degree dually chordal
graphs [6], conditions for split-indifference graphs to be Type 2 and to be
Type 1 showing a corresponding total coloring which uses A 4 1 colors [7].
In a previous work [8], we studied the TOTAL COLORING PROBLEM re-
stricted to a subclass of split graphs. Since the goal is to resolve the TOTAL
COLORING PROBLEM with respect to split graphs, an interesting question
that arises is: which subclasses are left to be studied in order to solve this
problem for split graphs? The ¢-ADMISSIBILITY PROBLEM [9], which is an-
other quite challenging problem in general, is known to be polynomially time
solvable for split graphs [10]. This problem aims to determine the smallest ¢
such that a given graph G admits a tree t-spanner, that is, a spanning tree
T in which the greatest distance between any pair of adjacent vertices of G
is at most ¢t. If G admits a tree t-spanner, then G is said to be t-admissible
and t is the stretch factor associated to the tree. The smallest stretch factor
among all spanning trees of G is the stretch index of G, denoted by o(G),
or simply 0. We call a graph G with o(G) =t a (0 = t)-graph. The ¢-
ADMISSIBILITY PROBLEM is known to be NP-complete, for any fixed ¢t > 4
as proved by Cai and Corneil [9], who left the 3-ADMISSIBILITY PROBLEM
open [9]. Split graphs are known to be 3-admissible [10] and therefore the
t-ADMISSIBILITY PROBLEM partitions the class into 3 subclasses: (o = 1)-
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split graphs (bi-stars, i.e., trees with n vertices and at least n — 2 leaves),
(o = 2)-split graphs or (o = 3)-split graphs. Since every (o = 1)-split graph
is a tree, from the literature [11], we know that every tree, except for the
complete graph K>, is Type 1. In a previous work [8|, we were able to solve
the TOTAL COLORING PROBLEM for (0 = 2)-split graphs. Thus, in order
to fully resolve the TOTAL COLORING PROBLEM for split graphs, we are left
with the study of split graphs with o(G) = 3. In this work, we fill some gaps
in the study of total coloring of split graphs by total coloring a subclass of
(o = 3)-split graphs. The results presented in this paper are inspired by the
approach we used to solve the EDGE COLORING PROBLEM for a subclass of
(o = 3)-split graphs in [12].

This work is organized as follows: in Subsection 1.1 we describe the state
of the art for the ¢t-ADMISSIBILITY PROBLEM on the class of split graphs.
In Section 2 we describe the EDGE COLORING PROBLEM and enunciate an
improvement on a result presented in a previous work for the edge coloring of
split graphs [12]. In Section 3 we describe the TOTAL COLORING PROBLEM
and list the known results that impact the study of this problem on split
graphs. In Section 4 we enunciate our results for the total coloring of split
graphs and propose a polynomial-time algorithm.

1.1. The t-admissibility Problem for split graphs

The t-ADMISSIBILITY PROBLEM was introduced by Cai and Corneil [9)
in 1995. The goal of this problem is to obtain a spanning tree T of a graph
G in which the greatest distance between any pair of adjacent vertices in G
is, at most, t. This spanning tree is called a tree t-spanner and, if G admits
such a tree, the graph is said to be t-admissible and t is the stretch factor
associated with a tree T'. The smallest value of T" for which G is t-admissible is
the stretch index of the graph and is denoted by o(G), or simply o. Deciding
whether a graph G is a (0 = 1)-graph or a (0 = 2)-graph are polynomial-time
solvable problems. Indeed, it is easy to see that a graph is a (o = 1)-graph if,
and only if, it is a tree. Moreover, Cai and Corneil |9] provided a linear-time
algorithm to decide if a graph has o(G) = 2. They also settled that, for ¢
at least 4, the problem is NP-complete. Curiously, the problem is still open
when the goal is to decide if a graph has ¢(G) = 3. However, there are some
classes known to be 3-admissible such as cographs [13] and split graphs [10].
In this work, we focus on split graphs.

In particular, for split graphs, we have a characterization given by Theo-
rem 1.1 [13], which is important for the results of this paper.
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Initially, we have the following observation.

Observation 1.1. Let G = (V, E) be a graph and let P = {v € V|d(v) = 1}.
Then, o(G) = o(G \ P).

From now on, we consider split graphs without pendant vertices.
Theorem 1.1 is the main result concerning the t-admissibility of split
graphs.

Theorem 1.1 ([13|). Let G = ((Q,S), E) be a split graph such that Vs €
S,d(s) > 1. Then o(G) =2 if, and only, G has a universal vertex.

We emphasize that our study subject is the class of split graphs with
o = 3. Moreover, there is an interesting relation between (0 = 3)-split
graphs and (o = 2)-split graphs given by the following remark.

Remark 1.1. A (o = 3)-split graph G has an induced subgraph Gy such that
o(Gy) =2 and A(G) = A(Gy).

Indeed, any subgraph of G induced by a vertex of maximum degree that
we simply call a A-vertex and its neighborhood is a (o = 2)-split graph with
the same maximum degree A.

2. The Edge Coloring Problem

A proper edge-coloring of a graph G consists in an assignment of colors
to the edges of G such that edges incident to the same vertex are colored
with different colors. From now on, any edge-coloring we refer in this text
is proper. The smallest number of colors needed to edge-color a graph G is
called the chromatic indez of G and is denoted by x'(G). Note that it is easy
to see that, for any graph G, A(G) is a lower bound for x'(G) as we need A
different colors to color the edges incident to a vertex v such that d(v) = A,
which we denote as a A-vertex. In 1964, Vizing stated an upper bound for
the chromatic index of any graph G [1], which is A(G) + 1. Thus, graphs
can be classified either as Class 1, if they are A-edge-colorable, or as Class 2,
otherwise. The EDGE COLORING PROBLEM is known to be NP-complete in
general [14]. However, this problem remains open for several graph classes,
for instance split graphs, the class we deal in this paper. The following
subsection lists some partial results on the EDGE COLORING PROBLEM which
relates to split graphs.



2.1. Known Results

As said before, the EDGE COLORING PROBLEM is open for split graphs,
but some partial results are known. In this subsection, we summarize some
of these results.

Theorem 2.1 (|2]). Let G be a complete graph K,,. If n is an even number,
then G is Class 1. Otherwise, G is Class 2.

Using an algorithm derived from Theorem 3.1, we are able to color the
edges of any complete graph. Furthermore, it is easy to see that any subgraph
H of an even complete graph G, such that A(H) = A(G) is also Class 1 as
stated in Theorem 3.2.

Theorem 2.2 (|2]). Let G be a graph with an universal vertex and an even
number of vertices. Then G is Class 1.

For graphs with an odd number of vertices and a universal vertex, we
have the following theorem.

Theorem 2.3 (Plantholt’s Result [15]). Let G' be a graph with an universal
vertex and an odd number of vertices. Then G is Class 2 if, and only if, G
s subgraph-overfull.

Chen et. al [5] provided an algorithm to color the edges of any split graph
with an odd maximum degree.

Theorem 2.4 ([5]). Let G be a split graph with an odd mazimum degree.
Then G s Class 1.

Therefore, all split graphs we study in this paper when dealing with the
EDGE COLORING PROBLEM have even maximum degree.

In a previous work [12], we solved the EDGE COLORING PROBLEM for a
subclass of the (¢ = 3)-split graphs.

Theorem 2.5 ([12]). Let G be a (0 = 3)-split graph. If there is a vertex

s1 € S(G) adjacent to a A-vertex and d(s;) = #, then G is Class 1.

In order to achieve the result stated by Theorem 2.5, we used a struc-
ture called Color Trail. The main goal of the Color Trail is to resolve color
conflicts which might appear after we extend the edge-coloring performed by
Plantholt’s algorithm of a (¢ = 2)-split subgraph G; of a (¢ = 3)-split graph

5



G. The Color Trail is an auxiliary structure D*, which is a graph that can
be briefly described as follows: D* contains all edges incident to a vertex
w € V(G \ Gy) with color conflicts, and these edges are placed from the left
to the right beginning with the color with the greatest number of conflicting
edges. Each edge wx € E(G\ G;) is represented as a solid edge. If there is an
edge z2’ € F(G7\ G1) and the color assigned to zz’ by Plantholt’s algorithm
is assigned to wx by our coloring extension algorithm, then we say that wx
is paired with zz’, which is represented in the Color Trail by a dashed line.
If the color of the edge wx does not come from an edge of E(G7 \ G1), then
in the Color Trail there is no dashed edge paired with wx. With the Color
Trail, we can solve all the edge-coloring conflicts. There is only one rule to
order the edges in the construction of the Color Trail: for each color, the
rightmost edge is the one with no dashed pair, if one exists. Figure 1 depicts
an example of the Color trail.

Figure 1: A Color Trail and an elimination of a color conflict.

2.2. Improving the edge-coloring of (o = 3)-split graphs
In this section, we present a new version of the algorithm which builds
the saturated graph H* presented in [12]. The saturated graph is the graph

with exactly A(G) - {&QG”J considered by Plantholt in order to edge-color

a graph G with a universal vertex and odd number of vertices. This new
version increases the range of (0 = 3)—split graphs in which we can perform
a proper edge-coloring with A colors. In our previous paper [12], we observed
that the Color Trail might not work if some color extension from s; is needed.
So, in order to avoid this, we demanded s; to have degree precisely equal to
A(QG), because no addition of edges are made in this case to construct the
saturated graph. If some smart choices in the construction of the saturated




graph are possible to be applied, it is sufficient to have a vertex s; € S with
degree d(s1) < # adjacent to a A-vertex of G. We observed that if the
number of edges we need to add to s; in order to construct the saturated
graph is at most the number of clique vertices in the subgraph H which
are not adjacent to s; and do not have any neighbors in G \ H, we can
make s; adjacent to these clique vertices in H* and thus no color extension
from s; is applied. Let Q" = {¢|¢i € Nu(s1) such that Nevu(q:) = 0}
denote the set of these vertices. If there are not such vertices enough (i. e.
# —dy(s1) > |Q’|), but there are vertices ¢; whose neighborhood in G\ H
is smaller than their non-neighborhood in H in sufficient number to finish
the construction of the saturated graph, than no color extension from s; is

required as well. Let Q" = {¢i|¢; € No(s1) such that de\u(q;) < dg(q:)}. If

none of these conditions is satisfied (i.e. # —dy(s1) > |Q'+|Q"]), we can
not guarantee a proper edge-coloring using the Color Trail, so we stop the

construction of the saturated graph.

Definition 2.1. Let H be a (0 = 2)-split subgraph of G with A(H) = A(G).
H is called an intel graph, if there is a vertex s; € Sy adjacent to a A-vertex
such that d(s;) < [#W and [#W —dy(s1) < Q'+ 1Q"|.

Algorithm 1 presents the new version of the algorithm described in [12],
which receives as input data an intel graph H, if one exists. Otherwise, this
construction might not lead to a proper A-edge coloring of G.

Algorithm 1: Refined construction of the special saturated graph
H*
Data: An intel graph H = ((Q, 5), E') with even A(H).
1if |Q| < |V(H)| — 1 then
2 Add to @ each vertex of S but sy, obtaining a clique Q* of size
V(G| -1

3 if |E*| < A(H) - L&QH”J , E* = EUE where E' are the edges added

to obtain Q* then
Make s; adjacent to any of the vertices of (' or Q" such that the
vertices of ()’ are prioritized in order to obtain d(s;) = w

5 return H* = ((Q*,5* = {s1}), E*)
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3. The Total Coloring Problem

A proper total coloring of a graph G consists in an assignment of colors
to the vertices and edges of G such that edges incident to the same vertex
are colored with different colors, adjacent vertices receive different colors
and edges receive different colors from the vertices which they are incident.
From now on, any total coloring we refer in the text is proper. The smallest
number of colors needed to total color a graph G is called the total chromatic
number of G and is denoted by x”(G). Note that it is easy to see that, for
any graph G, A(G)+1 is a lower bound for x”(G) as we need A different
colors to color the edges incident to a A-vertex and one color to color the
vertex itself. The Total Coloring Conjecture (TCC), posed independently by
Vizing [16| and Behzad [17] states that A(G) + 2 is an upper bound for the
total chromatic number of any graph G, and thus, graphs can be classified
either as Type 1, if they are A + 1-colorable, or as Type 2, otherwise. The
TOTAL TOLORING PROBLEM is known to be NP-complete in general [3].
Moreover, the problem is proved to be NP-complete even for elementary
graph classes such as bipartite graphs [4] which shows us how challenging this
problem is. However, this problem remains open for several graph classes,
for instance split graphs, the class we deal in this paper.

3.1. Known Results

As said before, the TOTAL COLORING PROBLEM is open for split graphs.
Furthermore, split graphs satisfy the Total Coloring Conjecture [5], i.e., given
a split graph G, we know that A(G) + 1 < x"(G) < A(G) + 2. Although
this problem remains open for split graphs, some partial results are known.
In this subsection, we summarize some of these results.

Theorem 3.1 (|2]). Let G be a complete graph K,,. If n is an odd number,
then G is Type 1. Otherwise, G is Type 2.

Using an algorithm derived from Theorem 3.1, we are able to total color
any complete graph. Furthermore, it is easy to see that any subgraph H of
an odd complete graph G, such that A(H) = A(G) is also Type 1 as stated
in Theorem 3.2.

Theorem 3.2 (|2|). Let G be a graph with an universal vertex and an even
maximum degree. Then G is Type 1.



Chen et. al [5] provided an algorithm to total color any split graph G
with an even maximum degree with A(G) + 1 colors.

Theorem 3.3 ([5]). Let G be a split graph with an even mazimum degree.
Then G is Type 1.

Therefore, all split graphs we study in this paper when dealing with the
TOTAL COLORING PROBLEM have odd maximum degree.

In [18], Hilton provides a characterization for general graphs with an odd
maximum degree and a universal vertex. As presented in such a paper, the
strategy applied by Hilton in order to total color Type 1 graphs satisfying
both conditions is a generalization of Plantholt’s strategy which is applied
to edge-color any Class 1 graph with even maximum degree and a universal
vertex. Although this is mentioned in [18], the notation presented by Hilton
is quite different from the Plantholt’s notation. In this paper we preserved
at most the notation used by both authors. That is why there are some
differences in the notation of similar structures comparing Section 2 and
Section 3. In the following, we state Hilton’s Characterization concerning
the TOTAL COLORING PROBLEM.

Theorem 3.4 (Hilton’s Characterization [18|). Let G be a graph with an
universal vertex and an odd maximum degree. Then G is Type 2 if, and only
if, |[E(G)| + /(G) < |V(G)|/2, where o/(G) denotes the size of a maximum
matching of G.

In order to total color a graph Gy = (V, E)) with a universal vertex and
an even number of vertices, the algorithm presented by Hilton performs an
optimal total coloring of a Type 1 subgraph G7 of the complete graph Ky
such that the inclusion of any element in G5 turns this subgraph into a
Type 2 graph, since all even complete graphs are Type 2. We denote G7 as
the saturated graph of the input graph G;. The subgraph G7 is a supergraph
of the graph G; and it is constructed by adding edges to E such that G} =
K\ E(J). The subgraph J has e edges and a maximum matching of size

V]

J. When - is even, there is no restriction to the edges of J but satisfying

the equality e+ j = % On the other hand, when % isodd,e+j = % +1
and all the edges of J are disjoint, but we do not address this case in that
study.

The next step of the algorithm consists in obtaining a graph called H*
such that H* = (Kjy| \ (£(J) \ M)) U {v*}, where M denotes a maximum
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matching in J. Furthermore, the vertices of M are denoted as vy, v, ..., vy;.
The new vertex v* is connected to the vertices vyji1,..., vy, i.e., v* is con-
nected to all the vertices that are not in the matching M.

After the construction of the graph H*, a new graph H** is built from
the graph H*. The graph can be described as H** = H* U {v™*} in such a
way that v** is connected to all vertices whose degree is not |V|. In other
words, the vertex v** transforms the graph H** in a |V |-regular graph. Note
that, the graph H** may be a multigraph. Let y be the number of vertices in
M and y < x < |V, then the graph H}* is the graph induced by the subset
{v*,v**,v1,...,v,}. Note that, this procedure only applies in the case where
% is even.

In order to begin the coloring process, Hilton considers the subgraph H *
and performs an edge coloring of this graph. This coloring consists, initially,
in assigning the colors ¢;, 1 < i < j to the edges of the maximum matching,
the colors ¢;,1 < ¢ < 25 to the edges between vertices v* and v** and the
colors ¢;,2j +1 < i < |V]| to the remaining edges incident do v**.

After this step, all the remaining edges of the graph H** are colored
one by one greedily. Hilton shows that the number of available colors is
sufficient to color all edges left uncolored. In order to proceed the total
coloring process, the algorithm extends the edge coloring of the graph H*
to the graph H;%7,. Moreover, the algorithm extends the edge coloring of
HZ* to H3Y,. Iterating this eventually gives the required edge coloring of
H**. The coloring extension from H};* to H}%, is done by the construction
of a bipartite graph B = ((C, D), E), such that C' = {v*,v],...,v.} and
D = {cy,¢5,...,cy}. The edges of the graph B are defined the following
way: if the vertex v; misses color ¢; on the graph H**, then v; is adjacent to c;.
The graph B is denoted as the graph of missing colors. Hilton shows that a
matching that includes all vertices from C' gives us the colors to perform and
an edge coloring extension from H;* to H}%,. This extension is performed
the following way: and edge c/v] from the considered matching gives us the
color of the edge v, 1v; and this color is precisely ¢;. As said before, iterating
this method gives the edge coloring of the graph H**.

The last step of the algorithm presented by Hilton consists in coloring the
vertices of the graph H**. For every edge uv € M, we color v and v with the
color of the edge uv. Every remaining vertex w is colored with the color of
the edge wv*. Finally, every added element is removed and we have a proper
total coloring of the graph G; which uses A(G1) + 1 colors.
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In a previous work [8], we resolved the TOTAL COLORING PROBLEM fo
(o = 2)-split graphs with the following result.

Theorem 3.5 ([8]). Let G be a (o = 2)-split graph such that A(G) is odd.
Then G is Type 2 if and only if G satisfies Hilton’s condition.

In the following subsection, we describe a specific way to build the satu-
rated graph G7 in order to help us obtaining our results.

3.2. Construction of the saturated graph G

Our goal is to perform a total coloring of a (¢ = 3)-split graph G =
(@, S), E) such that 3s; € S(G) with d(s1) = m and s; is adjacent to a
A-vertex. As we did in [12], we first total color a (o = 2)-split subgraph and
then the main idea is to extend such a coloring to the (o = 3)-split graph.

We color the graph GG using an extension from Hilton’s method to total
color graphs with a universal vertex and an even number of vertices. In order
to apply this method, we initially extract a subgraph G; from the graph G
such that A(G) = A(G;) and G is a (0 = 2)-split graph. We know that his
subgraph exists by Remark 1.1.

Hilton’s method performs total colorings of subgraphs of even complete
graphs that are Type 1. If we aim to total color a graph G; with |V (G)|
vertices and with maximum degree A(G;) = |V(G;)| — 1, we must color
a subgraph of the graph Ky (g,). This subgraph is described by Hilton as
Ky (e \ J where J is a subgraph with e edges where j of them induce a
maximum matching such that e + j = |V(Gy)|/2 if |V (G1)|/2 is even, and
e+7=|V(G1)|/2+ 1if |V(Gy)|/2 is odd. In this paper, we only consider
the even case. In this case, Hilton assumes the structure of J to be free and
since there exists s; € S such that d(s;) = W we may fix J as a star
with |V(Gy)|/2 — 1 leaves, and thus its maximum matching has unit size.
Therefore, in order to use Hilton’s method to total color a graph G such
that [V(G1)|/2 is even, we must add edges to the edge set of the graph G,
to satisfy the equation e + j = |V(G1)|/2. Figure 2 depicts the even and
odd cases described above, with their corresponding graphs G, supergraphs
Ky (G, and subgraphs J.
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Figure 2: The process of saturating a graph and the selection of the subgraph J (red
edges). The first graph on each line row denotes the (o = 2)-split graph Gi, the second
graph on each row denotes the complete graph Ky (g, and the third graph on each row
denotes the saturated graph Gi. Thus the red edges denote non edges of the graph. (a)
Note that |V (G1)| = 8. Therefore, e+j =4, e =3 and j = 1. (b) Note that |V (G;)| = 10.
Therefore, e + j =6, e =3 and j = 3

The saturated graph for the even case satisfy one interesting property
that can help us in the process of the coloring extension. If the graph G has
a vertex s; such that d(s;) < @, the structure of the subgraph J allows
us to build the saturated graph as a split graph with all its vertices except
one in the clique and the remaining vertex in the independent set.
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Figure 3: The special structure of the saturated graph G7.

Figure 3 depicts the special structure described. Note that this represen-
tation is isomorphic to the third graph shown in Figure 2a. The vertex in

A
the independent set has degree equal to [ <G)W = VIG) |, P%zw vertices

2 2
of @ have degree equal to A(G) and {%J vertices of () have degree equal

to A(G) — 1. Algorithm 2 is very similar to Algorithm ?? and describes
the steps of an already refined construction of the special saturated graph
concerning the TOTAL COLORING PROBLEM. Observe that the definitions
of intel graph and sets @)’ and )", consequently, are still used in this case.
If there is no such a subgraph of GG, then the technique we present in here
might not provide a proper total coloring of the graph G.

Algorithm 2: Refined Construction of the special saturated graph
GY
Data: An intel graph G; = ((@, S), E) such that A(G) is odd and
|V (G1)]/2 is even
1 if |Q] < |V(Gh)] — 1 then
2 Add to @ each vertex of S but s;, obtaining a clique Q* of size
V(G| -1
3 if |E*| < |[E(Ky@))| — M@ 1, B* = EUE where E' are the

2
edges added to obtain (Q* then

4 Make s; adjacent to any of the vertices of " or @” such that the
vertices of ()" are prioritized in order to obtain d(s;) = W
5 return G} = ((Q*, 5* = {s1}), E¥)
Lemma 3.1. If Gy is (0 = 2)-split intel graph such that W is even, then

the saturated graph G presented in Algorithm 2 can be built.
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Proof. Since Gy is (o = 2)-split graph, A(G1) = |V(G1)| — 1. The saturated
graph G7, in this case, must have exactly

VG- (VG =1 V(G | _ V(G = 2[V(Gy)] +2

2 2 2

edges. If G; has one big clique of size |V (G1)| — 1, this clique has
(IV(G)| = D(V(G)| —2) _ [V(G)]* = 3[V(Gy)| +2

2 2

edges. This number subtracted from the total number of edges of G is

[V(G1)| - [V(G1)|
S e, 5

an intel graph,

edges are needed to obtain a saturated graph. Since G is
V(G
d(Sl) < | ( 1)|’
2
thus it is possible to finish the construction of G7. ]

The special saturated graph depicted in Figure 3 can only be constructed
in the case where |V (G1)|/2 is even. Since, in this case, we are able to choose
the configuration of the subgraph J and we can fix J as a star centered in a
vertex of S(G1). However, if |V (G1)|/2 is an odd number, the structure of
the subgraph J can not be manipulated.

Lemma 3.2. If Gy is (0 = 2)-split intel graph with an even number of

vertices such that w is odd, then the saturated graph G5 presented in
Algorithm 2 can not be built.

Proof. By Lemma 3.1, we know that the saturated graph presented in Algo-
rithm 2 can only exist if there exists a vertex s; such that d(s;) < @

V(G)|
cdges must be remove?i from the complete graph in order to obtain the sat-
urated graph. Thus |V(Gy)| — V(G +2
VGl +2

[V(G1)|+2
4

In the case where is an odd number, exactly independent

vertices of G; have degree equal

to A(G4) an have degree equal to A(G1) — 1. Therefore, the

saturated graph described in Algorithm 2 is impossible to be constructed, in
this case. H
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4. Polynomial-time Algorithms for some Type 1 (o = 3)-split
graphs

In this section, we propose a polynomial-time algorithm to total color a
subclass of (o = 3)-split graphs with odd A(G) (otherwise by Theorem 3.3,
G is Type 1) and with an intel (¢ = 2)-split subgraph G such that IV(Gl)l
even.

In order to total color a subclass of (¢ = 3)-split graphs, we perform
an extension of Hilton’s algorithm which total colors an intel (o = 2)-split
subgraph G of a (¢ = 3)-split graph G. Lemma 4.1 describes this extension.

Lemma 4.1. Let v € V(G1). If dg:(v) > dg(v) > dg,(v), then there is
a color assignment (not necessarily proper) to each edge vw; of E(G \ G1)
where w; denotes the vertices of G\ Gi. We call this color assignment an
extension of Hilton’s Method.

Proof. 1f dg(v) > dg,(v), then at least one edge was added to v in the
saturated graph G7. Moreover, these added edges are colored by Hilton’s
method and, since these edges are not present in Gy, they are discarded.
However, if dg(v) < dg+(v), then all colors applied to the added edges during
Hilton’s algorithm can be used to color edges vw;. Note that this color
assignment is not necessarily proper with respect to w;. L]

The strategy we described in Subsection 3.2 to construct the saturated
graph G7 to perform Hilton’s algorithm leads us to some partial results about
the configuration of the colors on the clique Q(G?).

Lemma 4.2. The missing colors for the vertices of () are pairwise distinct.

Proof. Since the vertex v** is used to make the graph |V (G7)|-regular, and
the added edges do not belong to the original graph, the color applied to
an edge qu**,q € () is a missing color for the vertex ¢. Thus, each missing
color of a vertex in () is represented as a colored edge incident to v**, and
therefore, each missing color of a vertex of () is pairwise distinct. m

Corollary 4.1. The missing colors for the vertices of () are a subset of the
colors applied to the edges of s1. More specifically, they are the colors incident
to sy except from the colors of each edge v*v**.
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Proof. Indeed, since to the edges s;v** (possibly multiples) are assigned the
complement of the set of colors used to color the edges siq, for each ¢ € Q
that belongs to N(s1), the other edges incident to v** receive precisely the
same colors applied to the edges sqq, except from the colors assigned to the
edges v*v*™* (possibly multiples). O

Some edge-coloring conflicts might appear after the extension of Hilton’s
method. We use the Color Trail described in Subsection 2.1 to solve these
conflicts. Since we restrict our efforts to (¢ = 3)-split graphs which have an
intel (o = 2)-split subgraph we can state the following observation.

v
Observation 4.1. Note that, since dg(s1) = 5 $1 1s never considered in
the Color Trail.

Observation 4.1 is true because no edge is added to the vertex s; in the
construction of the saturated graph, thus no color extension can be made
from this vertex.

The Color trail guarantees a proper edge-coloring for the edges of E(G\ Gy).
However, we still have to color each vertex w € V(G \ G;), since we are deal-
ing with the TOTAL COLORING PROBLEM. In the remainder of this section,
we study some cases and establish some necessary and sufficient conditions
for the coloring of these vertices.

If all vertices from S(G) have disjoint neighborhoods, we can state a
necessary and sufficient condition for the graph G to be Type 2.

Lemma 4.3. Let G = ((Q,5), E) be a (0 = 3)-split graph such that S =
{8182,y 8151} N(si)NN(sy) = 0,1 <, 5 < [S],i # j and Gy be a (0 = 2)-
split subgraph of G with A(G1) = A(G). Then Gy is Type 2 if and only if

3
ds € S adjacent to a A-vertex such that d(s) > |Q|2+ .

Proof. Initially let’s suppose G7 = G|v], for any A-vertex v € @, is Type 2.
Let J =Gy, e = |E(J)| and j = o/(J). Note that by construction of G and
since N(s;)) N N(s;) =0,1< 4,5 <|S], |[V(G1)] =|Q| +1. Let s € S be
the unique vertex in Sg,. Thus e = |Q| — d(s) and j = 1. The subgraph G
has a universal vertex and an even number of vertices, therefore by Hilton’s
condition we know that G is Type 2 if and only if e + j < @ Then
Q| — d(s) + 1 < MG — 1@ which implies that |Q] — d(s) +2 < @,
Rewriting this inequation we have:
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QI +3
2

QI+ 1 QI -1
2 2

+2=4d(s) >

162101~ () 25 a2

For the converse, suppose there is a vertex s € S, adjacent to a A-vertex v,
such that d(s) > @lTH’ Let’s consider a subgraph G; = GJv]. Since |V (Gy)|
is even, we can apply Hilton’s condition to G;. Let J = Gy, e = |E(J)| and
j = d/(J). Note that e = |Q| — d(s) = |Q] — MTJ“O’ = 1923 and j = 1. Thus,

Q-3 _lel-1

2 2

e+ g =
On the other hand,

V(G|  1QI+1
2 2

and, by Hilton’s Condition, G is a Type 2 graph.

Clearly, @'T_l < MTH

O

The conclusion of Lemma 4.3 leads us to the following corollary where
we state a sufficient condition for a graph G to be Type 2.

Corollary 4.2. Let G = ((Q,S),E) be a (o0 = 3)-split graph such S =
{s1,82,...,85}, N(si) N N(s;) =0,1<14,5 <|S| and Gy be a (0 = 2)-split
subgraph of G with A(G1) = A(G). If 3s € S adjacent to a A-vertex such

that d(s) > QL+ 3, then G is Type 2.

Proof. By Lemma 4.3, we know that if ds € S adjacent to a A-vertex such

3
that d(s) > @+ , then Gy is Type 2. And since G is Type 2 and A(G4) =
A(G), G is Type 2 as well. O

The result presented in Lemma 4.3 can be extended to the case where
the vertices of the independent set do not have disjoint neighborhoods. In
the general case, when we extract a (o = 2)-split subgraph G, the num-
ber of edges e of G| can be separated in two terms. The first is |Q| —
d(s1) + Q| — d(s2) + -+ + |Q| — d(ss(G,)|), which denotes the number of
edges between the clique and the independent set. The other term describes
the edges between the vertices from the independent set of G, which is the
1S(G1|(1S(Gh)| - 1)

2

combination . Using Hilton’s condition alongside with
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these expressions, we can enunciate the following corollary, which comes as
a generalization of Lemma 4.3.

Corollary 4.3. If exists Gy such that

lsfi)d(s-) > 1S(GY)? = 2|S(G)||Q] — 2|S(G1)| — Q] + 25 + 2
i=1

2

then G is Type 2.

The color extensions from Hilton’s method can consider an extreme case
which acts as an upper limit for the coloring of the vertices of G \ G;. We
denote this upper limit as the worst case of the extension. In this worst
case, a vertex s € G\ Gy with degree equal to d(s) uses 2d(s) colors on
its adjacent and incident elements. In this situation, we can establish the
following necessary condition for a graph G to be Type 1. Let L(w) where
w € V(G \ Gy) be the list of missing colors of w.

Lemma 4.4. If for every vertex w € V(G \ G1) for some Gy,
L E

, then G 1s Type 1.

Proof. Initially, we assume that the graph G; is Type 1, thus x"(G;) =
A(G)+1=A(G)+1=1Q|+|S(G1)| and for every vertex w € V(G \ Gy),
—1

w € G\ G1, we use extensions from Hilton’s method and the Color Trail
to solve any possible conflicts. It remains to color each vertex w. In the
worst case the vertex w has d(w) colors applied to its incident edges which
are different from the other d(w) colors applied to the neighbors of w, so

there are 2d(w) < 2 - Q1+ ‘SéGl)‘ ) |Q| 4+ |S(G1)| — 1 colors on the

elements (edges and vertices) of each vertex w. Since x"(G1) = |Q|+]S(G1)|,
exists at least one available color to color the vertex w, i.e, L(w) # (). Thus,
we conclude that G is Type 1. OJ

QI+ [5(G1)| — 1J7

. In order to color the edges incident to each vertex

2
then the size of the clique and the independent set must satisfy some condi-

tions which are described by the lemma bellow.

If the graph G'\ G has a vertex w such that d(w) > {

18



Lemma 4.5. If 3w € V(G\G) for some Gy such that d(w) >
then |Q| = |S(Gh)| + 4.

QI+ 15(Gy)| = 1J
5 )

QI+ [S(G)I -1 _ [QI+[5(G1)]
2 | 2
since |@Q| 4+ |S(G1)| is an even number, then the clique Q must have at least

Q] +[5(Gy)]

Proof. 1If 3w € V(G\G) such that d(w) > { -1,

+ 1 non A-vertices of GG; to receive the edges incident to the

vertex w, since the vertex w cannot be adjacent to all vertices of (), other-
wise w ¢ V(G \ G1). Moreover, the clique @) has at least one A-vertex of G;.
Thus, we state the following inequality

Q1+ 15(60) <1QI-2

QI+ 15(G1)] <21Q] — 4= [Q] > |S(G1)]| + 4

as required. O

If we combine Lemmas 4.4 and 4.5, we can state a sufficient condition for
a graph G, under certain hypothesis, to be Type 1.

Corollary 4.4. If Gy is Type 1 and |Q| < |S(G1)| + 4, then G is Type 1.

Proof. We assume that all hypothesis are satisfied by the graph G and the
subgraph G;. If G, satisfies the inequality |Q| < [S(Gy)| + 4, then by

S(Gy)| —1
Lemma 4.5, fw € V(G \ G}) such that d(w) > Q1+ | ; 3l . Thus
S(Gy)| —1
every vertex w € V(G \ G) has degree d(w) < @+ é ) J By hy-
pothesis, GG; is Type 1 and thus, both conditions of Lemma 4.4 are satisfied,
so we conclude that G is Type 1. OJ

With these results, we can describe our algorithm to color a subclass of
(o = 3)-split graphs.
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Algorithm 3: Total coloring of a (¢ = 3)-split graph G

1

2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

21
22
23
24
25
26
27
28
29

Data: A total coloring of G}, the graph G, an intel subgraph G and for each w € V(G \ G1),

d(w) < {

|Q\+|S(G1)\—1J.
2

forall wz € E(G \ G1) do

else

if A =dg(z) > dgy(z) then

Assign the missing color of z to wz
Remove c(wz) from L(w)

if dg(z) = dGi« (a:) then
ca(wz) + cgy (za’), za’ € E(GT \ G1)
Remove c(zz’) from L(w)
else
forall zz’ € E(G} \ G1) do
if ¢c(zz’) € L(w) then
ca(wz) < cgy (z2')

Remove c(zz’) from L(w)
break
else
‘ ca(wz) < cgz (za’), for some edge za’ € E(G] \ G1)

Remove c(zz’) from L(w)

forall w € V(G \ G1) do

if there is a conflict of colors at w then

Let C = {c1,¢c2,...,¢}, j > 2 be a non-increasing sequence of colors w.r.t the
number of conflicts
Construct the color trail D*
forall i = 2,...,d(w) do
Color-Swap(G, G, L, D*, i)
forall k =1,2,...,i— 2 do
forall j =i—1,...,1do
if cq(wz;) = cg(wz;) then
‘ Color-Swap(G, H*, L, D*,1)
break

Assign any color of L(w) to w

30 return A (A + 1)-total coloring of G
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Procedure Color-Swap(G, H*L, D*, 1)
Data: A total coloring of G (not proper), the subgraph G7, a
collection L of the lists of missing colors, the color trail D*
and an index i.

forall j=i-1, ..., 1 do
if cq(ww;) € L(x}) then
AR

Caux CG(U).’L'i)

Remove caux from L(z/.)
Add cg(w;r).) to L(l)
cq(wr;) < cp=(w2))

cq(i7) < caux

®w I O O h W N =

5. Concluding remarks

The TOTAL COLORING PROBLEM is challenging, and for this reason it is
usually approached in subclasses of graphs. In this work, we follow this idea
and present a way to color graphs that are Type 1 of a subclass of (o = 3)-
split graphs and present a characterization for some (0 = 3)-split graphs
which are Type 2. We restricted ourselves to the study of (o = 3)-split
graphs such that the (o = 2)-split subgraph G; of these graphs have @
as an even number. In order to continue this work, we intend to extend these
results to (o = 3)-split graphs such that the (o = 2)-split subgraph G, of
these graphs have @ as an odd number. Furthermore, we plan to study
the total coloring of (¢ = 3)-split graphs such that there exists at least on

Q[ +15(G1)| -1
> 5 .

Another guideline for the future is the use of t-admissibility perspective
in order to approach the EDGE COLORING PROBLEM and the TOTAL COL-
ORING PROBLEM for other graph classes. One class of graphs known to be
3-admissible is the class of cographs, also known as Ps-free graphs. Like split
graphs, these graphs are self-complementary, are well studied with respect to
coloring, and yet the complexity of edge coloring and total coloring remain
open when restricted to cographs.

vertex w in the independent set such that d(w)
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