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Nesta tese, investigamos problemas de coloração total e coloração total AVD em

grafos fulerenos, enfatizando a interação entre estrutura combinatória e a obtenção

de colorações com número mínimo de cores.

A classe dos grafos fulerenos é particularmente relevante nesse contexto por reu-

nir planaridade, cubicidade e cintura cinco, características que a colocam natural-

mente no escopo de conjecturas clássicas sobre coloração. A partir desse quadro,

desenvolvemos uma abordagem baseada em organização estrutural, decomposição e

crescimento recursivo.

Mostramos que os nanodiscos de fulereno são grafos Tipo 1, por meio de uma

construção explícita de 4-coloração total baseada na camada central do grafo e em

uma decomposição em blocos hemisféricos isomorfos. Além disso, provamos que

os nanodiscos de fulereno e os nanotubos (0; 5) e (0; 6) admitem colorações totais

AVD com cinco cores, sendo, portanto, AVD-Tipo 2. Adicionalmente, formaliza-

mos operações locais de crescimento em grafos fulerenos, denominadas F -expansão

e F6-expansão, e estabelecemos condições de fronteira sob as quais os grafos gerados

por essas operações permanecem Tipo 1 ou AVD-Tipo 2. Com isso, obtemos famí-

lias in�nitas de fulerenos geradas a partir de sementes adequadas, com padrões de

coloração preservados.

Os resultados obtidos fornecem novas evidências favoráveis à validade das con-

jecturas consideradas no âmbito da coloração total e da coloração total AVD para

subclasses estruturadas de grafos cúbicos planares. Além disso, produzimos nesta

tese construções explícitas e mostramos que técnicas baseadas em decomposição es-

trutural, simetria local e operações recursivas de expansão constituem ferramentas

e�cazes para o estudo da coloração em grafos fulerenos.
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In this thesis, we investigate total coloring and AVD-total coloring problems in

fullerene graphs, emphasizing the interplay between combinatorial structure and the

construction of colorings using the minimum number of colors.

The class of fullerene graphs is particularly relevant in this context because it

combines planarity, being cubic, and girth �ve, features that naturally place it within

the scope of classical coloring conjectures. Within this framework, we develop an

approach based on structural organization, decomposition, and recursive growth.

We show that fullerene nanodiscs are Type 1 graphs by means of an explicit

4-total coloring based on the central layer of the graph and on a decomposition

into isomorphic hemispherical blocks. In addition, we prove that fullerene nanodiscs

and the (0; 5)- and (0; 6)-nanotubes admit AVD-total colorings with �ve colors and

therefore are AVD-Type 2. Additionally, we formalize local growth operations on

fullerene graphs, called F -expansion and F6-expansion, and establish boundary con-

ditions under which the graphs generated by these operations remain Type 1 or

AVD-Type 2. This yields in�nite fullerene families generated from suitable seeds

with preserved coloring patterns.

The results obtained provide new positive evidence toward the validity of the

conjectures considered in the contexts of total coloring and AVD-total coloring for

structured subclasses of cubic planar graphs. Moreover, in this thesis, we provide

explicit constructions and show that techniques based on structural decomposition,

local symmetry, and recursive expansion operations constitute e�ective tools for the

study of coloring in fullerene graphs.
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Capítulo 1

Introdução

A Teoria dos Grafos é uma ferramenta matemática importante para modelar relações

entre objetos e estudar problemas de naturezas diversas. Por meio de grafos, é pos-

sível representar situações envolvendo adjacência, conexão e restrições de maneira

combinatória, o que explica a presença dessa teoria em diferentes áreas, como Ma-

temática, Computação, Química e Engenharia. Como exemplo clássico, problemas

de coloração de mapas podem ser reformulados em termos de coloração de vértices

de grafos, evidenciando como questões aparentemente concretas podem ser tratadas

por meio de estruturas combinatórias.

Nesta tese, o foco está em problemas de coloração em grafos fulerenos e em

algumas de suas subfamílias. Mais especi�camente, investigamos de que maneira

propriedades estruturais desses grafos podem ser utilizadas na obtenção e na cons-

trução de colorações totais e colorações totais AVD ótimas. Ao longo do texto,

exploramos a relação entre estrutura e coloração tanto do ponto de vista teórico

quanto do ponto de vista construtivo.

Este texto está estruturado em seis capítulos. O Capítulo 1 apresenta a motiva-

ção e a contextualização do problema, bem como as de�nições básicas e as notações

que serão utilizadas ao longo da tese. O Capítulo 2 reúne os principais concei-

tos estruturais sobre grafos fulerenos que servirão de base para o desenvolvimento

dos capítulos seguintes. O Capítulo 3 é dedicado ao estudo da coloração total de

nanodiscos de fulereno, um dos primeiros resultados centrais obtidos ao longo do

desenvolvimento desta tese. O Capítulo 4 trata da coloração total AVD em algumas

famílias de grafos fulerenos. No Capítulo 5, investigamos operações de crescimento

em grafos fulerenos e sua relação com a preservação de propriedades de coloração.

Por �m, o Capítulo 6 apresenta as conclusões do trabalho e algumas perspectivas

para pesquisas futuras.

Com o objetivo de facilitar a leitura da tese, optamos por não reproduzir in-

tegralmente todas as demonstrações dos resultados obtidos. Em vários momentos,

apresentamos apenas a ideia central das provas ou esboços de suas etapas principais,
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remetendo o leitor aos trabalhos originais para os detalhes técnicos. Essa escolha

evita repetições excessivas e permite dar maior destaque à organização dos resulta-

dos e à unidade do texto. Os resultados centrais desta tese encontram-se também

nos artigos anexados nos apêndices, conforme descrito a seguir:

ˆ Os resultados do Capítulo 3, submetidos na versão completa para a revista

�Ars Combinatoria� em outubro de 2025, e que estão presentes no Apêndice A.

Alguns destes resultados foram apresentados parcialmente no VIII Encontro

de Teoria da Computação (ETC) em 2023, tendo sido contemplado com o

prêmio de terceiro melhor trabalho.

ˆ Os resultados do Capítulo 4, publicados na revista �Discrete Mathematics and

Theoretical Computer Science�, estão presentes no Apêndice B. Alguns destes

resultados foram apresentados parcialmente no 11th Latin American Workshop

on Cliques in Graphs (LAWCG) em 2024.

ˆ Os resultados do Capítulo 5, submetidos na versão completa para a revista

�Computational and Applied Mathematics� em abril de 2026, e estão presentes

no Apêndice C.

1.1 O Problema das Quatro Cores

O Problema das Quatro Cores consiste em determinar o número mínimo de cores

necessário para colorir um mapa no plano, real ou �ctício, de modo que regiões

adjacentes, isto é, com fronteira comum, recebam cores distintas. Em 1852, Francis

Guthrie, ao tentar colorir os distritos do mapa da Inglaterra sob essa condição, obser-

vou que quatro cores pareciam ser su�cientes em todos os casos considerados. Essa

observação deu origem à chamada Conjectura das Quatro Cores, um dos problemas

mais célebres da Matemática Discreta e um marco no desenvolvimento da teoria da

coloração em grafos [17]. De fato, sua formulação inaugura uma das linhas centrais

da Teoria dos Grafos, ao relacionar propriedades combinatórias de adjacência com

restrições de coloração. A Figura 1.11ilustra uma coloração com quatro cores para

o mapa dos distritos da Inglaterra.

Ao longo de 124 anos, diferentes estratégias foram propostas na tentativa de re-

solver o Problema das Quatro Cores, até que a Teoria dos Grafos se consolidou como

uma ferramenta matemática fundamental para sua formulação e estudo. Em 1976,

Kenneth Appel e Wolfgang Haken apresentaram uma demonstração do Teorema das

1Figura retirada do site http://onlinemaps.blogspot.com/2012/08/
map-of-england-with-counties.html. Acessado em: 10 Mar. 2026. A escolha do mapa
da Inglaterra nesta ilustração deve-se à origem histórica do problema, associada à observação feita
por Francis Guthrie em 1852.
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Figura 1.1: Mapa dos distritos da Inglaterra colorido com quatro cores.

Quatro Cores com auxílio computacional, utilizando um IBM 360 [4]. A prova sus-

citou intenso debate na comunidade matemática, uma vez que dependia de maneira

essencial de veri�cações realizadas por computador. Posteriormente, em 1990, Neil

Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour e Robin Thomas desenvolveram uma nova

demonstração do teorema [43]. Embora essa segunda prova também utilizasse re-

cursos computacionais, sua implementação mostrou-se mais simples e acessível. Por

esse motivo, o Teorema das Quatro Cores ocupa um lugar singular na história da

Matemática, sendo reconhecido como o primeiro teorema cuja demonstração depen-

deu essencialmente do uso de computadores. Esse problema pode ser reformulado

em termos de grafos planares por meio do grafo dual associado ao mapa: a cada

região associa-se um vértice, e duas regiões com fronteira comum correspondem a

vértices adjacentes. Nessa formulação, colorir o mapa equivale a determinar uma

coloração de vértices em que vértices adjacentes recebem cores distintas. Essa pers-

pectiva inaugura a teoria da coloração em grafos, que será retomada nas próximas

seções.

1.2 De�nições e Notações

Nesta seção, apresentamos as de�nições e notações fundamentais que serão utilizadas

ao longo desta tese. Além dos conceitos introduzidos aqui, outras de�nições, nota-

ções e resultados serão apresentados no decorrer do texto, sempre que necessários

ao desenvolvimento de um capítulo, seção ou contexto especí�co. Com o objetivo
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de garantir clareza e rigor à exposição, as de�nições adotadas foram baseadas em

referências clássicas e consolidadas da área, tais como [7],[47] e [49].

Um grafo simples G = (V (G); E(G)) é um par ordenado, em que V (G) é um

conjunto �nito não vazio de vértices e E(G) é um conjunto, disjunto de V (G), cujos

elementos são arestas formadas por pares não ordenados de vértices distintos de

V (G). Isto é, para toda aresta e 2 E(G), existem u; v 2 V (G), com u 6= v, tais que

e = uv. Podemos denotar um grafo por G = (V; E) ou, simplesmente, por G. Ao

longo desta tese, para um grafo G, adotamos a notação n = jV (G)j para a ordem

do grafo G, isto é, cardinalidade do conjunto de vértices de G, e m = jE(G)j para

a cardinalidade do conjunto de arestas de G.

Se uv 2 E(G), dizemos que u e v são vértices adjacentes, ou, ainda, que u é

vizinho de v. Nesse caso, a aresta uv é incidente a u e v, e os vértices u e v são as

extremidades dessa aresta. A vizinhança aberta de um vértice v em G é o conjunto

N(v) = fu 2 V (G) : uv 2 E(G)g;

enquanto sua vizinhança fechada é dada por

N[v] = N(v) [ fvg:

Se S � V (G), escrevemos

NS(v) = N(v) \ S

para indicar a vizinhança de v em S. Duas arestas que possuem uma extremidade

em comum são chamadas arestas adjacentes.

O grau de um vértice v em um grafo simples G, denotado por d(v), é o número

de arestas incidentes a v, ou, de forma equivalente, o número de vértices adjacentes

a v. O grau máximo de G é denotado por �(G) e de�nido por

�(G) = maxfd(v) : v 2 V (G)g:

A Figura 1.2 apresenta um grafo simples com grau máximo 3. Quando não houver

ambiguidade, escreveremos apenas � para representar o grau máximo de G.

Figura 1.2: Um grafo com grau máximo � = 3.

Um passeio em um grafo G é uma sequência de vértices S = (v1; v2; : : : ; vk) em
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que, para cada i = 1; : : : ; k � 1, os vértices vi e vi+1 são adjacentes. Quando não

há repetição de arestas, o passeio é chamado de trilha; quando não há repetição de

vértices, ele é chamado de caminho. Um passeio é dito fechado quando seu primeiro

e seu último vértices coincidem.

Um ciclo em um grafo G é uma trilha fechada em que apenas o primeiro e o

último vértices se repetem. A cintura de G, denotada por g(G), é o comprimento de

seu menor ciclo. Um grafo formado por um único ciclo é chamado de grafo ciclo. Um

grafo ciclo com n vértices é denotado por Cn , veja a Figura 1.3. Ao longo desta tese,

chamaremos o ciclo C3 de triângulo, o ciclo C4 de quadrado, o ciclo C5 de pentágono

e o ciclo C6 de hexágono.

(a) (b) (c) (d)

Figura 1.3: Grafos ciclo: (a) C3; (b) C4; (c) C5; (d) C6.

Dizemos que um grafo G é conexo quando existe um caminho entre quaisquer

dois de seus vértices. Caso contrário, G é dito desconexo. Veja a Figura 1.4.

(a) (b)

Figura 1.4: (a) Grafo conexo; (b) Grafo desconexo.

Um subgrafo G0 = (V 0; E0) de um grafo G é obtido escolhendo-se subconjuntos

de vértices e de arestas de G, isto é, de modo que V (G0) � V (G) e E(G 0) � E(G).

Se S é um subconjunto de vértices de G, o subgrafo induzido por S é denotado

por G[S] e contém todos os vértices de S e todas as arestas de G cujas extremidades

pertencem a S. Em outras palavras, G[S] =
�
S; fuv : u; v 2 S e uv 2 E(G)g

�
: Veja

a Figura 1.5.

Um isomor�smo entre grafos simples G1 e G2 é uma bijeção f : V (G1) �! V (G 2)

tal que uv 2 E(G1) se e somente se f(u)f (v) 2 E(G2). Em outras palavras,

dois grafos são isomorfos quando existe uma correspondência biunívoca entre seus
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(a) (b) (c)

Figura 1.5: (a) Um grafo G; (b) o subgrafo induzido por um conjunto de vértices
selecionado; e (c) um subgrafo não induzido sobre esse mesmo conjunto. Os vértices
em branco em G destacam o conjunto escolhido.

conjuntos de vértices que preserva exatamente as relações de adjacência. Veja a

Figura 1.6.

u1 u2

u3 u4

u5

G1

�= v1

v2

v3

v4

v5

G2

Figura 1.6: Dois grafos isomorfos.

Um grafo G é chamado regular de grau r, ou simplesmente r-regular, quando

todos os seus vértices têm grau r. A Figura 1.7 exibe exemplos de grafos 2-regular

e 3-regular. Para r = 0; 1; 2, os grafos r-regulares possuem estruturas bastante

simples e facilmente caracterizáveis. Já os grafos 3-regulares podem apresentar

comportamento estrutural bem mais rico. Esses grafos, também chamados cúbi-

cos, desempenham papel central na Teoria dos Grafos e aparecem naturalmente em

diversos problemas de coloração. Quando nenhum vértice de G tem grau maior que

3, dizemos que G é subcúbico.
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(a) (b)

Figura 1.7: (a) O grafo C6, que é 2-regular; (b) o grafo de Petersen, que é 3-regular.

K 3 K 4 K 5

Figura 1.8: Os grafos completos K3, K 4 e K5, respectivamente.

Um grafo é completo quando existe uma aresta entre cada par de vértices dis-

tintos. O grafo completo com n vértices é denotado por Kn . Em particular, todo

vértice de Kn tem grau n � 1, de modo que Kn é um grafo (n � 1)-regular. Veja a

Figura 1.8.

Um grafo é bipartido quando seu conjunto de vértices pode ser particionado em

dois subconjuntos V1 e V2 de modo que toda aresta tenha uma extremidade em V1

e a outra em V2. Nesse caso, V1 e V2 são chamados conjuntos de partição. Se, além

disso, existe uma aresta entre cada vértice de V1 e cada vértice de V2, então o grafo

é dito bipartido completo. Indicando por n1 e n2 os números de vértices de V1 e

V2, respectivamente, tal grafo é denotado por Kn1 ;n2 e possui n1n2 arestas. Veja a

Figura 1.9.

V1 V2

Grafo bipartido

V1 V2

Figura 1.9: À esquerda, um grafo bipartido com conjuntos de partição V1 e V2; à

direita, o grafo bipartido completo K3;2.
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Um subconjunto S � V (G) é dito independente quando não há arestas ligando

dois vértices de S. O número de independência de G, denotado por �(G), é a maior

cardinalidade de um conjunto independente de vértices. Veja a Figura 1.10.

Figura 1.10: Um conjunto independente de vértices em um grafo. Os vértices em
branco formam um conjunto independente.

De modo análogo, um emparelhamento em G é um subconjunto de arestas

M � E(G) tal que duas arestas distintas de M não possuem extremidade em co-

mum. Quando todos as vértices do grafo são incidentes a alguma aresta de M, o

emparelhamento é dito perfeito. O número de independência de arestas de G, de-

notado por � 0(G), é a maior cardinalidade de um emparelhamento em G. Veja a

Figura 1.11.

Figura 1.11: Um emparelhamento perfeito em um grafo, constituído pelas arestas
destacadas em azul.

Para G conexo, se V0 � V (G) é tal que o grafo G n V 0 é desconexo, então V0 é

chamado corte de vértices de G. Quando jV0j = k, dizemos que V0 é um k-corte de

vértices. A conectividade por vértices de G, denotada por �(G), é a cardinalidade

de um menor corte de vértices de G. Se �(G) � k, então G é dito k-conexo por

vértices.

Se S e T são subconjuntos de vértices de G, denotamos por [S; T ] o conjunto

de todas as arestas de G com uma extremidade em S e outra em T. Um corte de

arestas de G é um subconjunto não-vazio E0 � E(G) da forma E 0 = [S; S], em que

S � V (G) e S = V (G) n S, tal que G n E0 é desconexo. Quando jE0j = k, dizemos

que E0 é um k-corte de arestas. A conectividade por arestas de G, denotada por

� 0(G), é a cardinalidade de um menor corte de arestas de G. Se �0(G) � k, então G

é dito k-conexo por arestas. A Figura 1.12 apresenta um grafo cujo corte mínimo de
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vértices é dado por V0 = fwg e cujo corte mínimo de arestas é dado, por exemplo,

por E0 = fuw; vwg.

u

v

w

Figura 1.12: Um grafo cujo corte mínimo de vértices é V0 = fwg e cujo corte mínimo
de arestas é E0 = fuw; vwg.

Uma aresta e 2 E(G) é chamada ponte quando a remoção de e desconecta o

grafo. Um grafo sem pontes é aquele que não pode ser desconectado pela remoção

de uma única aresta. A Figura 1.13 exibe um grafo que contém uma ponte. Um

grafo sem ponte é exibido na Figura 1.12.

Figura 1.13: Um grafo contendo uma ponte destacada em azul.

Em 1891, Julius Petersen estabeleceu uma relação importante entre grafos cúbi-

cos sem pontes e emparelhamentos perfeitos [42], expressa no resultado a seguir.

Teorema 1 (Teorema de Petersen, 1891 [42]). Todo grafo cúbico sem pontes possui

um emparelhamento perfeito.

Um grafo é planar quando admite uma representação no plano em que as arestas

não se cruzam. Tal representação é chamada imersão planar do grafo. Quando

um grafo planar é considerado juntamente com uma imersão �xada, também o

chamamos de grafo plano. Veja a Figura 1.14.

Figura 1.14: Duas representações do grafo K4. À esquerda, uma representação com
cruzamento de arestas; à direita, uma imersão planar do mesmo grafo.

Uma das contribuições mais importantes de Euler para a teoria dos grafos plana-

res foi a obtenção de uma relação entre o número de vértices, arestas e faces de um
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grafo plano conexo. Esse resultado, originalmente formulado para grafos poliédricos,

�cou conhecido como relação de Euler [7].

Teorema 2 (Relação de Euler, 1752 [7]). Se G é um grafo plano conexo com f

faces, m arestas e n vértices, então

n � m + f = 2:

Um grafo planar particiona o plano em regiões, chamadas faces do grafo. A

fronteira de uma face f de um grafo plano conexo é um passeio fechado de arestas

que delimita essa face e é denotada por @(f). Duas faces são ditas adjacentes quando

possuem uma aresta em comum em suas fronteiras. Existe sempre uma face não

limitada, isto é, de área in�nita, chamada face externa ou face in�nita. Veja a

Figura 1.15.

f 1

f 2 f 3

f 0

Figura 1.15: Faces de um grafo planar. A região f0 é a face externa, enquanto f1,

f 2 e f3 são faces internas.

1.2.1 Coloração de Grafos

Em Teoria dos Grafos, um problema de coloração consiste em atribuir cores a deter-

minados elementos do grafo, obedecendo a restrições de adjacência ou incidência. De

maneira mais especí�ca, essas cores podem ser atribuídas a vértices, a arestas ou, si-

multaneamente, a ambos. O estudo dessa área teve origem no Problema das Quatro

Cores, discutido na Seção 1.1, e deu origem a diferentes noções de coloração. Nesta

subseção, apresentamos aquelas mais diretamente relacionadas aos temas desta tese:

a coloração de vértices, a coloração de arestas, a coloração total e a coloração total

AVD. As de�nições e resultados apresentados a seguir baseiam-se principalmente

em [16; 22; 46; 50].

Uma coloração de vértices de um grafo G é uma atribuição de cores aos vértices de

G de modo que vértices adjacentes recebam cores distintas. Quando são utilizadas

k cores, dizemos que se trata de uma k-coloração de vértices e que o grafo é k-

colorível. O número cromático de G, denotado por �(G), é o menor número de
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cores para o qual G admite uma coloração de vértices. Em algumas classes de

grafos, o número cromático pode ser determinado explicitamente. Um exemplo

importante é dado pelos grafos bipartidos: um grafo é bipartido se, e somente se,

admite uma coloração de vértices com duas cores [16]. Um resultado clássico da

teoria de coloração de vértices é dado pelo Teorema de Brooks [11], que a�rma que

se um grafo G não é um ciclo ímpar ou um grafo completo, então G admite uma

�-coloração de vértices.

Teorema 3 (Teorema de Brooks, 1941 [11]). Se G é um grafo simples e conexo,

então G admite uma �-coloração de vértices, exceto nos casos em que G é um ciclo

ímpar ou um grafo completo. Nesses casos, tem-se �(G) = � + 1.

Uma coloração de arestas de um grafo G é uma atribuição de cores às arestas

de modo que arestas adjacentes recebam cores distintas. Quando se usam k cores,

temos uma k-coloração de arestas, e o menor valor de k para o qual o grafo admite

uma k-coloração de arestas é chamado índice cromático de G, denotado por �0(G).

O resultado central da teoria de coloração de arestas é o Teorema de Vizing.

Teorema 4 (Teorema de Vizing, 1964). Se G é um grafo simples com grau máximo

�, então

� � � 0(G) � � + 1:

Esse teorema dá origem à seguinte classi�cação: dizemos que G é Classe 1 quando

� 0(G) = �, e Classe 2 quando � 0(G) = � + 1.

A noção de coloração mais diretamente relacionada aos problemas estudados

nesta tese é a coloração total. Uma coloração total de um grafo G é uma atribuição

de cores ao conjunto V (G) [ E(G) de modo que vértices adjacentes recebam cores

distintas, arestas adjacentes recebam cores distintas e cada vértice receba cor distinta

das arestas a ele incidentes. Quando se utilizam k cores, temos uma k-coloração total.

O menor inteiro k para o qual G admite uma coloração total é chamado número

cromático total de G e é denotado por �00(G).

Se v é um vértice de grau máximo �, então são necessárias � cores distintas para

colorir as arestas incidentes a v, além de uma cor adicional para o próprio vértice.

Portanto, para todo grafo simples G, temos �00(G) � � + 1:

Behzad e Vizing [5; 48] conjecturaram independentemente um limite superior

para o número cromático total, dando origem a Conjectura da Coloração Total (Total

Color Conjecture).

Conjectura 1 (Conjectura da Coloração Total (TCC)). Para todo grafo simples G,

� + 1 � � 00(G) � � + 2:
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Se essa conjectura vale para uma classe de grafos, então cada grafo dessa classe

pode ser classi�cado de uma de duas formas: ele é dito Tipo 1 quando �00(G) = �+1

e Tipo 2 quando �00(G) = � + 2.

Para mostrar que um grafo é Tipo 1, basta exibir uma coloração total com �+1

cores. Já para mostrar que um grafo é Tipo 2, é necessário garantir que não existe

coloração total com � + 1 cores e, além disso, construir uma coloração total com

�+2 cores, o que evidencia a di�culdade deste problema. A Conjectura da Coloração

Total permanece em aberto para grafos regulares em geral, embora já tenha sido

veri�cada para várias classes particulares. No caso cúbico, a TCC já foi validada [44],

de modo que o problema passa a ser de classi�cação; por outro lado, este problema

ainda não está resolvido para todos os grafos planares [36]. Além disso, decidir se

um grafo cúbico bipartido é Tipo 1 é um problema NP-completo [45]. Em algumas

classes especí�cas, o número cromático total é conhecido. Um destes resultados é a

classi�cação dos grafos ciclo Cn , que são Tipo 1 quando n é múltiplo de 3 e Tipo 2

nos demais casos, resultado que será particularmente útil ao longo desta tese.

Teorema 5 (Yap, 1996 [50]). Se G = Cn , então

� 00(G) =

8
<

:
3; se n � 0 (mod 3);

4; caso contrário:

Em 2003, Cavicchioli et al. [15] levantaram a questão da existência de um snark

Tipo 2 com cintura ao menos 5, onde snarks designam uma subclasse dos grafos

cúbicos que não admitem uma 3-coloração de arestas e que é usualmente de�nida

por condições adicionais de conectividade [28]. Desde então, por mais de vinte

anos, pesquisadores vêm procurando, sem sucesso, um snark Tipo 2 com cintura ao

menos 5 [12; 24].

Em 2015, como não eram conhecidos nem grafos cúbicos Tipo 2 com cintura ao

menos 5, nem snarks Tipo 2, Brinkmann et al. [10] observaram que a conjectura

reunia simultaneamente duas exigências, a de ser um snark e a de ter cintura ao

menos 5, as quais deveriam ser tratadas separadamente. Nesse sentido, construíram

snarks Tipo 2 com cinturas 3 e 4, e propuseram a seguinte conjectura.

Conjectura 2 (Brinkmann, Preissmann e Sasaki, 2015 [10]). Não existe grafo cúbico

Tipo 2 com cintura ao menos 5.

Além da coloração total usual, também será importante nesta tese a variação

deste problema em que vértices adjacentes precisam ser distinguíveis pelos conjuntos

de cores que lhes aparecem. Se � é uma k-coloração total de G e u 2 V (G), de�nimos

C� (u) := f�(u)g [ f�(uv) j uv 2 E(G)g:
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Quando não houver ambiguidade, escreveremos apenas C(u). Dois vértices u e

v são ditos distinguíveis quando C(u) 6= C(v). Consequentemente, tomando os

complementares em relação ao mesmo conjunto de cores, também temosC� (u) 6=

C� (v), onde C� (u) = f1; : : : ; kg n C � (u):

De�nição de coloração total AVD. Uma k-coloração total � de G é chamada

coloração total AVD (adjacent vertex distinguishing) se, para todo par de vértices

adjacentes u; v 2 V (G), tem-se C� (u) 6= C� (v). O menor inteiro k para o qual G

admite tal coloração é chamado número cromático total AVD de G e é denotado por

� 00
a(G).

Duas propriedades básicas serão úteis para interpretar essa classi�cação. Zhang

et al. [21] observaram que, se G possui dois vértices adjacentes de grau máximo,

então

� 00
a(G) � �(G) + 2:

De fato, em uma coloração total com apenas �(G) + 1 cores, todo vértice de grau

máximo vê todas as �(G) + 1 cores em seu conjunto C� (u). Assim, dois vértices

adjacentes de grau máximo teriam o mesmo conjunto de cores, o que contradiz a

condição AVD. Por outro lado, se G não possui vértices adjacentes de grau máximo,

então a cota inferior natural é apenas �00
a(G) � �(G) + 1: Além disso, Chen [20]

provou que, se G é bipartido, então �00
a(G) � �(G) + 2: Consequentemente, se G é

bipartido e possui dois vértices adjacentes de grau máximo, então �00
a(G) = �(G)+2:

Nesse caso, portanto, G é AVD-Tipo 2.

O problema da coloração total AVD foi introduzido em 2005 por Zhang et al. [21],

que determinaram o número cromático total AVD para algumas famílias de grafos

e observaram que todas elas admitiam uma coloração desse tipo com no máximo

�(G) + 3 cores. Com base nesse resultado, propuseram a seguinte conjectura.

Conjectura 3 (Zhang e Chen, 2005 [21]). Se G é um grafo simples, então

� 00
a(G) � �(G) + 3:

Se essa conjectura vale, então podemos classi�car os grafos conforme o valor

de � 00
a(G). Dizemos que G é AVD-Tipo 1 quando �00

a(G) = �(G) + 1, AVD-Tipo

2 quando �00
a(G) = �(G) + 2 e AVD-Tipo 3 quando � 00

a(G) = �(G) + 3. Todo

grafo AVD-Tipo 1 é, em particular, Tipo 1, embora a recíproca não seja verdadeira.

Por exemplo, quando n é ímpar, o grafo completo Kn é Tipo 1, mas é AVD-Tipo

3 [21; 50]. Como Kn é (n�1)-regular, os grafos completos de ordem ímpar constituem

uma família natural de exemplos regulares AVD-Tipo 3.

Desde a formulação da conjectura AVD, vários resultados vêm sendo obtidos.

Em 2008, Chen et al. [19] veri�caram a Conjectura 3 para grafos de grau máximo 3.

No mesmo ano, Chen e Wang [20] determinaram o número cromático total AVD de
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algumas classes de grafos com grau máximo pelo menos 6. Em 2009, Chen et al. [18]

determinaram esse número para os hipercubos Qn . Ainda em 2009, Hulgan [31]

apresentou demonstrações concisas para ciclos e grafos completos, além de construir

uma coloração total AVD com 6 cores para grafos de grau máximo 3. A partir desses

resultados, Hulgan conjecturou que essa cota superior não era a melhor possível.

Conjectura 4 (Hulgan, 2009 [31; 32]). Se G é um grafo simples com �(G) = 3,

então

� 00
a(G) � 5:

Desde então, outros trabalhos passaram a investigar a Conjectura 3 em classes

como grafos equipartidos, grafos split, grafos corona e grafos 4-regulares [13; 27; 40;

41]. No que diz respeito à Conjectura 4, destacamos o trabalho de Atílio Luiz et

al. [14]. Mais precisamente, esses autores mostraram que grafos com �(G) = 3 sem

vértices adjacentes de grau máximo possuem número cromático total AVD igual a

4. Além disso, veri�caram a conjectura para famílias in�nitas de snarks.

Convém mencionar que há também uma versão relacionada do problema para

colorações de arestas. Nesse contexto, uma coloração própria de arestas é dita AVD

quando vértices adjacentes são distinguíveis pelos conjuntos de cores das arestas

incidentes. Embora esse seja um problema distinto da coloração total AVD con-

siderada nesta tese, ele fornece uma perspectiva algorítmica relevante. Bensmail,

Hocquard e Lajou [6] estudaram a complexidade de dois problemas de decisão asso-

ciados ao índice cromático AVD de arestas: dado um grafo G com �(G) = k, decidir

se � 0
AVD (G) = �(G), e decidir se � 0

AVD (G) = �(G) + 1. Os autores provaram que

ambos os problemas são NP-difíceis para todo k � 3. Esses resultados mostram que,

mesmo em versões próximas à coloração total AVD, problemas de decisão associados

a parâmetros de coloração podem apresentar alta complexidade algorítmica.

As Conjecturas 2 e 4 motivam o estudo da coloração total e da coloração total

AVD em classes particulares de grafos cúbicos planares. No caso da coloração to-

tal, torna-se natural investigar a possível existência de grafos cúbicos Tipo 2 com

g(G) � 5, isto é, possíveis contraexemplos à Conjectura 2. Já no contexto da colora-

ção total AVD, a questão central é veri�car se subclasses relevantes de grafos cúbicos

admitem colorações totais AVD com cinco cores, como previsto pela Conjectura 4.

De fato, para grafos cúbicos, um grafo AVD-Tipo 3 teria �00
a(G) = 6 e, portanto,

constituiria um contraexemplo à Conjectura 4; não é necessário impor, nesse caso,

uma condição adicional sobre a cintura. É precisamente nesse cenário que se inse-

rem os grafos fulerenos, isto é, grafos planares cúbicos de cintura 5 que modelam

estruturas químicas e constituem o objeto central desta tese. Nos capítulos seguin-

tes, veremos como propriedades estruturais dessas classes podem ser exploradas na

obtenção de resultados tanto para coloração total quanto para coloração total AVD.
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A Figura 1.16 sintetiza essa motivação. No diagrama referente à coloração total,

destacamos a interseção entre grafos cúbicos de cintura ao menos 5 e grafos Tipo 1,

onde se situam as famílias de fulerenos estudadas nesta tese. No diagrama referente

à coloração total AVD, destacamos o caso �(G) = 3, em que a Conjectura 4 estima

que os grafos cúbicos sejam AVD-Tipo 2.

Diagrama 1: Coloração total AVD para grafos cúbicos

AVD-Tipo 2 �(G) = 3

nanodiscos

nanotubos

(0; 5) e (0; 6)

� 00
a(G) = 4

sem �-vértices

adjacentes

Conjectura 4:

?

Diagrama 2: Coloração total para grafos cúbicos

g(G) � 5 Tipo 1

nanodiscos

nanotubos

(0; 5) e (0; 6)
Conjectura 2:

?

Figura 1.16: Diagramas esquemáticos relacionados às motivações desta tese. No

Diagrama 1, destacamos o caso cúbico no contexto da coloração total AVD; no

Diagrama 2, destacamos a relação entre grafos cúbicos de cintura ao menos 5 e

grafos Tipo 1.
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Capítulo 2

Estrutura e Decomposições de

Grafos Fulerenos

Neste capítulo, reunimos os principais conceitos estruturais sobre grafos fulerenos

que serão utilizados ao longo da tese. A primeira parte tem caráter introdutório

e recorda a de�nição de grafo fulereno, bem como algumas propriedades clássicas

dessa classe. A partir da Subseção 2.1.1, passamos a �xar a linguagem estrutural

adotada nesta tese, introduzindo a noção de imersão circular em camadas, os ciclos

auxiliares, os vértices de conexão e as arestas radiais. Também descrevemos, de

forma matemática, as famílias de nanodiscos de fulereno e nanotubos (0; 5) e (0; 6),

além das decomposições em hemisférios e blocos. Essas de�nições e decomposições

constituem parte da contribuição estrutural desta tese e serão fundamentais para

os resultados de coloração desenvolvidos nos capítulos posteriores. As construções

descritas neste capítulo estão desenvolvidas com mais detalhes nos Apêndices B e A.

2.1 Grafos fulerenos

Os grafos fulerenos surgem como modelos matemáticos de moléculas de carbono

descobertas na década de 1980 [35], conhecidas como moléculas de fulereno. A

descoberta do buckminsterfulereno em 1985 [35] marcou o início da química dos

fulerenos e impulsionou o desenvolvimento da nanotecnologia. A molécula composta

por 60 átomos de carbono, foi eleita em 1992 a �molécula do ano� pela revista

Science [34], e a importância dessa descoberta foi posteriormente reconhecida com

o Prêmio Nobel de Química de 1996. Veja a Figura 2.1.
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Figura 2.1: À esquerda, a molécula do fulereno C60; À direita, o grafo correspondente

à molécula C60.

De�nição de grafo fulereno. Um grafo fulereno é um grafo cúbico, 3-conexo e

planar cujas faces são exclusivamente pentagonais e hexagonais. Pela fórmula de

Euler para poliedros, recordada no Capítulo 1, obtemos uma de suas propriedades

mais conhecidas.

Proposição 6 (Fowler e Manopoulos [26]). Todo grafo fulereno possui exatamente

12 faces pentagonais.

Demonstração. Seja G um grafo fulereno contendo p faces pentagonais e h faces

hexagonais. Então, G possui p+h faces,
5p + 6h

2
arestas, pois cada aresta pertence a

duas faces e G é simples. Como G é cúbico, possui
5p + 6h

3
vértices. Como G é pla-

nar e conexo, então, pela Fórmula de Euler (Teorema 2, vista no Capítulo 1), temos:

5p + 6h
3

+ p + h �
5p + 6h

2
= 2.

Daí, obtém-se que 10p + 12h + 6p + 6h � 15p � 18h = 12, e portanto p = 12.

A Proposição 6 mostra que o número de faces pentagonais é �xo, mas não impõe

restrições ao número de faces hexagonais. De fato, Grünbaum e Motzkin [29] pro-

varam que existem grafos fulerenos com n vértices para n = 20 e para todo número

par n � 24. Ao longo desta tese, denotaremos por Cn um grafo fulereno com n vér-

tices. Alguns exemplos de grafos fulerenos podem ser vistos nas Figuras 2.2 e 2.3.

Embora as faces pentagonais apareçam em número �xo e reduzido quando compara-

das às faces hexagonais, sua distribuição relativa no plano exerce papel decisivo na

forma do grafo fulereno. Como observam Andova e ’krekovski [3], é precisamente

a disposição dessas faces que determina a geometria global dessas estruturas. Essa

perspectiva é central nesta tese, pois as decomposições estruturais consideradas ao

longo do trabalho dependem diretamente da maneira como tais faces se organizam

na imersão planar do grafo.

Na literatura química, estruturas constituídas pelo mesmo elemento podem apre-

sentar propriedades muito distintas em função da forma como seus átomos estão
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organizados. Um exemplo clássico é o carbono, que ocorre em formas alotrópicas

como o gra�te e o diamante, cujas propriedades diferem drasticamente devido aos

diferentes arranjos estruturais dos átomos. No caso especí�co dos fulerenos, é co-

mum considerar moléculas com o mesmo número de átomos de carbono, mas com

diferentes estruturas combinatórias. Em termos de Teoria dos Grafos, tais estru-

turas são modeladas por grafos fulerenos não isomorfos com o mesmo número de

vértices.

À medida que o número de vértices cresce, o número de grafos fulerenos não

isomorfos aumenta consideravelmente. Os três menores grafos fulerenos, a saber,

C20, C24 e C26, são únicos; C28 possui duas representações não isomorfas, e C30, três.

No caso do grafo fulereno C60, esse número cresce de forma expressiva, alcançando

1812 isômeros [26].

2.1.1 Imersão circular em camadas

Como visto no Capítulo 1, o Teorema de Petersen garante a existência de um empa-

relhamento perfeito em todo grafo cúbico sem pontes [42]. Em linguagem química,

um emparelhamento perfeito é denominado estrutura de Kekulé [25; 51]. Essa noção

é particularmente importante no estudo estrutural de grafos fulerenos, pois permite

descrever certas famílias por meio de uma organização em ciclos e camadas.

Seja G um grafo fulereno. Dizemos que G admite uma imersão circular se existe

um emparelhamento perfeito M tal que o grafo G n M é a união disjunta de ciclos

C1; C2; : : : ; Cp, chamados ciclos auxiliares, de modo que cada aresta vu 2 M liga

um vértice de Ci a um vértice de Ci�1 , para algum i 2 f2; 3; : : : ; pg.

Nesse contexto, se v 2 V (G) pertence ao ciclo Ci e é adjacente a um vértice

do ciclo Ci�1 , dizemos que v é um vértice de conexão em relação ao ciclo Ci , e

o denotamos por vi . Por de�nição, o ciclo auxiliar mais externo, C1, não possui

vértices de conexão, enquanto todos os vértices do ciclo mais interno, Cp, são vértices

de conexão. Denotamos por Xi o conjunto dos vértices de conexão em relação ao

ciclo Ci .

Como M é um emparelhamento perfeito, ele cobre todos os vértices de G com
n
2 arestas. Em particular, o número total de vértices de conexão em G én

2 . A

partir dessa descrição, o grafo pode ser naturalmente organizado em camadas. A

face externa delimitada por C1 é chamada de primeira camada, ou camada mais

externa. Para cada i 2 f2; 3; : : : ; pg, de�nimos a camada i como o subgrafo induzido

pelos vértices de Ci�1 [C i . Finalmente, a face interna delimitada por Cp é chamada

de última camada, ou camada p + 1. As arestas do emparelhamento perfeito M são

denominadas arestas radiais. Veja a Figura 2.2.
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Figura 2.2: Representação circular em camadas do grafo fulereno C20. À esquerda,

exibimos uma imersão em camadas, na qual as arestas radiais correspondem a um

emparelhamento perfeito M. À direita, destacamos a decomposição obtida ao re-

mover essas arestas, evidenciando os ciclos auxiliares que compõem G n M e seus

respectivos vértices de conexão em laranja.

A Figura 2.2 mostra que o dodecaedro C20 admite uma imersão circular. En-

tretanto, nem todo grafo fulereno possui tal estrutura. A existência de um empa-

relhamento perfeito em um grafo cúbico sem pontes é garantida pelo Teorema de

Petersen; contudo, a condição adicional de que a remoção desse emparelhamento

decomponha o grafo em ciclos auxiliares organizados em camadas é mais restritiva.

Por exemplo, o grafo fulereno C26, exibido na Figura 2.3, não admite imersão cir-

cular. Esse exemplo mostra que a imersão circular é uma propriedade estrutural

especial, satisfeita por algumas famílias de fulerenos, mas não por todas.

Figura 2.3: Representação planar do grafo fulereno C26, usado nesta tese como

exemplo de fulereno que não admite imersão circular. Nesse caso, a remoção de

um emparelhamento perfeito não produz uma decomposição em ciclos auxiliares

organizados em camadas.

A organização em ciclos auxiliares e camadas fornece uma descrição estrutural

particularmente útil para o estudo de certas famílias in�nitas de grafos fulerenos e

suas respectivas colorações totais e colorações totais AVD.

Do ponto de vista algorítmico, a existência de uma imersão circular em um grafo

fulereno arbitrário não é imediata. Embora todo grafo fulereno admita emparelha-

mento perfeito, por ser cúbico e sem pontes, a de�nição de imersão circular exige

uma condição adicional: é necessário que exista um emparelhamento perfeito M tal
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que G n M se decomponha em ciclos auxiliares organizados em camadas. Assim, o

problema não consiste apenas em encontrar um emparelhamento perfeito, mas em

decidir se algum desses emparelhamentos induz a estrutura circular requerida. Para

grafos fulerenos gerais, não utilizamos nesta tese uma caracterização algorítmica

completa dessa propriedade. Em vez disso, adotamos uma abordagem construtiva:

identi�camos famílias especí�cas que admitem tal estrutura, descrevemos explici-

tamente seus ciclos auxiliares, vértices de conexão e camadas, e exploramos essa

organização nas construções de coloração dos capítulos seguintes. A caracterização

dos fulerenos que admitem imersão circular, bem como a existência de um algoritmo

e�ciente para reconhecê-los, permanece como uma questão natural em aberto.

2.1.2 Algumas famílias de interesse: nanotubos e nanodiscos

Entre as famílias de grafos fulerenos que admitem imersão circular, destacam-se os

nanodiscos de fulereno e certas famílias de nanotubos. Essas classes desempenham

papel importante nesta tese, pois apresentam organização estrutural su�cientemente

simétrica para permitir descrições em camadas e decomposições que serão exploradas

nos capítulos seguintes.

Nanotubos (0; 5) e (0; 6)

Uma família de fulerenos relevante é a dos grafos fulerenos de forma tubular, usu-

almente chamados de nanotubos. Em geral, essa classe não é matematicamente

unívoca, pois um mesmo vetor de Goldberg pode dar origem a in�nitas possibili-

dades de tampas [8]. Por essa razão, nesta tese restringimos nossa atenção a duas

famílias bem de�nidas: os nanotubos (0; 5) e (0; 6).

Esses grafos serão denotados, respectivamente, por N (C5; k) e N (C6; k), com

k � 4. Assim como os nanodiscos, eles admitem imersão circular e podem ser

descritos em termos de camadas e ciclos auxiliares. Em ambos os casos, a imersão

circular possui k + 1 camadas. Diferentemente do que ocorre nos nanodiscos, no

entanto, as 12 faces pentagonais não se concentram em uma única camada: elas

aparecem distribuídas nas duas extremidades do nanotubo, com seis pentágonos

associados a cada tampa. No caso de N (C5; k), cada tampa contém a face extrema

pentagonal e cinco pentágonos adjacentes; no caso de N (C6; k), os seis pentágonos

de cada tampa aparecem na camada adjacente à face extrema hexagonal.

A notação C5 e C6 indica a forma das faces extremas, isto é, os ciclos que

delimitam a região mais externa e a mais interna do nanotubo. As sequências

de faces são, respectivamente, f1; 5; : : : ; 5; 1g e f1; 6; : : : ; 6; 1g; enquanto os ciclos

auxiliares têm tamanhos dados por fC5; C10; : : : ; C10; C5g e fC6; C12; : : : ; C12; C6g.

A Figura 2.4 exibe alguns grafos das duas famílias.

20



Figura 2.4: Na primeira �leira, o dodecaedro à esquerda, caso degenerado da família

nanotubo (0; 5), seguido dos grafos N (C5; 4) e N (C5; 5); Na segunda �leira, o C24 à

esquerda, caso degenerado da família nanotubo (0; 6), seguido dos grafos N (C6; 4)

e N (C6; 5).

Quando k = 3, essas construções conduzem aos casos degenerados C20 e C24,

que podem ser vistos, respectivamente, como um nanotubo (0; 5) degenerado e um

nanotubo (0; 6) degenerado. Também vale observar que N (C6; 5) possui 48 vértices

e é isômero do nanodisco D2, o que ilustra como diferentes descrições estruturais

podem conduzir a um mesmo número de vértices dentro da classe dos fulerenos.

No caso dos nanotubos, a distribuição dos vértices de conexão ao longo dos

ciclos auxiliares é especialmente simples. Para 1 < i � k, se Xi denota o conjunto

de vértices de conexão em relação ao ciclo Ci , então jX i j = 5 em N (C 5; k) e jX i j =

6 em N (C6; k). Essa regularidade será importante nas construções de coloração

consideradas nos próximos capítulos.

Nanodiscos de fulereno

Os nanodiscos de fulereno, denotados por Dr , com r � 2, formam uma família de

grafos fulerenos com imersão circular composta por 2r + 1 camadas. Sua princi-

pal característica estrutural é que as 12 faces pentagonais estão concentradas em

uma única camada, chamada camada central. O parâmetro r, denominado raio do

nanodisco, pode ser interpretado como a distância entre a camada central e cada

uma das extremidades do grafo, isto é, a camada mais externa e a mais interna. A

organização das faces em cada camada é dada pela sequência (1; 6; 12; 18; : : : ; 6(r �

1); 6r; 6(r � 1); : : : ; 18; 12; 6; 1); enquanto os tamanhos dos ciclos auxiliares são des-
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critos pela sequência fC6; C18; : : : ; C12r�18 ; C12r�6 ; C12r�6 ; C12r�18 ; : : : ; C18; C6g: Em

particular, os nanodiscos possuem duas camadas interna e externa hexagonais, uma

camada central contendo os 12 pentágonos e camadas intermediárias que preservam

uma estrutura simétrica em relação ao centro. Em geral, um nanodisco Dr possui

12r2 vértices, 18r2 arestas, 2r + 1 camadas, 2r ciclos auxiliares e cintura 5 [37; 38].

Algumas propriedades da imersão circular dos nanodiscos serão particularmente

importantes nas construções consideradas ao longo desta tese. Dizemos que um

hexágono é balanceado se ele possui três vértices em cada um dos ciclos auxiliares

que de�nem a camada a que pertence. As demais faces da imersão planar, isto é,

os hexágonos não balanceados e os pentágonos, são ditas desbalanceadas, pois pos-

suem apenas dois vértices em um dos ciclos auxiliares que de�nem sua camada. No

caso dos nanodiscos Dr , a camada central é delimitada por dois ciclos auxiliares de

tamanho 12r � 6, unidos por 6r arestas radiais, e contém exatamente 6r faces, das

quais 12 são pentágonos e 6r � 12 são hexágonos balanceados. Cada pentágono da

camada central possui dois vértices em um desses ciclos auxiliares e três vértices no

outro.

A família D r admite ainda, para um mesmo valor de r, diferentes imersões plana-

res, descritas por um parâmetro adicional t, 0 � t � r �2, relacionado à distribuição,

na camada central, das faces hexagonais balanceadas entre pentágonos consecuti-

vos. Mais precisamente, para cada r � 2, obtêm-se representações Dr;t , e o número

de nanodiscos não isomorfos de raio r é br=2c (Teorema 3 do Apêndice A). Veja a

Figura 2.5.

Figura 2.5: Três representações não-isomorfas do nanodisco de fulereno D7. Cada

pentágono da camada central dá origem a uma cadeia de hexágonos desbalanceados.

Em azul, destacam-se as cadeias associadas aos pentágonos particionados externa-

mente; em verde, as associadas aos pentágonos particionados internamente.

No que diz respeito aos vértices de conexão, se Xi denota o conjunto dos vértices

de conexão em relação ao ciclo auxiliar Ci , então jX1j = 0 e as cardinalidades dos

conjuntos X i podem ser obtidas recursivamente. Como essa descrição será utilizada

apenas de forma pontual mais adiante, registramos o resultado a seguir e remetemos
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os detalhes ao Apêndice A:

jX i+1 j =

8
>>>>><

>>>>>:

6; se i = 1;

12i � 6 � jX i j; se i 2 f2; 3; : : : ; r + 1g;

12(2r + 1 � i) � 6 � jX i j; se i 2 fr + 2; : : : ; 2rg:

Esse resultado explicita como os vértices de conexão se distribuem ao longo das

camadas do nanodisco. Além da organização em camadas, os nanodiscos admitem

decomposições estruturais particularmente úteis. Em razão da simetria em torno

da camada central, o grafo pode ser particionado em dois hemisférios isomorfos, um

externo e um interno. Cada um desses hemisférios, por sua vez, pode ser decom-

posto em três blocos isomorfos. Essas decomposições serão discutidas nas próximas

subseções e constituem uma das ferramentas centrais na abordagem desenvolvida

nesta tese.

2.1.3 Decomposição em hemisférios

A estrutura dos nanodiscos de fulereno permite ainda uma decomposição natural

em duas partes simétricas, determinadas pela posição da camada central. Mais pre-

cisamente, o hemisfério externo de Dr , denotado por OH (D r ), é o subgrafo induzido

pelos vértices da sequência crescente de ciclos auxiliares, da camada mais externa

até a camada central. De modo análogo, o hemisfério interno, denotado por IH (D r ),

é o subgrafo induzido pelos vértices da sequência decrescente de ciclos auxiliares, da

camada central até a camada mais interna. Essa decomposição particiona o conjunto

de vértices do nanodisco, e as arestas radiais da camada central não pertencem a

nenhum dos dois hemisférios. Veja a Figura 2.6.
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Figura 2.6: Decomposição em hemisférios no nanodisco D5. O hemisfério interno

I H está destacado na cor bege, e o hemisfério externo OH em cinza. Os pentágonos

na camada central estão destacados em azul.

Uma propriedade importante dessa construção é que os hemisférios externo e

interno são grafos isomorfos, independentemente do parâmetro t que distingue as

representações planares não-isomorfas do nanodisco. Em particular, para cada raio

r � 2, a estrutura combinatória dos hemisférios depende apenas do valor de r, e

não da escolha especí�ca de Dr;t . Esse fato será fundamental mais adiante, quando

explorarmos construções de coloração baseadas em simetrias locais e em repetições

estruturais.

No interior dessa decomposição, a camada central desempenha papel especial.

Ela é delimitada por dois ciclos auxiliares de comprimento 12r � 6, um pertencente

ao hemisfério externo e outro ao hemisfério interno, e contém exatamente 6r faces,

das quais 12 são pentágonos e as demais são hexágonos. Dizemos que um pentágono

é particionado internamente quando os dois vértices que ele possui em um dos ciclos

C12r�6 pertencem ao hemisfério interno. Caso contrário, dizemos que esse pentágono

é particionado externamente. Equivalentemente, dizemos que dois pentágonos são

particionados da mesma forma quando os dois vértices de cada um deles pertencem

ao mesmo ciclo auxiliar C12r�6 . Ao percorrer a camada central em um sentido �xado,

por exemplo no sentido horário, observa-se que pentágonos consecutivos são sempre

particionados de maneiras distintas. Diremos que dois pentágonos são consecutivos

se, nesse percurso, não houver outra face pentagonal entre eles. De modo análogo,

duas faces da camada central são ditas adjacentes na camada central, ou simples-

mente lado a lado, se não houver nenhuma outra face entre elas nesse percurso. A

análise estrutural dos nanodiscos também se apoia em alguns lemas técnicos que res-
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tringem a ocorrência de certas con�gurações locais na camada central, em particular

envolvendo a posição relativa de faces pentagonais e hexagonais e a impossibilidade

de determinadas adjacências. Esses resultados serão utilizados implicitamente na

construção dos blocos e nas provas posteriores; por essa razão, registramos suas

versões completas apenas no Apêndice A.

2.1.4 Decomposição em blocos

Além da decomposição em hemisférios, os nanodiscos admitem uma decomposição

mais re�nada em subgrafos menores, chamados blocos. Essa construção explora a

simetria rotacional de ordem três presente na estrutura dos nanodiscos e será uma

das ferramentas combinatórias centrais nos argumentos do Capítulo 3.

A de�nição dos blocos está diretamente ligada à organização da camada central.

Recordemos que essa camada é delimitada por dois ciclos auxiliares de comprimento

12r�6, um pertencente ao hemisfério externo e outro ao hemisfério interno. Fixando-

se um pentágono particionado externamente e uma rotulação adequada dos vértices

desses dois ciclos, é possível identi�car, para cada pentágono da camada central, uma

cadeia de hexágonos desbalanceados que se propaga ao longo de ciclos auxiliares

consecutivos em direção ao centro do hemisfério. Essas cadeias são o ponto de

partida para a construção dos blocos.

No hemisfério externo, denotemos por

C j := C 12(r�j)+6 ; 1 � j � r;

os ciclos auxiliares considerados da camada central até o ciclo mais interno do he-

misfério. A partir das cadeias de hexágonos desbalanceados determinadas pelos

pentágonos da camada central, escolhem-se, em cada ciclo Cj , caminhos apropria-

dos T (Cj ) que conectam vértices especiais dessas cadeias. Um bloco de nanodisco

no hemisfério externo, denotado por Bi;i+1 (D r ), com i 2 f0; 2; 4g, é então de�nido

como o subgrafo induzido pelos vértices desses caminhos T (Cj ), para 1 � j � r.

Dessa forma, o hemisfério externo é decomposto em três blocos,

B0;1(D r ); B 2;3(D r ); B 4;5(D r );

que são mutuamente isomorfos. Como os hemisférios externo e interno são isomorfos,

obtém-se uma decomposição análoga no hemisfério interno, produzindo igualmente

três blocos isomorfos. Veja a Figura 2.7.
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Figura 2.7: O hemisfério externo do nanodisco D6 e seus três blocos destacados em

cores distintas.

Do ponto de vista estrutural, o aspecto mais importante é que cada bloco é

delimitado por quatro caminhos de fronteira: dois caminhos laterais, determinados

pelas cadeias de hexágonos desbalanceados, e dois caminhos pertencentes a ciclos

auxiliares extremos do hemisfério. Essa descrição permite ver cada bloco como uma

região planar bem de�nida, cuja forma combinatória se repete de maneira uniforme

em todos os hemisférios dos nanodiscos.

Assim, cada hemisfério de Dr é formado por três blocos isomorfos, e a compa-

tibilidade entre as fronteiras de blocos adjacentes permite recompor o hemisfério

sem perda de regularidade. Essa propriedade será fundamental nas construções de

coloração dos capítulos seguintes, pois torna possível trabalhar localmente em cada

bloco e, em seguida, estender a construção ao hemisfério e ao nanodisco inteiro.

A construção detalhada dos blocos, incluindo a rotulação explícita dos vértices

da camada central, a de�nição precisa dos caminhos T (Cj ) e a descrição completa

das fronteiras de cada bloco, pode ser consultada no Apêndice A.
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Capítulo 3

Nanodiscos de fulereno são Tipo 1

Neste capítulo, estudamos o problema da coloração total na família in�nita dos

nanodiscos de fulereno e provamos que tais grafos são Tipo 1. Este capítulo é

baseado no manuscrito submetido à revista Ars Combinatoria, cuja versão integral

pode ser vista no Apêndice A. Nesta tese, optamos por concentrar a motivação, os

resultados estruturais centrais e o esboço global das demonstrações, deixando para

o Apêndice a versão completa do manuscrito e alguns desenvolvimentos técnicos

complementares.

Organizamos este capítulo como segue. Na Seção 3.1, mostramos que a camada

central de todo nanodisco admite uma 4-coloração total. Em seguida, explicamos

por que a estratégia mais imediata não pode ser estendida de forma global ao na-

nodisco. Na Seção 3.3, estudamos os blocos obtidos na decomposição estrutural dos

hemisférios, apresentada no Capítulo 2, e estabelecemos um padrão de 4-coloração

total para esses subgrafos. Por �m, combinamos a coloração da camada central com

a dos blocos e obtemos o resultado principal do capítulo: todo nanodisco de fulereno

é Tipo 1.

3.1 A camada central é 4-total colorível

Nosso primeiro resultado trata da coloração da camada central de um nanodisco,

subgrafo que desempenha papel estrutural fundamental nessa família, pois concentra

os 12 pentágonos do grafo. Como vimos no Capítulo 2, essa propriedade é decisiva

para a descrição estrutural dos nanodiscos de fulereno. Recorde que a camada central

é delimitada por dois ciclos auxiliares, de comprimento 12r � 6, ligados por arestas

radiais.

Lema 7 (Lema 4 do Apêndice A). A camada central de todo nanodisco de fulereno

Dr;t , com r � 2 e 0 � t �
�

r�2
2

�
; é 4-total colorível.

Ideia da prova. Seja D r;t um nanodisco. Pela de�nição da camada central, seus
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elementos pertencem a dois ciclos auxiliares de comprimento 12r �6, a saber, C12r�6

e C�
12r�6 , unidos por arestas radiais.

Como 12r � 6 � 0 (mod 3), o Teorema 5 do Capítulo 1 garante que cada um

desses ciclos admite uma 3-coloração total. Fixemos, então, as seguintes colorações.

No ciclo C12r�6 , escolhemos c(u0) = 3 e colorimos os vértices ciclicamente por

c(uk) =

8
>>><

>>>:

3; k � 0 (mod 3);

2; k � 1 (mod 3);

1; k � 2 (mod 3):

No ciclo C�
12r�6 , escolhemos c(v0) = 1 e colorimos os vértices ciclicamente por

c(vk) =

8
>>><

>>>:

1; k � 0 (mod 3);

3; k � 1 (mod 3);

2; k � 2 (mod 3):

As arestas dos dois ciclos são então coloridas de maneira compatível com esse padrão,

isto é,

c(uk�1 uk) = c(v k�1 ) e c(vk�1 vk) = c(u k);

onde os índices são tomados módulo 12r � 6.

Resta analisar as arestas radiais da camada central. Pela estrutura dos pentágo-

nos e hexágonos nessa camada, cada aresta radial é de um dos tipos ukvk ou ukvk�1 ,

e o conjunto dessas arestas forma um emparelhamento. Isso permite atribuir a cor 4

a todas elas sem con�ito com os extremos nem com as arestas incidentes dos ciclos

auxiliares.

Portanto, atribuindo a cor 4 a todas as arestas radiais, obtemos uma 4-coloração

total da camada central.

A Figura 3.1 ilustra a 4-coloração total da camada central em algumas instâncias

de nanodiscos de fulereno. Em toda a construção, adotamos a convenção de cores

1 = vermelho; 2 = verde; 3 = azul; 4 = rosa:

Esses exemplos ajudam a visualizar o padrão descrito no Lema 7, apresentado an-

teriormente.
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Figura 3.1: Exemplos da 4-coloração total da camada central nos nanodiscos de

fulereno D3;0, D4;0 e D5;0, respectivamente. A convenção adotada é 1 = vermelho,

2 = verde, 3 = azul e 4 = rosa.

A construção acima mostra ainda que a coloração dos pentágonos particionados

externamente depende apenas de r, enquanto a dos pentágonos particionados inter-

namente depende de r e do parâmetro t, preservando, entretanto, o mesmo padrão

a menos de permutação das cores em f1; 2; 3g.

3.2 A estratégia natural não se estende

Uma vez colorida a camada central, a tentativa mais imediata seria estender tal

coloração ao restante do nanodisco, usando uma única cor em todas as arestas radiais

das camadas seguintes e as outras três cores nos ciclos auxiliares correspondentes.

O próximo lema mostra que isso não é possível.

Antes do resultado geral, vale observar que essa di�culdade já aparece no nano-

disco D2;0. Nesse grafo, se todas as arestas radiais recebessem a mesma cor, então

os vértices de um mesmo ciclo auxiliar incidentes a essas arestas teriam de receber

todos a mesma cor, o que impõe uma distribuição impossível das cores restantes no

ciclo C6. O lema a seguir formaliza esse obstáculo para todo Dr .

Lema 8 (Lema 5 do Apêndice A). Não existe uma 4-coloração total de Dr em que

todas as arestas radiais recebam a mesma cor.

Ideia da prova. Basta analisar uma das camadas extremas do nanodisco, interna

ou externa, pois ambas têm a mesma estrutura: cada uma delas é formada por um

ciclo C6, por um ciclo C18 e pelas arestas radiais que ligam esses dois ciclos.

Suponha, por absurdo, que exista uma 4-coloração total de Dr em que todas essas

arestas radiais recebam a mesma cor, digamos a cor 4. Como a camada extrema

é formada apenas por hexágonos desbalanceados, os seis vértices de C18 incidentes
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