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Nesta tese, investigamos problemas de coloracéao total e coloracéo total AVD em
grafos fulerenos, enfatizando a interacao entre estrutura combinatoria e a obtencéo
de coloragcdes com numero minimo de cores.

A classe dos grafos fulerenos € particularmente relevante nesse contexto por reu-
nir planaridade, cubicidade e cintura cinco, caracteristicas que a colocam natural-
mente no escopo de conjecturas classicas sobre coloragdo. A partir desse quadro,
desenvolvemos uma abordagem baseada em organizagéo estrutural, decomposicao e
crescimento recursivo.

Mostramos que os nanodiscos de fulereno sdo grafos Tipo 1, por meio de uma
construcdo explicita de 4-coloracédo total baseada na camada central do grafo e em
uma decomposicdo em blocos hemisféricos isomorfos. Além disso, provamos que
os nanodiscos de fulereno e os nanotubos (0;5) e (0;6) admitem coloracfes totais
AVD com cinco cores, sendo, portanto, AVD-Tipo 2. Adicionalmente, formaliza-
mos operacoes locais de crescimento em grafos fulerenos, denominadas F-expansao
e Fg-expansdo, e estabelecemos condi¢des de fronteira sob as quais os grafos gerados
por essas operacdes permanecem Tipo 1 ou AVD-Tipo 2. Com isso, obtemos fami-
lias in nitas de fulerenos geradas a partir de sementes adequadas, com padrdes de
coloracao preservados.

Os resultados obtidos fornecem novas evidéncias favoraveis a validade das con-
jecturas consideradas no ambito da coloragao total e da coloragéo total AVD para
subclasses estruturadas de grafos cubicos planares. Além disso, produzimos nesta
tese construcdes explicitas e mostramos que técnicas baseadas em decomposicao es-
trutural, simetria local e operacdes recursivas de expanséo constituem ferramentas
e cazes para o estudo da coloragédo em grafos fulerenos.
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In this thesis, we investigate total coloring and AVD-total coloring problems in
fullerene graphs, emphasizing the interplay between combinatorial structure and the
construction of colorings using the minimum number of colors.

The class of fullerene graphs is particularly relevant in this context because it
combines planarity, being cubic, and girth ve, features that naturally place it within
the scope of classical coloring conjectures. Within this framework, we develop an
approach based on structural organization, decomposition, and recursive growth.

We show that fullerene nanodiscs are Type 1 graphs by means of an explicit
4-total coloring based on the central layer of the graph and on a decomposition
into isomorphic hemispherical blocks. In addition, we prove that fullerene nanodiscs
and the (0; 5)- and (0; 6)-nanotubes admit AVD-total colorings with ve colors and
therefore are AVD-Type 2. Additionally, we formalize local growth operations on
fullerene graphs, called F-expansion andsFexpansion, and establish boundary con-
ditions under which the graphs generated by these operations remain Type 1 or
AVD-Type 2. This yields in nite fullerene families generated from suitable seeds
with preserved coloring patterns.

The results obtained provide new positive evidence toward the validity of the
conjectures considered in the contexts of total coloring and AVD-total coloring for
structured subclasses of cubic planar graphs. Moreover, in this thesis, we provide
explicit constructions and show that techniques based on structural decomposition,
local symmetry, and recursive expansion operations constitute e ective tools for the
study of coloring in fullerene graphs.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria dos Grafos é uma ferramenta matematica importante para modelar relacdes
entre objetos e estudar problemas de naturezas diversas. Por meio de grafos, é pos-
sivel representar situacdes envolvendo adjacéncia, conexado e restricdes de maneira
combinatoria, o que explica a presenca dessa teoria em diferentes areas, como Ma-
tematica, Computacdo, Quimica e Engenharia. Como exemplo classico, problemas
de coloracdo de mapas podem ser reformulados em termos de coloracdo de vértices
de grafos, evidenciando como questfes aparentemente concretas podem ser tratadas
por meio de estruturas combinatorias.

Nesta tese, o foco esta em problemas de coloracdo em grafos fulerenos e em
algumas de suas subfamilias. Mais especi camente, investigamos de que maneira
propriedades estruturais desses grafos podem ser utilizadas na obtencdo e na cons-
trucdo de coloracdes totais e coloragdes totais AVD oOtimas. Ao longo do texto,
exploramos a relacdo entre estrutura e coloracdo tanto do ponto de vista teorico
guanto do ponto de vista construtivo.

Este texto esta estruturado em seis capitulos. O Capitulo 1 apresenta a motiva-
¢éo e a contextualizacdo do problema, bem como as de ni¢des basicas e as notacdes
gue serdo utilizadas ao longo da tese. O Capitulo 2 relne os principais concei-
tos estruturais sobre grafos fulerenos que servirdo de base para o desenvolvimento
dos capitulos seguintes. O Capitulo 3 € dedicado ao estudo da coloracédo total de
nanodiscos de fulereno, um dos primeiros resultados centrais obtidos ao longo do
desenvolvimento desta tese. O Capitulo 4 trata da coloracgéo total AVD em algumas
familias de grafos fulerenos. No Capitulo 5, investigamos operacdes de crescimento
em grafos fulerenos e sua relacdo com a preservacéo de propriedades de coloracao.
Por m, o Capitulo 6 apresenta as conclusdes do trabalho e algumas perspectivas
para pesquisas futuras.

Com o objetivo de facilitar a leitura da tese, optamos por nao reproduzir in-
tegralmente todas as demonstracfes dos resultados obtidos. Em varios momentos,
apresentamos apenas a ideia central das provas ou esboc¢os de suas etapas principais,



remetendo o leitor aos trabalhos originais para os detalhes técnicos. Essa escolha
evita repeticBes excessivas e permite dar maior destaque a organizacado dos resulta-
dos e a unidade do texto. Os resultados centrais desta tese encontram-se também
nos artigos anexados nos apéndices, conforme descrito a seguir:

" Os resultados do Capitulo 3, submetidos na versdo completa para a revista
Ars Combinatoria em outubro de 2025, e que estao presentes no Apéndice A.
Alguns destes resultados foram apresentados parcialmente no VIII Encontro
de Teoria da Computacéo (ETC) em 2023, tendo sido contemplado com o
prémio de terceiro melhor trabalho.

A

Os resultados do Capitulo 4, publicados na revista Discrete Mathematics and
Theoretical Computer Science , estdo presentes no Apéndice B. Alguns destes
resultados foram apresentados parcialmente no 11th Latin American Workshop
on Cliques in Graphs (LAWCG) em 2024.

A

Os resultados do Capitulo 5, submetidos na versdo completa para a revista
Computational and Applied Mathematics em abril de 2026, e estdo presentes
no Apéndice C.

1.1 O Problema das Quatro Cores

O Problema das Quatro Cores consiste em determinar o nimero minimo de cores
necessario para colorir um mapa no plano, real ou cticio, de modo que regifes
adjacentes, isto €, com fronteira comum, recebam cores distintas. Em 1852, Francis
Guthrie, ao tentar colorir os distritos do mapa da Inglaterra sob essa condicéo, obser-
VOU que quatro cores pareciam ser su cientes em todos os casos considerados. Essa
observacéo deu origem a chamada Conjectura das Quatro Cores, um dos problemas
mais célebres da Matemética Discreta e um marco no desenvolvimento da teoria da
coloracdo em grafos [17]. De fato, sua formulacao inaugura uma das linhas centrais
da Teoria dos Grafos, ao relacionar propriedades combinatorias de adjacéncia com
restricbes de coloragdo. A Figura 1lilustra uma coloracdo com quatro cores para

0 mapa dos distritos da Inglaterra.

Ao longo de 124 anos, diferentes estratégias foram propostas na tentativa de re-
solver o Problema das Quatro Cores, até que a Teoria dos Grafos se consolidou como
uma ferramenta matemética fundamental para sua formulagéo e estudo. Em 1976,
Kenneth Appel e Wolfgang Haken apresentaram uma demonstracdo do Teorema das

LFigura retirada do site http://onlinemaps.blogspot.com/2012/08/
map-of-england-with-counties.html. Acessado em: 10 Mar. 2026. A escolha do mapa
da Inglaterra nesta ilustracao deve-se a origem histérica do problema, associada a observacgéo feita
por Francis Guthrie em 1852.



Figura 1.1: Mapa dos distritos da Inglaterra colorido com quatro cores.

Quatro Cores com auxilio computacional, utilizando um IBM 360 [4]. A prova sus-
citou intenso debate na comunidade matemética, uma vez que dependia de maneira
essencial de veri cagles realizadas por computador. Posteriormente, em 1990, Neil
Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour e Robin Thomas desenvolveram uma nova
demonstracdo do teorema [43]. Embora essa segunda prova também utilizasse re-
cursos computacionais, sua implementagdo mostrou-se mais simples e acessivel. Por
esse motivo, o Teorema das Quatro Cores ocupa um lugar singular na histéria da
Matematica, sendo reconhecido como o primeiro teorema cuja demonstracao depen-
deu essencialmente do uso de computadores. Esse problema pode ser reformulado
em termos de grafos planares por meio do grafo dual associado ao mapa: a cada
regido associa-se um veértice, e duas regides com fronteira comum correspondem a
vertices adjacentes. Nessa formulagéo, colorir 0 mapa equivale a determinar uma
coloragéo de vértices em que Vvértices adjacentes recebem cores distintas. Essa pers-
pectiva inaugura a teoria da coloracdo em grafos, que sera retomada nas préximas
secoes.

1.2 De nicdes e NotacOes

Nesta secéo, apresentamos as de ni¢cdes e notacdes fundamentais que serdo utilizadas
ao longo desta tese. Além dos conceitos introduzidos aqui, outras de nicdes, nota-
¢Oes e resultados serdo apresentados no decorrer do texto, sempre que necessarios
ao desenvolvimento de um capitulo, se¢cdo ou contexto especi co. Com o0 objetivo



de garantir clareza e rigor a exposicao, as de nicdes adotadas foram baseadas em
referéncias classicas e consolidadas da area, tais como [7],[47] e [49].

Um grafo simples G = (V (G); E(G)) é um par ordenado, em que V (G) € um
conjunto nito ndo vazio de vértices e E(G) é um conjunto, disjunto de V (G), cujos
elementos sdo arestas formadas por pares ndo ordenados de vértices distintos de
V (G). Isto é, para toda aresta e 2 E(G), existem u;v 2 V (G), com u 6=, tais que
e = uv. Podemos denotar um grafo por G = (V; E) ou, simplesmente, por G. Ao
longo desta tese, para um grafo G, adotamos a notagédo n = jV (G)j para a ordem
do grafo G, isto é, cardinalidade do conjunto de vértices de G, e m = JE(G)j para
a cardinalidade do conjunto de arestas de G.

Se uv 2 E(G), dizemos que u e v sdo vértices adjacentes, ou, ainda, que u é
vizinho de v. Nesse caso, a aresta uv € incidente a u e v, e 0s Vértices u e v sdo as
extremidades dessa aresta. A vizinhanca aberta de um vértice vem G é o conjunto

N()=fu2V(G) :uv2E(G)g;
enquanto sua vizinhanca fechada é dada por
N[v] = N(v) [fva:

Se S V(G), escrevemos
Ns(v) =N(v)\S

para indicar a vizinhanca de v em S. Duas arestas que possuem uma extremidade
em comum sdo chamadas arestas adjacentes.

O grau de um vértice v em um grafo simples G, denotado por d(v), € o nimero
de arestas incidentes a v, ou, de forma equivalente, o nUmero de vértices adjacentes
av. O grau maximo de G é denotado por (G) e de nido por

(G) =maxfd(v) :v2V(G)g:

A Figura 1.2 apresenta um grafo simples com grau maximo 3. Quando ndo houver
ambiguidade, escreveremos apenas para representar o grau maximo de G.

Figura 1.2: Um grafo com grau maximo = 3.
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h& repeticdo de arestas, o passeio € chamado de trilha; quando ndo ha repeticdo de
vértices, ele é chamado de caminho. Um passeio é dito fechado quando seu primeiro
e seu ultimo vértices coincidem.

Um ciclo em um grafo G é uma trilha fechada em que apenas o primeiro € 0
ultimo vértices se repetem. A cintura de G, denotada por g(G), € o comprimento de
seu menor ciclo. Um grafo formado por um unico ciclo é chamado de grafo ciclo. Um
grafo ciclo com n vértices € denotado porCveja a Figura 1.3. Ao longo desta tese,
chamaremos o ciclo ¢de triangulo, o ciclo G de quadrado, o ciclo €de pentagono
e o ciclo G de hexagono.

A D)

(b) (©) (@)

Figura 1.3: Grafos ciclo: (a) G; (b) C4; (c) Cs; (d) Ce.

Dizemos que um grafo G € conexo quando existe um caminho entre quaisquer
dois de seus veértices. Caso contrério, G é dito desconexo. Veja a Figura 1.4.

[
/ :
Figura 1.4: (a) Grafo conexo; (b) Grafo desconexo.

@ (b)

Um subgrafo &= (V %E9 de um grafo G é obtido escolhendo-se subconjuntos
de vértices e de arestas de G, isto €, de modo que W)(G/ (G) e E(G 9 E(G).

Se S é um subconjunto de vértices de G, o subgrafo induzido por S é denotado
por G[S] e contém todos os vértices de S e todas as arestas de G cujas extremidades
pertencem a S. Em outras palavras, G[S] =S;fuv : u;v2S e uv 2 E(G)g : Veja
a Figura 1.5.

Um isomor smo entre grafos simples Ge G, € uma bijecédof: V(G;) 'V(G )
tal que uv 2 E(G,) se e somente se f(u)f(v) 2 E(G,). Em outras palavras,
dois grafos sdo isomorfos quando existe uma correspondéncia biunivoca entre seus
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Figura 1.5: (a) Um grafo G; (b) o subgrafo induzido por um conjunto de vértices
selecionado; e (c) um subgrafo ndo induzido sobre esse mesmo conjunto. Os veértices
em branco em G destacam o conjunto escolhido.

conjuntos de vértices que preserva exatamente as relacdes de adjacéncia. Veja a
Figura 1.6.
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Figura 1.6: Dois grafos isomorfos.

Um grafo G é chamado regular de grau r, ou simplesmente r-regular, quando
todos os seus vertices tém grau r. A Figura 1.7 exibe exemplos de grafos 2-regular
e 3-regular. Para r = 0;1;2, os grafos r-regulares possuem estruturas bastante
simples e facilmente caracterizaveis. Ja os grafos 3-regulares podem apresentar
comportamento estrutural bem mais rico. Esses grafos, também chamados cubi-
cos, desempenham papel central na Teoria dos Grafos e aparecem naturalmente em
diversos problemas de coloracdo. Quando nenhum vértice de G tem grau maior que
3, dizemos que G é subcubico.
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Figura 1.7: (a) O grafo G, que é 2-regular; (b) o grafo de Petersen, que é 3-regular.
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Figura 1.8: Os grafos completos K K4 e Ks, respectivamente.

Um grafo é completo quando existe uma aresta entre cada par de vértices dis-
tintos. O grafo completo com n vértices € denotado por K Em particular, todo
vértice de K, tem grau n 1, de modo que K, é um grafo (n 1)-regular. Veja a
Figura 1.8.

Um grafo é bipartido quando seu conjunto de vértices pode ser particionado em
dois subconjuntos Y e b de modo que toda aresta tenha uma extremidade em V
e a outra em \. Nesse caso, Me Vb sdo chamados conjuntos de particdo. Se, além
disso, existe uma aresta entre cada veértice de ¥ cada veértice de ¥, entdo o grafo
e dito bipartido completo. Indicando por n e n, 0s numeros de vértices de;\e
V,, respectivamente, tal grafo é denotado por K.,, € possui an, arestas. Veja a
Figura 1.9.
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./

Vi1 ) Vi Vo
Grafo bipartido

Figura 1.9: A esquerda, um grafo bipartido com conjuntos de particio, & \b; a
direita, o grafo bipartido completo Ks.,.



Um subconjunto S V (G) é dito independente quando ndo héa arestas ligando
dois vértices de S. O numero de independéncia de G, denotado por (G), € a maior
cardinalidade de um conjunto independente de vértices. Veja a Figura 1.10.

N

Figura 1.10: Um conjunto independente de vertices em um grafo. Os vértices em
branco formam um conjunto independente.

De modo analogo, um emparelhamento em G € um subconjunto de arestas
M E(G) tal que duas arestas distintas de M ndo possuem extremidade em co-
mum. Quando todos as vértices do grafo sdo incidentes a alguma aresta de M, o
emparelhamento é dito perfeito. O numero de independéncia de arestas de G, de-
notado por YG), é a maior cardinalidade de um emparelhamento em G. Veja a
Figura 1.11.

Figura 1.11: Um emparelhamento perfeito em um grafo, constituido pelas arestas
destacadas em azul.

Para G conexo, se ¥ V (G) é tal que o grafo G nV°é desconexo, entdo %
chamado corte de vértices de G. Quando = k, dizemos que VP é um k-corte de
vértices. A conectividade por vértices de G, denotada por (G), é a cardinalidade
de um menor corte de vértices de G. Se (G) Kk, entdo G é dito k-conexo por
vértices.

Se S e T sdo subconjuntos de vértices de G, denotamos por [S; T] o conjunto
de todas as arestas de G com uma extremidade em S e outra em T. Um corte de
arestas de G é um subconjunto nio-vazio’EE(G) da forma E °=[S; S], em que
S V(G)e S=V(G)nS, tal que G n E®é desconexo. Quando j§= k, dizemos
que E°é um k-corte de arestas. A conectividade por arestas de G, denotada por

qG), é a cardinalidade de um menor corte de arestas de G. S¥G) k, entdo G
€ dito k-conexo por arestas. A Figura 1.12 apresenta um grafo cujo corte minimo de



vértices € dado por V= fwg e cujo corte minimo de arestas € dado, por exemplo,
por E°= fuw; vwg.

u )

TN

Figura 1.12: Um grafo cujo corte minimo de vértices é% fwg e cujo corte minimo
de arestas é E= fuw; vwg.

Uma aresta e 2 E(G) é chamada ponte quando a remocéo de e desconecta o
grafo. Um grafo sem pontes é aquele que ndo pode ser desconectado pela remocéao
de uma Unica aresta. A Figura 1.13 exibe um grafo que contém uma ponte. Um
grafo sem ponte é exibido na Figura 1.12.

g
N

Figura 1.13: Um grafo contendo uma ponte destacada em azul.

Em 1891, Julius Petersen estabeleceu uma relacéo importante entre grafos cubi-
cos sem pontes e emparelhamentos perfeitos [42], expressa no resultado a seguir.

Teorema 1 (Teorema de Petersen, 1891 [42]). Todo grafo cubico sem pontes possuli
um emparelhamento perfeito.

Um grafo € planar quando admite uma representacéo no plano em que as arestas
ndo se cruzam. Tal representacdo € chamada imersdo planar do grafo. Quando

um grafo planar é considerado juntamente com uma imersao xada, também o
chamamos de grafo plano. Veja a Figura 1.14.

> I\

Figura 1.14: Duas representacbes do grafq,KA esquerda, uma representagio com
cruzamento de arestas; a direita, uma imersdo planar do mesmo grafo.

Uma das contribuicdes mais importantes de Euler para a teoria dos grafos plana-
res foi a obtencdo de uma relacdo entre o nimero de vértices, arestas e faces de um
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grafo plano conexo. Esse resultado, originalmente formulado para grafos poliédricos,
cou conhecido como relagao de Euler [7].

Teorema 2 (Relacdo de Euler, 1752 [7]). Se G é um grafo plano conexo com f
faces, m arestas e n vértices, entao

n m+f=2:

Um grafo planar particiona o plano em regides, chamadas faces do grafo. A
fronteira de uma face f de um grafo plano conexo é um passeio fechado de arestas
gue delimita essa face e é denotada por @ (f). Duas faces séo ditas adjacentes quando
possuem uma aresta em comum em suas fronteiras. Existe sempre uma face nao
limitada, isto €, de area in nita, chamada face externa ou face innita. Veja a
Figura 1.15.

Figura 1.15: Faces de um grafo planar. A regidqg & a face externa, enquanto,f
f, e f3 sdo faces internas.

1.2.1 Coloracédo de Grafos

Em Teoria dos Grafos, um problema de colora¢ao consiste em atribuir cores a deter-
minados elementos do grafo, obedecendo a restricdes de adjacéncia ou incidéncia. De
maneira mais especi ca, essas cores podem ser atribuidas a vertices, a arestas ou, Si-
multaneamente, a ambos. O estudo dessa area teve origem no Problema das Quatro
Cores, discutido na Sec¢éo 1.1, e deu origem a diferentes noc¢des de coloragéo. Nesta
subsecéo, apresentamos aquelas mais diretamente relacionadas aos temas desta tese:
a coloracao de vertices, a coloracéo de arestas, a coloragéo total e a coloragéo total
AVD. As de ni¢cdes e resultados apresentados a seguir baseiam-se principalmente
em [16; 22; 46; 50].

Uma coloracao de vértices de um grafo G € uma atribuicao de cores aos vértices de
G de modo que Vvértices adjacentes recebam cores distintas. Quando séo utilizadas
k cores, dizemos que se trata de uma k-coloracdo de vértices e que o grafo é k-
colorivel. O numero cromatico de G, denotado por (G), € o menor numero de
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cores para o qual G admite uma coloracdo de vértices. Em algumas classes de
grafos, o numero cromatico pode ser determinado explicitamente. Um exemplo

importante € dado pelos grafos bipartidos: um grafo é bipartido se, e somente se,

admite uma coloracdo de vértices com duas cores [16]. Um resultado classico da
teoria de coloragdo de vértices é dado pelo Teorema de Brooks [11], que a rma que
se um grafo G ndo € um ciclo impar ou um grafo completo, entdo G admite uma

-coloracgéo de veértices.

Teorema 3 (Teorema de Brooks, 1941 [11]). Se G é um grafo simples e conexo,
entdo G admite uma -coloracao de vértices, exceto nos casos em que G € um ciclo
impar ou um grafo completo. Nesses casos, tem-se (G) = + 1.

Uma coloragdo de arestas de um grafo G é uma atribuicdo de cores as arestas
de modo que arestas adjacentes recebam cores distintas. Quando se usam k cores,
temos uma k-coloracédo de arestas, e 0 menor valor de k para o qual o grafo admite
uma k-coloracéo de arestas é chamado indice cromético de G, denotado p¥@).

O resultado central da teoria de coloracdo de arestas é o Teorema de Vizing.

Teorema 4 (Teorema de Vizing, 1964). Se G € um grafo simples com grau maximo
, entado
W@G) +1:

Esse teorema dé origem a seguinte classi cacdo: dizemos que G é Classe 1 quando
YG) = , e Classe 2 quando 4G)= +1.

A nocao de coloragdo mais diretamente relacionada aos problemas estudados
nesta tese € a coloracao total. Uma coloragéo total de um grafo G é uma atribuicéo
de cores ao conjunto V (G) [ E(G) de modo que veértices adjacentes recebam cores
distintas, arestas adjacentes recebam cores distintas e cada vértice receba cor distinta
das arestas a ele incidentes. Quando se utilizam k cores, temos uma k-coloragao total.
O menor inteiro k para o qual G admite uma coloracao total € chamado numero
cromatico total de G e é denotado por ®G).

Se v é um vértice de grau maximo , entdo sdo necessarias cores distintas para
colorir as arestas incidentes a v, além de uma cor adicional para o proprio vértice.
Portanto, para todo grafo simples G, temos %{G) + 1:

Behzad e Vizing [5; 48] conjecturaram independentemente um limite superior
para o numero cromatico total, dando origem a Conjectura da Coloracdo Total (Total
Color Conjecture).

Conjectura 1 (Conjectura da Coloracao Total (TCC)). Para todo grafo simples G,

+1 Re) +2:
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Se essa conjectura vale para uma classe de grafos, entdo cada grafo dessa classe
pode ser classi cado de uma de duas formas: ele € dito Tipo 1 quand$G) = +1
e Tipo 2 quando %G)= +2.

Para mostrar que um grafo é Tipo 1, basta exibir uma coloragéo total com +1
cores. Ja para mostrar que um grafo é Tipo 2, € necessario garantir que nao existe
coloracao total com + 1 cores e, além disso, construir uma coloracdo total com
+2 cores, 0 que evidencia a di culdade deste problema. A Conjectura da Coloracao
Total permanece em aberto para grafos regulares em geral, embora ja tenha sido
veri cada para varias classes particulares. No caso cubico, a TCC ja foi validada [44],
de modo que o problema passa a ser de classi cagao; por outro lado, este problema
ainda nao esta resolvido para todos os grafos planares [36]. Além disso, decidir se
um grafo cubico bipartido é Tipo 1 € um problema NP-completo [45]. Em algumas
classes especi cas, 0 numero cromatico total é conhecido. Um destes resultados € a
classi cacao dos grafos ciclo G que sao Tipo 1 quando n € multiplo de 3 e Tipo 2
nos demais casos, resultado que sera particularmente Util ao longo desta tese.

Teorema 5 (Yap, 1996 [50]). Se G = C,, entdo

8

%G) = <3; sen 0 (mod 3);
- 4: caso contrario:

Em 2003, Cavicchioli et al. [15] levantaram a questdo da existéncia de um snark
Tipo 2 com cintura ao menos 5, onde snarks designam uma subclasse dos grafos
cubicos que ndo admitem uma 3-coloracdo de arestas e que € usualmente de nida
por condi¢cOes adicionais de conectividade [28]. Desde entdo, por mais de vinte
anos, pesquisadores vém procurando, sem sucesso, um snark Tipo 2 com cintura ao
menos 5 [12; 24].

Em 2015, como ndo eram conhecidos nem grafos cubicos Tipo 2 com cintura ao
menos 5, nem snarks Tipo 2, Brinkmann et al. [10] observaram que a conjectura
reunia simultaneamente duas exigéncias, a de ser um snark e a de ter cintura ao
menos 5, as quais deveriam ser tratadas separadamente. Nesse sentido, construiram
sharks Tipo 2 com cinturas 3 e 4, e propuseram a seguinte conjectura.

Conjectura 2 (Brinkmann, Preissmann e Sasaki, 2015 [10]). Nao existe grafo cubico
Tipo 2 com cintura a0 menos 5.

Além da coloracao total usual, também sera importante nesta tese a variacao
deste problema em que vértices adjacentes precisam ser distinguiveis pelos conjuntos
de cores que lhes aparecem. Se € uma k-coloracao total de G e u 2 V (G), de nimos

C (u) :=f(uwgl[f(uv)juv2E(G)g:
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Quando nao houver ambiguidade, escreveremos apenas C(u). Dois vértices u e
v sdo ditos distinguiveis quando C(u) 6= C(v). Consequentemente, tomando o0s
complementares em relacdo ao mesmo conjunto de cores, também te@ds!) 6=

De nicdo de coloracao total AVD. Uma k-coloracao total de G é chamada

coloracao total AVD (adjacent vertex distinguishing) se, para todo par de vértices

adjacentes u;v 2 V (G), tem-se ((u) 6= C(v). O menor inteiro k para o qual G

admite tal colorag@o é chamado nimero cromatico total AVD de G e € denotado por
2RG).

Duas propriedades basicas serdo Uteis para interpretar essa classi cagdo. Zhang
et al. [21] observaram que, se G possui dois vértices adjacentes de grau maximo,
entao

%) (G)+2:

De fato, em uma coloracédo total com apenas (G) + 1 cores, todo vértice de grau
maximo vé todas as (G) + 1 cores em seu conjunto C(u). Assim, dois vertices
adjacentes de grau maximo teriam o mesmo conjunto de cores, 0 que contradiz a
condicdo AVD. Por outro lado, se G ndo possui vértices adjacentes de grau maximo,
entdo a cota inferior natural é apenas %{G) (G) + 1: Além disso, Chen [20]
provou que, se G é bipartido, entdo 8{G) (G) + 2: Consequentemente, se G é
bipartido e possui dois vértices adjacentes de grau maximo, entf{G) = (G)+2:

Nesse caso, portanto, G € AVD-Tipo 2.

O problema da coloragéo total AVD foi introduzido em 2005 por Zhang et al. [21],
gue determinaram o namero cromatico total AVD para algumas familias de grafos
e observaram que todas elas admitiam uma coloracdo desse tipo com no maximo
(G) + 3 cores. Com base nesse resultado, propuseram a seguinte conjectura.

Conjectura 3 (Zhang e Chen, 2005 [21]). Se G € um grafo simples, entdo
AG) (G)+3:

Se essa conjectura vale, entdo podemos classi car os grafos conforme o valor
de %NG). Dizemos que G é AVD-Tipo 1 quando XG) = (G) + 1, AVD-Tipo
2 quando %G) = (G) +2 e AVD-Tipo 3 quando  %G) = (G) + 3. Todo
grafo AVD-Tipo 1 é, em particular, Tipo 1, embora a reciproca néo seja verdadeira.
Por exemplo, quando n é impar, o grafo completo Ké Tipo 1, mas é AVD-Tipo
3[21;50]. Como K é (n 1)-regular, os grafos completos de ordem impar constituem
uma familia natural de exemplos regulares AVD-Tipo 3.

Desde a formulagdo da conjectura AVD, vérios resultados vém sendo obtidos.
Em 2008, Chen et al. [19] veri caram a Conjectura 3 para grafos de grau maximo 3.
No mesmo ano, Chen e Wang [20] determinaram o nimero cromatico total AVD de
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algumas classes de grafos com grau maximo pelo menos 6. Em 2009, Chen et al. [18]
determinaram esse numero para os hipercubos, . QAinda em 2009, Hulgan [31]
apresentou demonstracdes concisas para ciclos e grafos completos, além de construir
uma coloracgédo total AVD com 6 cores para grafos de grau maximo 3. A partir desses
resultados, Hulgan conjecturou que essa cota superior ndo era a melhor possivel.

Conjectura 4 (Hulgan, 2009 [31; 32]). Se G é um grafo simples com (G) = 3,
entao
XG) s:

Desde entdo, outros trabalhos passaram a investigar a Conjectura 3 em classes
como grafos equipartidos, grafos split, grafos corona e grafos 4-regulares [13; 27; 40;
41]. No que diz respeito a Conjectura 4, destacamos o trabalho de Atilio Luiz et
al. [14]. Mais precisamente, esses autores mostraram que grafos com (G) = 3 sem
vértices adjacentes de grau maximo possuem numero cromatico total AVD igual a
4. Além disso, veri caram a conjectura para familias in nitas de snarks.

Convém mencionar que ha também uma versao relacionada do problema para
coloracdes de arestas. Nesse contexto, uma coloracdo propria de arestas é dita AVD
guando vertices adjacentes sao distinguiveis pelos conjuntos de cores das arestas
incidentes. Embora esse seja um problema distinto da coloracao total AVD con-
siderada nesta tese, ele fornece uma perspectiva algoritmica relevante. Bensmail,
Hocquard e Lajou [6] estudaram a complexidade de dois problemas de decisao asso-
ciados ao indice cromatico AVD de arestas: dado um grafo G com (G) = k, decidir
se %p (G) = (G), e decidir se %, (G) = (G) + 1. Os autores provaram que
ambos os problemas sao NP-dificeis para todo k 3. Esses resultados mostram que,
mesmo em versdes proximas a coloracao total AVD, problemas de deciséo associados
a parametros de coloracao podem apresentar alta complexidade algoritmica.

As Conjecturas 2 e 4 motivam o estudo da coloracéo total e da coloracéo total
AVD em classes particulares de grafos cubicos planares. No caso da coloracéo to-
tal, torna-se natural investigar a possivel existéncia de grafos cubicos Tipo 2 com
g(G) b5, isto é, possiveis contraexemplos a Conjectura 2. Ja no contexto da colora-
¢ao total AVD, a questao central € veri car se subclasses relevantes de grafos cubicos
admitem coloragfes totais AVD com cinco cores, como previsto pela Conjectura 4.
De fato, para grafos cubicos, um grafo AVD-Tipo 3 teria %G) = 6 e, portanto,
constituiria um contraexemplo a Conjectura 4; ndo € necessario impor, nesse caso,
uma condic¢éo adicional sobre a cintura. E precisamente nesse cendrio que se inse-
rem os grafos fulerenos, isto é, grafos planares cubicos de cintura 5 que modelam
estruturas quimicas e constituem o objeto central desta tese. Nos capitulos seguin-
tes, veremos como propriedades estruturais dessas classes podem ser exploradas na
obtencao de resultados tanto para coloracdo total quanto para coloragao total AVD.
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A Figura 1.16 sintetiza essa motivacdo. No diagrama referente a coloracédo total,
destacamos a intersecédo entre grafos cubicos de cintura ao menos 5 e grafos Tipo 1,
onde se situam as familias de fulerenos estudadas nesta tese. No diagrama referente
a coloracgéo total AVD, destacamos o caso (G) = 3, em que a Conjectura 4 estima
gue os grafos cubicos sejam AVD-Tipo 2.

Diagrama 1: Coloracéo total AVD para grafos cubicos

AVD-Tipo 2 (G)=3

nanotubos
(0;5) e (0;6)

adjacentes

Conjectura 4:
?
Diagrama 2: Coloracao total para grafos cubicos

g9(G) 5 Tipo 1

nanodiscos

nanotubos
(0;5) e (0;6)

Conjectura 2:
?

Figura 1.16: Diagramas esquematicos relacionados as motivacdes desta tese. No
Diagrama 1, destacamos o caso cubico no contexto da coloracdo total AVD; no
Diagrama 2, destacamos a relacdo entre grafos cubicos de cintura ao menos 5 e
grafos Tipo 1.
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Capitulo 2

Estrutura e Decomposicoes de
Grafos Fulerenos

Neste capitulo, reunimos os principais conceitos estruturais sobre grafos fulerenos
gue serao utilizados ao longo da tese. A primeira parte tem carater introdutério

e recorda a de nicdo de grafo fulereno, bem como algumas propriedades classicas
dessa classe. A partir da Subsec¢éo 2.1.1, passamos a xar a linguagem estrutural
adotada nesta tese, introduzindo a nocéo de imersao circular em camadas, os ciclos
auxiliares, os vértices de conexdo e as arestas radiais. Também descrevemos, de
forma matematica, as familias de nanodiscos de fulereno e nanotubos (0; 5) e (0; 6),
além das decomposi¢cdes em hemisférios e blocos. Essas de nicbes e decomposicdes
constituem parte da contribuicdo estrutural desta tese e serdo fundamentais para
os resultados de coloracdo desenvolvidos nos capitulos posteriores. As construcdes
descritas neste capitulo estdo desenvolvidas com mais detalhes nos Apéndices B e A.

2.1 Grafos fulerenos

Os grafos fulerenos surgem como modelos matematicos de moléculas de carbono
descobertas na década de 1980 [35], conhecidas como moléculas de fulereno. A
descoberta do buckminsterfulereno em 1985 [35] marcou o inicio da quimica dos
fulerenos e impulsionou o desenvolvimento da nanotecnologia. A molécula composta
por 60 &tomos de carbono, foi eleita em 1992 a molécula do ano pela revista
Science [34], e a importancia dessa descoberta foi posteriormente reconhecida com
0 Prémio Nobel de Quimica de 1996. Veja a Figura 2.1.
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Figura 2.1: A esquerda, a molécula do fulereng4CA direita, o grafo correspondente
a molécula Gp.

De nicdo de grafo fulereno. Um grafo fulereno é um grafo cubico, 3-conexo e
planar cujas faces sdo exclusivamente pentagonais e hexagonais. Pela férmula de
Euler para poliedros, recordada no Capitulo 1, obtemos uma de suas propriedades
mais conhecidas.

Proposicéo 6 (Fowler e Manopoulos [26]). Todo grafo fulereno possui exatamente
12 faces pentagonais.

Demonstracdo. Seja G um grafo fulereno contendo p faces pentagonais e h faces

. N . 5p + 6h .
hexagonais. Entdo, G possui p+h facesT arestas, pois cada aresta pertence a

L o 5p+6h , . )
duas faces e G é simples. Como G € cubico, poss&S— vértices. Como G é pla-
nar e conexo, entdo, pela Férmula de Euler (Teorema 2, vista no Capitulo 1), temos:

5p + 6h
2
Dai, obtém-se que 10p + 12h +6p + 6h 15p 18h =12, e portanto p = 12. ]

5p+6h+p

+h =2.

A Proposicdo 6 mostra que o niumero de faces pentagonais € xo, mas nao impde
restricdes ao numero de faces hexagonais. De fato, Grinbaum e Motzkin [29] pro-
varam que existem grafos fulerenos com n vértices para n = 20 e para todo nimero
par n 24. Ao longo desta tese, denotaremos por Cum grafo fulereno com n vér-
tices. Alguns exemplos de grafos fulerenos podem ser vistos nas Figuras 2.2 e 2.3.
Embora as faces pentagonais aparecam em nimero xo e reduzido quando compara-
das as faces hexagonais, sua distribuicdo relativa no plano exerce papel decisivo na
forma do grafo fulereno. Como observam Andova e ’krekovski [3], € precisamente
a disposicéo dessas faces que determina a geometria global dessas estruturas. Essa
perspectiva € central nesta tese, pois as decomposicdes estruturais consideradas ao
longo do trabalho dependem diretamente da maneira como tais faces se organizam
na imersao planar do grafo.

Na literatura quimica, estruturas constituidas pelo mesmo elemento podem apre-
sentar propriedades muito distintas em funcdo da forma como seus atomos estéo
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organizados. Um exemplo classico é o carbono, que ocorre em formas alotrépicas
como o grate e o diamante, cujas propriedades diferem drasticamente devido aos
diferentes arranjos estruturais dos atomos. No caso especi co dos fulerenos, € co-
mum considerar moléculas com o mesmo nimero de atomos de carbono, mas com
diferentes estruturas combinatérias. Em termos de Teoria dos Grafos, tais estru-
turas sdo modeladas por grafos fulerenos ndo isomorfos com o mesmo nuamero de
vertices.

A medida que o nimero de vértices cresce, o nimero de grafos fulerenos ndo
isomorfos aumenta consideravelmente. Os trés menores grafos fulerenos, a saber,
Go, G4 € Gg, S80 Unicos; &g possui duas representacdes nao isomorfas,sg €Eés.

No caso do grafo fulerenodg, esse numero cresce de forma expressiva, alcangando
1812 isbmeros [26].

2.1.1 Imersao circular em camadas

Como visto no Capitulo 1, o Teorema de Petersen garante a existéncia de um empa-
relhamento perfeito em todo grafo cubico sem pontes [42]. Em linguagem quimica,
um emparelhamento perfeito € denominado estrutura de Kekulé [25; 51]. Essa noc¢ao
€ particularmente importante no estudo estrutural de grafos fulerenos, pois permite
descrever certas familias por meio de uma organizacdo em ciclos e camadas.

Seja G um grafo fulereno. Dizemos que G admite uma imersao circular se existe
um emparelhamento perfeito M tal que o grafo Gn M ¢é a unido disjunta de ciclos

Nesse contexto, se v 2 V (G) pertence ao ciclo' @ é adjacente a um vértice
do ciclo C! , dizemos que v é um vértice de conexdo em relacdo ao ciclop €
o denotamos por V. Por de ni¢do, o ciclo auxiliar mais externo, ¢, ndo possui
vértices de conexao, enquanto todos os vértices do ciclo mais internd, €20 vértices
de conexdo. Denotamos por Xo conjunto dos vértices de conexdo em relagdo ao
ciclo C'.

Como M é um emparelhamento perfeito, ele cobre todos os vértices de G com
5 arestas. Em particular, o nimero total de vértices de conexdo em G3¢ A
partir dessa descricdo, o grafo pode ser naturalmente organizado em camadas. A

face externa delimitada por C é chamada de primeira camada, ou camada mais
pelos vértices de € [C '. Finalmente, a face interna delimitada por € é chamada

de ultima camada, ou camada p + 1. As arestas do emparelhamento perfeito M sao
denominadas arestas radiais. Veja a Figura 2.2.
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Figura 2.2: Representacdo circular em camadas do grafo fulereng. @ esquerda,
exibimos uma imersdo em camadas, na qual as arestas radiais correspondem a um
emparelhamento perfeito M. A direita, destacamos a decomposicdo obtida ao re-
mover essas arestas, evidenciando os ciclos auxiliares que compdem GnM e seus
respectivos vertices de conexado em laranja.

A Figura 2.2 mostra que o dodecaedro,g£admite uma imersédo circular. En-
tretanto, nem todo grafo fulereno possui tal estrutura. A existéncia de um empa-
relhamento perfeito em um grafo clbico sem pontes é garantida pelo Teorema de
Petersen; contudo, a condicdo adicional de que a remocédo desse emparelhamento
decomponha o grafo em ciclos auxiliares organizados em camadas € mais restritiva.
Por exemplo, o grafo fulereno &, exibido na Figura 2.3, ndo admite imersao cir-
cular. Esse exemplo mostra que a imersao circular € uma propriedade estrutural
especial, satisfeita por algumas familias de fulerenos, mas nédo por todas.

Figura 2.3: Representacdo planar do grafo fulerenggCusado nesta tese como
exemplo de fulereno que n&do admite imersao circular. Nesse caso, a remocéo de
um emparelhamento perfeito ndo produz uma decomposi¢cdo em ciclos auxiliares
organizados em camadas.

A organizacdo em ciclos auxiliares e camadas fornece uma descrigdo estrutural
particularmente Util para o estudo de certas familias in nitas de grafos fulerenos e
suas respectivas coloracdes totais e coloracdes totais AVD.

Do ponto de vista algoritmico, a existéncia de uma imerséo circular em um grafo
fulereno arbitrério ndo é imediata. Embora todo grafo fulereno admita emparelha-
mento perfeito, por ser cubico e sem pontes, a de nicdo de imersado circular exige
uma condicdo adicional: é necessario que exista um emparelhamento perfeito M tal
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que G nM se decomponha em ciclos auxiliares organizados em camadas. Assim, 0
problema ndo consiste apenas em encontrar um emparelhamento perfeito, mas em
decidir se algum desses emparelhamentos induz a estrutura circular requerida. Para
grafos fulerenos gerais, ndo utilizamos nesta tese uma caracterizagdo algoritmica
completa dessa propriedade. Em vez disso, adotamos uma abordagem construtiva:
identi camos familias especi cas que admitem tal estrutura, descrevemos explici-
tamente seus ciclos auxiliares, vértices de conexdo e camadas, e exploramos essa
organizagdo nas constru¢des de coloragéo dos capitulos seguintes. A caracteriza¢éo
dos fulerenos que admitem imerséo circular, bem como a existéncia de um algoritmo

e ciente para reconhecé-los, permanece como uma questao natural em aberto.

2.1.2 Algumas familias de interesse: nanotubos e nanodiscos

Entre as familias de grafos fulerenos que admitem imersao circular, destacam-se 0s
nanodiscos de fulereno e certas familias de nanotubos. Essas classes desempenham
papel importante nesta tese, pois apresentam organizacao estrutural su cientemente
simétrica para permitir descricdes em camadas e decomposicdes que serdo exploradas
nos capitulos seguintes.

Nanotubos (0;5) e (0; 6)

Uma familia de fulerenos relevante € a dos grafos fulerenos de forma tubular, usu-
almente chamados de nanotubos. Em geral, essa classe ndo € matematicamente
univoca, pois um mesmo vetor de Goldberg pode dar origem a in nitas possibili-
dades de tampas [8]. Por essa razdo, nesta tese restringimos nossa atencédo a duas
familias bem de nidas: os nanotubos (0;5) e (0; 6).

Esses grafos serdo denotados, respectivamente, por MG e N(Cq; k), com
k 4. Assim como os nanodiscos, eles admitem imerséo circular e podem ser
descritos em termos de camadas e ciclos auxiliares. Em ambos os casos, a imersao
circular possui k + 1 camadas. Diferentemente do que ocorre nos nanodiscos, no
entanto, as 12 faces pentagonais ndo se concentram em uma Unica camada: elas
aparecem distribuidas nas duas extremidades do nanotubo, com seis pentagonos
associados a cada tampa. No caso de Ns(®), cada tampa contém a face extrema
pentagonal e cinco pentagonos adjacentes; no caso de B (G, os seis pentagonos
de cada tampa aparecem na camada adjacente a face extrema hexagonal.

A notacdo G e G indica a forma das faces extremas, isto €, os ciclos que
delimitam a regido mais externa e a mais interna do nanotubo. As sequéncias

A Figura 2.4 exibe alguns grafos das duas familias.
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Figura 2.4: Na primeira leira, o dodecaedro a esquerda, caso degenerado da familia
nanotubo (0;5), seguido dos grafos N (§4) e N(Cs; 5); Na segunda leira, 0 G4 a
esquerda, caso degenerado da familia nanotubo (0;6), seguido dos grafosgNAIC

e N(Cg; 5).

Quando k = 3, essas constru¢gdes conduzem aos casos degenerados G,
gue podem ser vistos, respectivamente, como um nanotubo (0;5) degenerado e um
nanotubo (0; 6) degenerado. Também vale observar que N;(6) possui 48 vértices
e é isbmero do nanodisco ) o que ilustra como diferentes descricfes estruturais
podem conduzir a um mesmo numero de vértices dentro da classe dos fulerenos.
No caso dos nanotubos, a distribuicdo dos vértices de conexao ao longo dos
ciclos auxiliares é especialmente simples. Para 1 <i k, se Xdenota o conjunto
de vértices de conexdo em relacio ao ciclh €ntdo jX'j=5 em N(Cs; k) e jX'j=
6 em N(GCs; k). Essa regularidade sera importante nas constru¢des de coloragéo
consideradas nos proximos capitulos.

Nanodiscos de fulereno

Os nanodiscos de fulereno, denotados por,, Dcom r 2, formam uma familia de
grafos fulerenos com imerséo circular composta por 2r + 1 camadas. Sua princi-
pal caracteristica estrutural é que as 12 faces pentagonais estdo concentradas em
uma unica camada, chamada camada central. O parametro r, denominado raio do
nanodisco, pode ser interpretado como a distancia entre a camada central e cada
uma das extremidades do grafo, isto €, a camada mais externa e a mais interna. A
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particular, os nanodiscos possuem duas camadas interna e externa hexagonais, uma
camada central contendo os 12 pentagonos e camadas intermediarias que preservam
uma estrutura simétrica em relacdo ao centro. Em geral, um nanodisc@ possui
12r? vértices, 18F arestas, 2r + 1 camadas, 2r ciclos auxiliares e cintura 5 [37; 38].
Algumas propriedades da imersédo circular dos nanodiscos serdo particularmente
importantes nas construcdes consideradas ao longo desta tese. Dizemos que um
hexadgono é balanceado se ele possui trés vértices em cada um dos ciclos auxiliares
gue de nem a camada a que pertence. As demais faces da imersdo planar, isto €,
0s hexagonos ndo balanceados e os pentagonos, sao ditas desbalanceadas, pois pos-
suem apenas dois vértices em um dos ciclos auxiliares que de nem sua camada. No
caso dos nanodiscos,Da camada central é delimitada por dois ciclos auxiliares de
tamanho 12r 6, unidos por 6r arestas radiais, e contém exatamente 6r faces, das
guais 12 sao pentagonos e 6r 12 sdo hexagonos balanceados. Cada pentagono da
camada central possui dois vértices em um desses ciclos auxiliares e trés vértices no
outro.

A familia D, admite ainda, para um mesmo valor de r, diferentes imersdes plana-
res, descritas por um parametro adicionalt, 0 t r 2, relacionado a distribuicao,
na camada central, das faces hexagonais balanceadas entre pentagonos consecuti-
vos. Mais precisamente, para cada r 2, obtém-se representagdeg; De o numero
de nanodiscos ndo isomorfos de raio r é br=2c (Teorema 3 do Apéndice A). Veja a
Figura 2.5.

Figura 2.5: Trés representagdes ndo-isomorfas do nanodisco de fulereno Cada
pentagono da camada central da origem a uma cadeia de hexadgonos desbalanceados.
Em azul, destacam-se as cadeias associadas aos pentagonos particionados externa-
mente; em verde, as associadas aos pentagonos particionados internamente.

No que diz respeito aos vértices de conexio, sedénota o conjunto dos vértices
de conexdo em relacdo ao ciclo auxiliar' Centdo jX1j = 0 e as cardinalidades dos
conjuntos X' podem ser obtidas recursivamente. Como essa descri¢cdo sera utilizada
apenas de forma pontual mais adiante, registramos o resultado a seguir e remetemos
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os detalhes ao Apéndice A:

%6; sei=1,
:

X™i= _12i 6 X | sei2f2;3;:::;r+1g;

T12(2r+1 i) 6 X T, sei2fr+2;:::;2rg:

Esse resultado explicita como os vértices de conexdo se distribuem ao longo das
camadas do nanodisco. Além da organizacdo em camadas, 0s nanodiscos admitem
decomposicfes estruturais particularmente Gteis. Em razdo da simetria em torno
da camada central, o grafo pode ser particionado em dois hemisférios isomorfos, um
externo e um interno. Cada um desses hemisférios, por sua vez, pode ser decom-
posto em trés blocos isomorfos. Essas decomposicdes serédo discutidas nas proximas
subsecgdes e constituem uma das ferramentas centrais na abordagem desenvolvida
nesta tese.

2.1.3 Decomposicdo em hemisférios

A estrutura dos nanodiscos de fulereno permite ainda uma decomposicao natural
em duas partes simétricas, determinadas pela posicdo da camada central. Mais pre-
cisamente, o hemisfério externo de,Ddenotado por Q; (D,), € o subgrafo induzido
pelos vértices da sequéncia crescente de ciclos auxiliares, da camada mais externa
até a camada central. De modo analogo, o hemisfério interno, denotado p(D,),

€ o subgrafo induzido pelos vértices da sequéncia decrescente de ciclos auxiliares, da
camada central até a camada mais interna. Essa decomposi¢&o particiona o conjunto
de vértices do nanodisco, e as arestas radiais da camada central ndo pertencem a
nenhum dos dois hemisférios. Veja a Figura 2.6.
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Figura 2.6: Decomposi¢cdo em hemisférios no nanodisce. DD hemisfério interno
|y esta destacado na cor bege, e o hemisfério externg €m cinza. Os pentagonos
na camada central estdo destacados em azul.

Uma propriedade importante dessa construcdo é que os hemisférios externo e
interno sé@o grafos isomorfos, independentemente do parametro t que distingue as
representacdes planares nédo-isomorfas do nanodisco. Em patrticular, para cada raio
r 2, a estrutura combinatéria dos hemisférios depende apenas do valor de r, e
nédo da escolha especi ca dep. Esse fato sera fundamental mais adiante, quando
explorarmos construgdes de coloracdo baseadas em simetrias locais e em repeticdes
estruturais.

No interior dessa decomposi¢do, a camada central desempenha papel especial.
Ela é delimitada por dois ciclos auxiliares de comprimento 12r 6, um pertencente
ao hemisfério externo e outro ao hemisfério interno, e contém exatamente 6r faces,
das quais 12 sdo pentagonos e as demais sdo hexagonos. Dizemos que um pentagono
€ particionado internamente quando os dois vértices que ele possui em um dos ciclos
Cixre pertencem ao hemisfério interno. Caso contrario, dizemos que esse pentadgono
€ particionado externamente. Equivalentemente, dizemos que dois pentdgonos sao
particionados da mesma forma quando os dois vértices de cada um deles pertencem
ao mesmo ciclo auxiliar ;¢ . Ao percorrer a camada central em um sentido xado,
por exemplo no sentido horario, observa-se que pentagonos consecutivos sdo sempre
particionados de maneiras distintas. Diremos que dois pentdgonos sdo consecutivos
se, nesse percurso, ndo houver outra face pentagonal entre eles. De modo analogo,
duas faces da camada central sdo ditas adjacentes na camada central, ou simples-
mente lado a lado, se ndo houver nenhuma outra face entre elas nesse percurso. A
analise estrutural dos nanodiscos também se apoia em alguns lemas técnicos que res-
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tringem a ocorréncia de certas con guracdes locais na camada central, em particular
envolvendo a posicao relativa de faces pentagonais e hexagonais e a impossibilidade
de determinadas adjacéncias. Esses resultados serdo utilizados implicitamente na
construcdo dos blocos e nas provas posteriores; por essa razao, registramos suas
versdes completas apenas no Apéndice A.

2.1.4 Decomposi¢cdo em blocos

Além da decomposi¢cdo em hemisférios, os nanodiscos admitem uma decomposicao
mais re nada em subgrafos menores, chamados blocos. Essa construcdo explora a
simetria rotacional de ordem trés presente na estrutura dos nanodiscos e sera uma
das ferramentas combinatorias centrais nos argumentos do Capitulo 3.

A de nicdo dos blocos est4 diretamente ligada a organizacado da camada central.
Recordemos que essa camada é delimitada por dois ciclos auxiliares de comprimento
12r 6, um pertencente ao hemisfério externo e outro ao hemisfério interno. Fixando-
se um pentagono particionado externamente e uma rotulagdo adequada dos vértices
desses dois ciclos, é possivel identi car, para cada pentagono da camada central, uma
cadeia de hexagonos desbalanceados que se propaga ao longo de ciclos auxiliares
consecutivos em diregcdo ao centro do hemisfério. Essas cadeias sdo o ponto de
partida para a construcédo dos blocos.

No hemisfério externo, denotemos por

C/ = Cujyre 1

os ciclos auxiliares considerados da camada central até o ciclo mais interno do he-
misfério. A partir das cadeias de hexagonos desbalanceados determinadas pelos
pentagonos da camada central, escolhem-se, em cada cidlp @minhos apropria-
dos T(O) que conectam vértices especiais dessas cadeias. Um bloco de nanodisco
no hemisfério externo, denotado por B1 (D), com i 2 f0; 2; 49, é entdo de nido
como o subgrafo induzido pelos vértices desses caminhos'J(Bara 1 j .

Dessa forma, o hemisfério externo € decomposto em trés blocos,

Bo;1(Dy); B2:3(Dr); Bas(Dr);

gue sdo mutuamente isomorfos. Como os hemisférios externo e interno sdo isomorfos,
obtém-se uma decomposicdo analoga no hemisfério interno, produzindo igualmente
trés blocos isomorfos. Veja a Figura 2.7.
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Figura 2.7: O hemisfério externo do nanodisco¢le seus trés blocos destacados em
cores distintas.

Do ponto de vista estrutural, 0 aspecto mais importante € que cada bloco é
delimitado por quatro caminhos de fronteira: dois caminhos laterais, determinados
pelas cadeias de hexagonos desbalanceados, e dois caminhos pertencentes a ciclos
auxiliares extremos do hemisfério. Essa descricao permite ver cada bloco como uma
regido planar bem de nida, cuja forma combinatéria se repete de maneira uniforme
em todos os hemisférios dos nanodiscos.

Assim, cada hemisfério de Pé formado por trés blocos isomorfos, e a compa-
tibilidade entre as fronteiras de blocos adjacentes permite recompor o hemisfério
sem perda de regularidade. Essa propriedade sera fundamental nas construcées de
coloracao dos capitulos seguintes, pois torna possivel trabalhar localmente em cada
bloco e, em seguida, estender a constru¢cdo ao hemisfério e ao nanodisco inteiro.

A construcéo detalhada dos blocos, incluindo a rotulagéo explicita dos vértices
da camada central, a de ni¢cdo precisa dos caminhos TI(Ce a descricdo completa
das fronteiras de cada bloco, pode ser consultada no Apéndice A.
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Capitulo 3

Nanodiscos de fulereno sao Tipo 1

Neste capitulo, estudamos o problema da coloracéo total na familia in nita dos
nanodiscos de fulereno e provamos que tais grafos sdo Tipo 1. Este capitulo é
baseado no manuscrito submetido a revista Ars Combinatoria, cuja versao integral
pode ser vista no Apéndice A. Nesta tese, optamos por concentrar a motivacao, 0s
resultados estruturais centrais e o esboco global das demonstracdes, deixando para
o Apéndice a versdo completa do manuscrito e alguns desenvolvimentos técnicos
complementares.

Organizamos este capitulo como segue. Na Secédo 3.1, mostramos que a camada
central de todo nanodisco admite uma 4-coloracéo total. Em seguida, explicamos
por que a estratégia mais imediata ndo pode ser estendida de forma global ao na-
nodisco. Na Secéo 3.3, estudamos os blocos obtidos na decomposicéo estrutural dos
hemisférios, apresentada no Capitulo 2, e estabelecemos um padrao de 4-coloracdo
total para esses subgrafos. Por m, combinamos a coloracdo da camada central com
a dos blocos e obtemos o resultado principal do capitulo: todo nanodisco de fulereno
é Tipo 1.

3.1 A camada central & 4-total colorivel

Nosso primeiro resultado trata da coloracdo da camada central de um nanodisco,
subgrafo que desempenha papel estrutural fundamental nessa familia, pois concentra
0s 12 pentagonos do grafo. Como vimos no Capitulo 2, essa propriedade é decisiva
para a descri¢ao estrutural dos nanodiscos de fulereno. Recorde que a camada central
€ delimitada por dois ciclos auxiliares, de comprimento 12r 6, ligados por arestas
radiais.

Lema 7 (Lema 4 do Apéndice A). A camada central de todo nanodisco de fulereno

Dy, comr 2e0 t L2 ; é 4-total colorivel.

Ideia da prova. Seja D 1 um nanodisco. Pela de nicdo da camada central, seus
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elementos pertencem a dois ciclos auxiliares de comprimento 12r 6, a sabefyG
e C, ¢ , unidos por arestas radiais.

Como 12r 6 0 (mod 3), o Teorema 5 do Capitulo 1 garante que cada um
desses ciclos admite uma 3-coloracao total. Fixemos, entdo, as seguintes coloracgdes.
No ciclo C,6 , escolnemos c(@3) = 3 e colorimos os vértices ciclicamente por
8
23, k 0 (mod 3);
3 2; k 1 (mod3);
1; k 2 (mod 3):

c(uk) =

No ciclo C,,4 , escolhemos c@) = 1 e colorimos os Vvértices ciclicamente por
8

21, k 0 (mod 3);
3 k1 d 3);
3 ) (mod 3)

k 2 (mod 3):

C(W) =

As arestas dos dois ciclos sdo entdo coloridas de maneira compativel com esse padrao,
isto é,
C(Uk1 Uk) =c(Vk1) € c(%k1 Vk) =c(U);

onde os indices sdo tomados médulo 12r 6.

Resta analisar as arestas radiais da camada central. Pela estrutura dos pentago-
nos e hexagonos nessa camada, cada aresta radial € de um dos tipasau UV 1
e 0 conjunto dessas arestas forma um emparelhamento. Isso permite atribuir a cor 4
a todas elas sem con ito com 0s extremos nem com as arestas incidentes dos ciclos
auxiliares.

Portanto, atribuindo a cor 4 a todas as arestas radiais, obtemos uma 4-coloragéo
total da camada central. ]

A Figura 3.1 ilustra a 4-coloracéo total da camada central em algumas instancias
de nanodiscos de fulereno. Em toda a construcdo, adotamos a convencao de cores

1 = vermelho; 2 = verde; 3 =azul; 4 =rosa;

Esses exemplos ajudam a visualizar o padréo descrito no Lema 7, apresentado an-
teriormente.
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Figura 3.1: Exemplos da 4-coloragéo total da camada central nos nanodiscos de
fulereno Ds., D4 € Dsy, respectivamente. A convencdo adotada € 1 = vermelho,
2 = verde, 3 = azul e 4 = rosa.

A construcao acima mostra ainda que a coloracdo dos pentagonos particionados
externamente depende apenas de r, enquanto a dos pentagonos particionados inter-
namente depende de r e do parametro t, preservando, entretanto, 0 mesmo padrao
a menos de permutacao das cores em f1; 2; 3g.

3.2 A estratégia natural ndo se estende

Uma vez colorida a camada central, a tentativa mais imediata seria estender tal
coloracao ao restante do nanodisco, usando uma unica cor em todas as arestas radiais
das camadas seguintes e as outras trés cores nos ciclos auxiliares correspondentes.
O préximo lema mostra que isso ndo é possivel.

Antes do resultado geral, vale observar que essa di culdade ja aparece no nano-
disco D,,o. Nesse grafo, se todas as arestas radiais recebessem a mesma cor, entdo
0s vértices de um mesmo ciclo auxiliar incidentes a essas arestas teriam de receber
todos a mesma cor, o que imp&e uma distribuicdo impossivel das cores restantes no
ciclo G;. O lema a seguir formaliza esse obstéaculo para tode.D

Lema 8 (Lema 5 do Apéndice A). Nao existe uma 4-coloracao total de,em que
todas as arestas radiais recebam a mesma cor.

Ideia da prova. Basta analisar uma das camadas extremas do nanodisco, interna
ou externa, pois ambas tém a mesma estrutura: cada uma delas é formada por um
ciclo G, por um ciclo Cg e pelas arestas radiais que ligam esses dois ciclos.

Suponha, por absurdo, que exista uma 4-coloracéo total dge €n que todas essas
arestas radiais recebam a mesma cor, digamos a cor 4. Como a camada extrema
é formada apenas por hexagonos desbalanceados, os seis vérticeggdiadentes
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