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Definigcoes

Algoritmo
Experimento aleatorio (ou randdmico)
Gerador de numeros aleatorios

Algoritmos randomizados




Algoritmos Randomizados

* Aplicacoes * Vantagens
v criptografia v mais rapidos
v programacao distribuida v mais simples
v teoria dos grafos v ambos

AN

geometria computacional

v eftc. * Preco
76 v analise trabalhosa
/N WA v incerteza
f.ii!-: \ae > qualidade da resposta

W > tempo de execugao



Monte Carlo

* Fornecem a resposta
correta com
probabilidade (alta)
conhecida

* Tempo de execucao
deterministico

Las Vegas

* Aresposta dada esta
sempre correta

* Tempo de execucao €
uma variavel aleatoria
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Algoritmos de Monte Carlo

(p / problemas de decisao)

e Erro bilateral
Oou

e Erro unilateral

- baseados-no-SIM
- baseados-no-NAO




Algoritmos de Monte Carlo

C,: aresposta correta é NAO
C,: aresposta correta € SIM

A : o algoritmo responde NAO

A,: 0 algoritmo responde SIM

baseado-no-NAO: Pr{C_|A }=1

| |

Pr{A |C.}=1



Algoritmos de Monte Carlo
(baseados-no-NAQ)

Pr {"erro”}

Pr{C,A, U C_A)
Pr{C A} + Pr{C_A )

Pr{C.}.Pr{A |C} + Pr{C}.Pr{A |C,)



Algoritmos de Monte Carlo
(baseados-no-NAQ)

Pr {"erro”}

Pr{C,A, U C_A)
Pr{C ,A.} + Pr{C_,A }
Pr{C.}.Pr{A |C} + Pr{C}.Pr{A |C,)

Pr{C}.Pr{A_|C} + Pr{C} .0



Algoritmos de Monte Carlo
(baseados-no-NAQ)

Pr {"erro”}

Pr{C,A, U C_A)
Pr{C A} + Pr{C_A )

Pr{C.}.Pr{A |C} + Pr{C}.Pr{A |C,)

Pr{C }(Pr{A |C })+ Pr{C} .0

Pr{C}. = + 0
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Algoritmos de Monte Carlo
(baseados-no-NAQ)

Pr {"erro”}

Pr{C,A, U C_A)
Pr{C A} + Pr{C_A )

Pr{C.}.Pr{A |C} + Pr{C}.Pr{A |C,)

Pr{C }(Pr{A |C })+ Pr{C} .0

Pr{C}. = + 0
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Algoritmos de Monte Carlo
(baseados-no-NAQ)

Pr {"erro”}

Pr{C,A, U C_A)
Pr{C A} + Pr{C_A )

Pr{C.}.Pr{A |C} + Pr{C}.Pr{A |C,)

Pr{C }(Pr{A |C })+ Pr{C} .0

Pr {"acerto™} 2p=1-¢

Pr{C}. = + 0

&




Algoritmos de Monte Carlo
(baseados-no-NAO)

e Quando respondem NAO, estdo sempre corretos
(exibem certificado)

Resposta correta

NAO

\Resposta do algoritmo




Algoritmos de Monte Carlo
(baseados-no-NAQ)

Exemplo: IDENTIDADE DE POLINOMIOS
F(x) = (x—a,)(x-a)..(x—-a)

G(x)=bx®+b, x®+ .. +bx+b

Deterministico Monte Carlo
1) Transforme F(x) 1) Sorteie um inteiro w,
2) Compare os coeficientes aleatoriamente, de 1 a 100d
de F(x) e G(x) 2) Avalie F(w) e G(w)
3) Se houver diferenca, 3) Se F(w) # G(w),
retorne NAO retorne NAO

4) Senao, retorne SIM 4) Senao, retorne SIM



Algoritmos de Monte Carlo
(baseados-no-NAQ)

Exemplo: IDENTIDADE DE POLINOMIOS
F(x) = (x—a,)(x-a)..(x—-a)

G(x)=bx®+b, x®+ .. +bx+b

Deterministico — O(d ?) Monte Carlo
1) Transforme F(x) 1) Sorteie um inteiro w,
2) Compare os coeficientes aleatoriamente, de 1 a 100d
de F(x) e G(x) 2) Avalie F(w) e G(w)
3) Se houver diferenca, 3) Se F(w) # G(w),
retorne NAO retorne NAO

4) Senao, retorne SIM 4) Senao, retorne SIM



Algoritmos de Monte Carlo
(baseados-no-NAQ)

Exemplo: IDENTIDADE DE POLINOMIOS

F(x) = (x—a,)(x-a)..(x—-a)

G(x)=bx®+b, x®+ .. +bx+b

Deterministico — O(dz)

1) Transforme F(x)
2) Compare os coeficientes
de F(x) e G(x)
3) Se houver diferenca,
retorne NAO
4) Senao, retorne SIM

Monte Carlo — O(d)

1) Sorteie um inteiro w,
aleatoriamente, de 1 a 100d
2) Avalie F(w) e G(w)
3) Se F(w) # G(w),
retorne NAO
4) Senao, retorne SIM



Algoritmos de Monte Carlo
(baseados-no-NAO)

Exemplo: IDENTIDADE DE POLINOMIOS
F(x) = (x—a,)(x-a)..(x—-a)

G(x)=bx®+b, x®+ .. +bx+b

/ Monte Carlo —» O(d)
Pr {AN | CS} =0 \7
— ¢ = 0 1) Sorteie um inteiro w,
Pr{AS | CN} & ' aleatoriamente, de 1 a 100d
2) Avalie F(w) e G(w)
€ £ d/l100d = 1/100 3) Se F(w) # G(w),

retorne NAO
Qr {"acerto”} = 99%/ 4) Sendo, retorne SIM




Algoritmos de Monte Carlo
(baseados-no-NAQ)

Refinando a probabilidade de acerto...

* Em uma execucao do algoritmo,
Pr{’erro™} = Pr{A_|C } = ¢

* Em f execucgoes independentes,

M«

Pr {"erro”} = Pr{"erro,","erro", ... ,"erro’} = g



Variaveis Aleatorias

* Funcao que mapeia um experimento
aleatorio em um valor numerico qualquer

X:0Q->IR

f 5 %\m

15 (23|41

| e e ‘ —
A = soma dos valores B = numero de sorteios 1, se cara
obtidos no lancamento até que se complete C=
de dois dados determinada coluna de 0, se coroa

uma cartela de bingo



Variaveis Aleatorias

* Esperanca (ou valor esperado)

meédia dos resultados possiveis ponderada
pelas probabilidades de ocorréncia

E[A] = 2.Pr{{A=2"} +
+ 3. Pr{{A=3} +
+ ... T
A = soma dos valores + 12 . Pr {“A — 12”} -

obtidos no langcamento
de dois dados

7



Variaveis Aleatorias
Esperanca: E[X] = 2 (j.Pr{’X=/7%)
Variancia: Var [X] = E [X?] — (E [X])?
Desvio padrao

Momentos da V. A.




Variaveis Aleatorias famosas

Pr{ “sucesso” } = p

* Bernoulli
¥ = { 1, se “sucesso” E[X]=p
0, se “fracasso’ Var [X] = p (1-p)
* Binomial
X = “nimero de sucessos em n E(X]=np

experimentos independentes®™ Var [X]=np (1-p)

e Geomeétrica

X = “numero de experimentos até E[X]=1/p
O primeiro sucesso” Var [X] = (1-p) / p?



Desigualdades famosas

* Desigualdade de Markov

E[X]

a

Pr{X=za} < (a>0)

* Desigualdade de Chebyshev

Pr{|X—E[X]|za} < Va;EX]

(@a>0)



Algoritmos de Las Vegas

* Resposta
sempre correta

* Tempo
computacional
é uma V. A.




Algoritmos de Las Vegas

Exemplo;: ORDENACAO

8 5 3 9 111 0 18 50 4 7

Algoritmo: Quick Sort

> 38




Algoritmos de Las Vegas

Exemplo;: ORDENACAO

Quick Sort Quick Sort
Randomizado
* pivo escolhido * pivo escolhido
deterministicamente aleatoriamente
e pior caso: O(n?) e tempo esperado

(para qualquer entradall):

?



Algoritmos de Las Vegas

Quick Sort Randomizado

Entrada: a,a,,a,,..,a

n

Saida: v, Y, Y, ¥
X = “numero de comparacoes realizadas” = ?

¥ 1, se é feita a comparacao entre y. ey,
ik 0, caso contrario

mﬁ Linearidade

) da Esperanca:
X=X, + X, +..+X E [ (X)] = f(E [X])

E[X] = E[X1,2+X1,3+...+Xn_1,n] =
= E[X1,2]+E[X1,3]+...+E[Xn_1,n]




Algoritmos de Las Vegas

Quick Sort Randomizado

Entrada: s 5 3 9 11 1 0 18 50 4 7

Saida: 0 1 3
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Pr { “sucesso”} = Pr {“Xjk= 1"y = 2/(k-j+1)
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Algoritmos de Las Vegas

Tempo esperado Tempo médio de
de um algoritmo X um algoritmo
de Las Vegas deterministico

(dado um modelo
probabilistico da entrada)

Entrada: Entrada:

.

- Algoritmo de Las Vegas Y

W ol
5"
:

[Algorltmo deterministico




Monte Carlo X Las Vegas

* Monte Carlo,
a partir de Las Vegas

1) enquanto tempo <t

2) se Las Vegas encontra SIM,
3) responda SIM

4) se Las Vegas encontra NAO,
5) responda NAO

6) reponda NAO (arbitrariamente)

> Monte Carlo baseado-no-SIM

> X ="tempo do Las Vegas”

> Pr{’erro’} =Pr{C_, A}
=Pr{C}.Pr{A |C.}
< Pr{‘Xz=t"}

Markov! ChebyshevV!

* Las Vegas,
a partir de 2 Monte Carlos

1) repita

2) se MC-SIM encontra SIM,
3) responda SIM

4) se MC-NAO encontra NAO,
5) responda NAO

> numero T de iteracoes

ﬁ/?.geométrica!

> Pr{’sucesso’}=p=1-¢_

M"© ENZ\O

> E[T] =1/p



Modelo de bolas e latas

O 0/ \
sesses e

== O colecionador de coupons

Exemplo: IDENTIFICACAO DE ROTEADORES

LS

Origem

n roteadores



O Método Probabilistico

1) Método da esperanca
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O Método Probabilistico

1) Método da esperanca

O Experimento aleatorio

0.0 QL o~F—
/\ /\%/\/\/

SeE[X]=u, entao
existe elemento para o qual X =
e existe elemento para o qual Xz p

AN .’

Q

~JI__




O Método Probabilistico

1) Método da esperanca

Exemplo: CORTES GRANDES EM GRAFOS

e

@

m arestas



O Método Probabilistico

1) Método da esperanca

Exemplo: CORTES GRANDES EM GRAFOS

m arestas ' Corte de tamanho 4



O Método Probabilistico

1) Método da esperanca

Exemplo: CORTES GRANDES EM GRAFOS

m X = tamanho do corte retornado

Algoritmo randomizado

x =_ 1, aresta ] pertence ao corte
> j 0, caso contrario

® (Bernoulli)
m arestas M%% Pr {"sucesso™}=p ="
X= Z X

Para cada vertice v... _
coloque v em A com probabilidade 2 E[X] = Z E [X I=m.p = m/2
coloque v em B com probabilidade 2

Retorne o corte (A,B)




O Método Probabilistico

2) Método da probabilidade positiva




O Método Probabilistico

2) Método da probabilidade positiva

Espaco probabilistico Q

Se
Experimento aleatério Pr {“‘” } > O

> entao

s@%%% © pertence a Q




O Método Probabilistico

2) Método da probabilidade positiva

Algoritmo ruim Algoritmo adequado
(ndo serve para a prova) (serve para a prova)
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