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Resumo

* [ntroducao a
Geometria
Computacional

 Programacao Linear

 Funcoes Hash
(sem detalhes)

e Par de Pontos Mais
Proximos




Geometria Computacional

e Solucao de problemas geométricos:

/AN

Fecho convexo Intersecao de segmentos




O Que Se Assume

 Modelo computacional
RAM real. Operacoes
algebricas exatas

 Espaco d-dimensional,
onde d € uma constante

* Posicao geral: ignora
situacoes sensiveis a
perturbacoes infinitesimais

— Trés pontos colineares
- Retas paralelas

- Retas verticais



O Poder da Randomizacao

* Geralmente, os algoritmos
randomizados tém a mesma
complexidade de tempo dos
deterministicos

 Porém:
- Sao mais simples
- Mais rapidos na pratica

- Generalizam para
dimensoes arbitrarias

« Derandomizacao



Programacao Linear

* Consiste em maximizar uma funcao linear (funcao
objetivo) satisfazendo um conjunto de desigualdades
lineares (restricbes)

flz,y) = -’-’ITE—' Funcao objetivo

Maximizar:

Satisfazendo:

o

J Do

Restricoes
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Interpretacao Geomeétrica

 Determinar o ponto maximo em uma dada direcao que
esteja contido na intersecao de um conjunto de semi-
espacos (ou semi-planos).

e anéo objetivo
T \

- ponto maximo




Rotacao

 Consideramos que a
funcao objetivo §
sempre aponta para a 3
direita i3

&
S
<

 Nao ha perda de
generalidade

 Basta aplicar uma
rotacao



Tipos de Solucao

e Problema inviavel

+>/><+\

e Solugao unica

<

* Problema ilimitado

s
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 Infinitas solucoes
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Simplificacoes

e Posicao geral

e Somente 2 variaveis
(facil de generalizar)

« Conhecemos 2
restricoes que limitam
O problema
(facil para d=2, nem
tao facil no geral)



Construcao Incremental

* |nicia-se resolvendo um problema trivialmente
pequeno

* A cada passo, adiciona-se um elemento
aleatorio da entrada

* Atualiza-se a solucao

 Repete atée que todos os elementos tenham
sido adicionados






(X

Tempo de Execucao

* Inserir a :-€sima restricao
leva tempo O(1) no
melhor caso, mas O(z) no

o pior caso

\4 » Portanto, o tempo de

"" execucao €, no pior caso:

T'(n) = Z O(i) = O(n?)
1=3

 Note que esse pior caso
realmente pode ocorrer



Tempo de Execucao 2

 Porem, podemos usar o fato das restricoes serem
Inseridas em ordem aleatoria

. Seja q.a probabilidade da :-€sima restricao alterar o
valor da solucao
e O valor esperado do tempo de execucao €:

I

Y (4:0(i) + (1 — ¢:)O(1))

=23



Analise De Tras Para Frente

 Podemos imaginar
gue as restricoes sao
removidas uma a
uma aleatoriamente

+ Qual a probabilidade \4

¢ da solug&o ser :q
alterada quando uma
restricao aleatoria
(dentre ¢ restricoes)
é removida?



Analise De Tras Para Frente

 Podemos imaginar « No maximo 2 dentre -2
gue as restricoes sao restricOes alteram a
removidas uma a solucao
uma aleatoriamente _

* Portanto:
e Qual a probabilidade
~da solucao ser 2 /1
7 9 SO 5 <—=0(-)
alterada quando uma . — 2 2

restricao aleatoria
(dentre ¢ restricoes) o 1
é removida? E(I(n)) = ;(0([)0() +(1-0(=))ow)

= Z() = 0(n)

e E concluimos:



Circulo Minimo

 Determinar o menor
circulo que contem um
conjunto de pontos

e Solucao em tempo O(n)
usando um algoritmo
randomizado incremental

 Semelhante a
programacao linear
(com d=3)



Circulo Minimo

 Iniciar com 2 pontos

* Inserir um ponto por vez

* Dentro do circulo € facil!

* Fora do circulo € mais
dificil

« Como resolver?

* Dica: novo ponto esta na
borda



Circulo Minimo Restrito

* Acrescenta-se a restricao
de que um dado ponto
deve estar na borda

e Resolve-se com
construcao randomizada
Incremental

 Agora semelhante a
programacao linear com
d=2



Circulo Minimo Restrito

* Acrescenta-se a restricao
de que um dado ponto
deve estar na borda

e Resolve-se com
construcao randomizada
Incremental

 Agora semelhante a
programacao linear com
d=2

 Tempo: O(n)



Funcoes Hash

Considere uma funcao f:[0..k-1]—[0..m-1] amostrada
uniformemente dentre o espaco de m" fungbes

A probabilidade de f(x)=f(y) para z#y € 1/m

Infelizmente, tal funcao f pode ser dificil de
representar e avaliar

Felizmente, € possivel escolher f dentre um
subespaco bem menor (apenas O(k?) fungodes),
satisfazendo a propriedade acima

Tal funcao f pode ser avaliada em tempo O(1)

Mais detalhes na apostila do curso



Par de Pontos Mais Proximos

o e« Dado um conjunto de n
pontos (em um espaco
o © Euclideano d-dimensional),
o determinar o par de pontos
mais proximos

» Algoritmo ingénuo leva
tempo O(n?), independente
° a da dimensao (constante)

e Sera possivel fazer melhor?



Historia do Problema

* Diversos algoritmos
o deterministicos com tempo
O(n log n) sao conhecidos

* Limite inferior de Q(n log n)
usando arvores de decisao
algebrica

G  Algoritmo randomizado com

tempo O(n)

» Algoritmo deterministico
com espaco ilimitado e
tempo O(n log log n)

 Funcao piso € usadal



Sobre o Algoritmo

e Utliza randomizacao de

= duas maneiras:
o © - Funcao hash
® - Amostragem aleatoria
* Obtém primeiro uma solucao

® aproximada para depois
converter na solucao exata

o o Utiliza técnicas de dizimar e
guadriculados



Dizimando

e Desejamos, em tempo O(n),
eliminar metade dos pontos
da entrada, sem alterar o
par mais proximo

 Deste modo, executamos o
algoritmo ate restarem
apenas 2 pontos em tempo

T T

) 4 n+ 3+ 1 +...<2n=0(n)



Dizimando

x X
e ©
o O
O
@
O

Escolhemos um ponto p
aleatorio

Determinamos ¢, o vizinho
mais proximo de p

Removemos os pontos cujos
vizinhos mais proximos
distam mais que [pq]

Em média, metade dos
pontos sao eliminados



Quadriculados e Hash

« Usando funcdes hash,

podemos distribuir n pontos

em um quadriculado com k&

® células, tal que

O espaco seja O(n)

et e Determinar o nimero de

pontos numa celula leve

o 4 tempo O(1)

 Determinar a lista de pontos

® numa célula leve tempo O(1)




Dizimando Com Quadriculados

!

yL

« Seja f(p) a distancia entre
um ponto aleatorio p e seu
vizinho mais proximo

e Criamos um quadriculado
com celulas de diametro

f(p)/2

« Removemos pontos que
estao sozinhos com relacao
as 9 células adjacentes

* O que se pode dizer sobre
0s pontos removidos?



Pontos Removidos

> f(p)/2V2
..1. ..... } .......... ,.
”
< f(p)

Se um ponto ¢ € removido,
entao

f(q) > f(p)/2N2

Se um ponto ¢ nao € removido,
entao

flq) < f(p)

Remove alguns pontos que nao
deviam ser removidos

Remove todos os pontos que
deviam ser removidos



Pseudo-Caodigo

Entrada: Observacoes:
P: Conjunto de n pontos. c(p): Célula do ponto p.
Saida: v: dicionario usando funcao hash.
p, p': Par de pontos mais préximos.
Observacdes: removerPontos( P, fp):
vmp(p): Vizinho mais proximo de p. P —{}
ve—{@,..}
pontosMaisProximos( P): para cada q € P:
enquanto P # @: vle(q)] < v[e(q)] U {q}
p «— ponto aleatério de P para cada ¢ € P:
p'— vmp(p) remover «— 1
P «— removerPontos(P,|p — p'|) para cada célula = na adjacéncia de c(q):
retorne p, p’ se v = ¢(q) e |v[r]| = 2

remover < ()
se r = c(q) e |v[x]| = 1

remover «— ()
se remover = 1:
Pl — P"U{q}

retorne P’




Tempo de Execucao

O algoritmo encontra uma aproximacao de fator 22
do par de pontos mais proximos

A cada passo, em média, metade dos pontos sao
eliminados

O algoritmo termina quando todos os pontos forem
eliminados

Usando linearidade do valor esperado, a soma do
tempo em todos os passos € O(n)

Porem, desejamos uma solucao exatal!



Aproximado — Exato

e Seja a a distancia aproximada
e x distancia exata, entao:
B e —— al2\N2 < r < q

e Criamos quadriculado com
células de lado a

e O par mais proximo esta em
células adjacentes

e Cada célula contém no
maximo 16 pontos

E
Ao & » Em tempo O(n) se determina
o par de pontos mais

proximos (exato)



