Coléquio Brasileiro de Matematica - Exercicios de
Algoritmos Randomizados

Capitulo 1

Exercicio 2.

Considere os seguintes eventos associados a uma execucao do algoritmo
que consiste na aplicagao do exame de sangue em um paciente:

> Ag: o algoritmo responde SIM.

> Apn: o algoritmo responde NAO.

> Cg: a resposta correta para aquela entrada é SIM.

> Cy: a resposta correta para aquela entrada é NAO.

Pelos dados do enunciado, temos que:

e Pr[Ag|Cs] = 0,95: Se a pessoa realmente estd doente, o exame re-
sponde "sim” com 95% de certeza.

e Pr[An|Cs| = 0,05: Existe 5% de chance de erro quando a pessoa estd
doente (ou seja, o exame nao indica doenga).

e Pr[Ag|Cn] = 0: Como o algoritmo (exame) é baseado no sim, nao ha
erro quando ele indica doenga.

e Pr[An|Cn] = 100: Como o algoritmo (exame) é baseado no sim, nao
hé possibilidade de erro quando o paciente nao estéd doente (ou seja, nao ha
falso positivo).

Observe ainda, que nos sao informados os valores Pr[Cs] = 1/3 e Pr[Cy] =
2/3.

Suponha que nosso algoritmo consiste nao apenas em aplicar o exame
uma vez, mas em repeti-lo k vezes. Neste caso, Pr[Ax|Cs] = (0,05)% e
Pr[As|Cs] =1 — (0,05)F.

Nosso objetivo é descobrir, dado que o exame nao indicou doenca, qual a
real probabilidade de o paciente estar doente (queremos que este valor seja
menor que 1%). Ou seja, queremos saber Pr[Cg|Ay]. Temos que

Pr(Cs, AN]

PriCs|An] = —p 2



Ou seja,

B Pr[An|Cs]Pr[Cs)
PriCs|An] = PrlAn|Cs|PrCs] + Pr[An|CN]Pr[CN]

Substituindo pelos valores conhecidos,

(0,05)%(1/3)

PriCslAv] = Gosyrars) 1 a73

Basta, agora, descobrir para que valores de k a expressao acima é menor
do que 1%. Efetuando as contas, vemos que, para uma unica repeticao do
exame, a chance de ”falso negativo” é de 2,45%. Se efetuarmos dois exames,
essa chance ja serd de 0,12%, atingindo nosso objetivo com apenas duas
repetigoes.

Exercicio 3
Podemos utilizar o resultado obtido no exercicio anterior, de que

B Pr[An|Cs]Pr[Cs]
PriCs|An] = PrlAn|Cs]PrCs] + Pr[An|CN]Pr[Cn]

No entanto, agora, assumimos que a probabilidade de o paciente estar doente
é de Pr|R, = S] = 80%. Se o exame indica que ndo existe doenca, entao a
probabilidade de que o paciente esteja doente cai para 16,67%.
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Exercicio 1.

(a) S@o necessdrias 8 pessoas para que, com certeza, haja duas aniver-
sariando no mesmo dia da semana. (Se houvesse apenas 7, poderfamos ter
uma em cada dia da semana.)

(b) A probabilidade py de que nao haja duas pessoas com aniversario
no mesmo dia, em um grupo com k pessoas, é

7T 6 5 T—k+1

pk:?x?x?x...x -

Para que seja mais provavel que haja duas pessoas com aniversario no
mesmo dia, devemos ter p < 1/2. Calculando este valor para k = 3, temos
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e para k =4,

7 6 5 4
= L 2% 2% ~035<1)2.
D4 7><7><7><7 35 <1/

Ou seja, em um grupo com 4 pessoas, a probabilidade 1—p de dois aniversarios
no mesmo dia da semana é cerca de 65%.

Exercicio 2.
Usaremos o paradigma do colecionador de cupons, onde queremos que
todos os cupons (possiveis resultados) tenham sido obtidos. Temos que
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Se usarmos a desigualdade de Markov para aproximar P(Wse > 10), tere-

mos:
P(Wegp > 10) < ZW68] 47
10

Mas isso nao nos fornece nenhuma informacao, ja que, certamente, a proba-
bilidade serd no maximo 1. Tentemos, entao, usar a desigualdade de Cheby-
shev para melhorar nossa estimativa. Para isso, precisaremos calcular a
variancia de Wgg. Mas, como essa varidvel aleatdria ¢ igual a soma de
varidveis aleatérias geométricas independentes, entao, a variancia de Wgg

serd soma das variancias destas varidveis aleatorias geométricas. Ou seja,

6

1 —pi
Var[Wee| = Z pgp ;
i=1

onde p; = 1—(i—1)/6 é a probabilidade associada & i-ésima varidvel aleatéria
geométrica. Calculando, obtemos

. B -1
ar[Wg,G] =6 X Z (6 ~ 6,5.
i=1

—1+1)?
Podemos, agora, usar a desigualdade de Chebyshev e obter uma approx-
imacao para a probabilidade de que Ws ¢ nao esteja entre 10 e 19,4:

V(IT[W676]

~0,3.

Ou seja, a probabilidade de que W ¢ esteja entre 10 e 19,4 (inclusive)
é maior que 70%. Mas essa probabilidade é menor que a probabilidade



de que Ws 6 seja maior que ou igual a 10. Logo, podemos concluir que a
probabilidade de que o niimero de langamentos maior que ou igual a 10 é de
pelo menos 70%. (Observacao: poderiamos melhorar mais um pouco nossa
estimativa substituindo 4,7 por 5,69, em nossa tultima conta. Por que isso é
possivel?)

Exercicio 5.

Denotemos por Cy,,, uma varidvel aleatéria de Bernoulli cujo sucesso
indica que houve inversao entre os elementos z; e x;. E facil ver que os ele-
mentos x; e x; terao suas posicoes trocadas se o maior deles estd a esquerda
do menor deles. Ou seja,

1 se o maior dos elementos estd a esquerda do menor;
Cx,-acj = , .
0 caso contrario.

Como a entrada ¢é aleatéria, ambos os casos podem acontecer com igual
probabilidade, ou seja, Cy,;; ¢ uma varidvel aleatéria de Bernoulli com prob-
abilidade de sucesso 1/2.

O numero total de inversoes efetuadas pelo algoritmo é uma varidvel
aleatoria 1" que é a soma de todas as variaveis aleatérias Cxix].:

T=Y Coa,
xi,:vj

Temos, entao, para o valor esperado de T,

BT =E|Y Cu, =<g)x;:”(”4—1):@(n2).

T4, Tj
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Exercicio 1.

Escolha, uniforme e aleatoriamente, valores verdade para as varidveis. A
probabilidade de que cada cldusula seja satisfeita é 1—(1/2)% = 7/8. Logo, o
nimero esperado de cldusulas satisfeitas é 7m/8 e, portanto, existe alguma
atribuicao que satisfaga a pelo menos essa quantidade de clausulas.



Exercicio 2.

(a) Isso equivale a mostrar que toda 2-coloragdo das arestas do Kg
contém algum triangulo monocromatico, e que o mesmo nao vale para K.

Primeiramente, contemos o numero de triplas ordenadas de vértices
(x,y,2) tais que zy é amarela e yz é azul. Um vértice qualquer poderd
ser o vértice central de 0 x5 =0, 1 x4 = 4 ou 2 x 3 = 6 dessas triplas,
pois existem 5 arestas incidentes a ele, e as combinagoes de cores para estas
arestas sao 0 e 5, 1 e 4 ou 2 e 3. Portanto, o niimero maximo para tais triplas
é 6 Xx 6 = 36. Observe, agora, que dado um tridngulo ndo-monocromatico
ryz, devem existir exatamente duas de tais triplas. Portanto, podem existir,
no méaximo, 36/2 = 18 triangulos ndo-monocrométicos. Como existem 20
triangulos no Kjg, pelo menos dois deles vao ser monocromaéticos.

Além disso, é possivel construir uma 2-coloracao das arestas do K5 sem
que haja tridngulo monocromatico. Tal coloragao consiste em um subgrafo
(5 colorido de amarelo e seu complementar (que também é um Cj) colorido
de azul. Concluimos, assim, a demonstracao.

(b) Da segao 5.1.1, sabemos que é possivel 2-colorir as arestas de um Ky
de forma que nao haja clique monocromatica de tamanho maior ou igual a 8.
Ou seja, R(8,8) > 40.

(c) Considere o grafo completo G com n vértices e suponha que atribuimos
as cores amarelo ou azul a cada aresta de G de forma aleatéria e uniforme.
Seja M; o evento em que a i-ésima das C3 cliques de tamanho 5 de G é
monocromatica. Sabemos que Pr[M;] =2~ (31 = 279 A probabilidade
de que todas as cliques de tamanho 5 de G sejam nao-monocromaticas é

cs cs
Pr ﬂM =1—Pr UMi
=1 =1

Pelo limite da uniao,
cy Cy
Pr||JM| <) PriM) =27,
i=1 i=1

Se este valor for menor que 1, entdo a probabilidade de que todas as cliques
de tamanho 5 sejam ndo-monocromaticas serd positiva. Entao, pelo método
probabilistico, saberemos que existe alguma coloracao do K,, em que todas as
cliques K5 sao nao-monocromaticas, e, portanto, que R(5,5) > n. Observe
que

nd

5060—9 -9
Cp2® <270



e, portanto, se n® < 5!/279 - n < 9,07, existe coloracio de K,, em que todas
as cliques K5 sdo ndo-monocromaticas. Assim, R(5,5) > 10.

Exercicio 3.

(a) Considere uma coloragao aleatéria de K, (escolhida uniformemente
dentre todas as coloragdes possiveis) e seja X a variavel aleatéria que de-
screve o nimero de cliques K4 monocrométicas. Iremos calcular E[X].
Seja A; o evento que indica que a i-ésima clique K4 (dentre as C2) é
monocromatica. Como cada clique possui 6 arestas, Pr[A;] = 275. Temos,
entao,

Cn Cn
EX]=E | 4| <Y ElA] = ( Z > x 275
=1 =1

Logo, pelo método da esperanca, existe pelo menos uma coloracao com
C4275 ou menos cliques K, monocromaticas.

(b) O algoritmo randomizado consistird em simplesmente escolher, aleatéria
e uniformemente, uma das coloracdes de K, e contar, dentre as C = ©(n*)
cliques, quantas sao monocromaéticas.



