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Abstract

In its most general definition, a network is an abstraction to encode some kind of relationship among
pairs of objects. For example, in social networks objects are usually individuals and relationships are
represented by some social tie, such as friendship or co-worker. Networks are everywhere and during
the last decade a large number of empirical studies have been identifying peculiar properties in distinct
and diverse networks, from the Internet and Online Social Networks (e.g., Facebook) to citation and
neural networks. The topological structure of networks has a fundamental role in the functionality and
processes exerted by the network. For example, the ranking of relevant web pages or the propagation
of gossip through Twitter. Complex Networks emerges as a multidisciplinary area of Science that aims
at studying and understanding the following broad phenomenon: how “things” connect and what are its
implications? In this chapter, we present the different aspects and challenges towards achieving this
goal. We will first present empirical studies of several real networks, illustrating peculiarities found in
their topological structure, such as power law distributions, which give rise to scale-free networks. We
continue by presenting mathematical models to represent real networks, capturing their most important
topological features. Finally, we present how functionality and processes on networks fundamentally
depend on their topological structure.

Resumo

Em sua definicdo mais geral, uma rede é uma abstracdo que permite codificar algum tipo de relacio-
namento entre pares de objetos. Por exemplo, em redes sociais objetos séo geralmente individuos e
relacionamentos representam algum tipo de relagéo social, como amizade ou trabalho em conjunto.
Redes estéo por todos os lados e durante a Ultima década um grande nimero de estudos empiri-
cos vem identificando propriedades peculiares em redes muito distintas, da Internet e Redes Sociais
Online (ex. Facebook) até redes de citagdo e redes de neurdnios. A estrutura topolégica das redes
possui um papel fundamental pois influenciam diretamente a funcionalidade e os processos que ope-
ram sobre a mesma. Por exemplo, o ranqueamento por relevancia de paginas Web, ou a propagacédo
de um boato pelo Twitter. Redes Complexas surgiu como uma &rea multidisciplinar da Ciéncia que
visa estudar e compreender este abrangente fendmeno: como as “coisas” se conectam e quais sao
as implicagdes disto?. Neste capitulo, apresentamos os diferentes aspectos e desafios na dire¢éo
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de atingir este objetivo. Iremos comecar apresentando estudos empiricos da estrutura de diversas
redes reais, ilustrando propriedades peculiares frequentemente encontradas nestas redes, tais como
distribuicdes em lei de poténcia, que ddo origem as redes livre de escala. Em seguida apresentare-
mos modelos matematicos que sdo capazes de representar redes reais, capturando seus aspectos
topoldgicos mais importantes. Por fim, iremos apresentar como algumas funcionalidades e processos
que operam em redes dependem fundamentalmente de suas estruturas topolégicas.

7.1. Introducéo

A percepcéo de que estamos inseridos e cercados por diversas redes e
gue estas possuem um papel central em diversos aspectos de nossas vidas,
vem crescendo vertiginosamente durante a Ultima década, tanto no meio aca-
démico quanto no publico em geral. Nao é raro encontrar uma noticia na mi-
dia comum onde uma determinada rede possui grande importancia a questéo
sendo abordada. O mesmo ocorre com artigos cientificos em diferentes areas
do conhecimento, onde ao considerar um problema, pesquisadores formulam
0 mesmo de forma que uma determinada rede tenha um papel central e pas-
sam entdo a estudar e caracterizar esta rede. Estamos cada vez mais cien-
tes de que o comportamento de muitas das coisas que nos cercam nao pode
ser estudado e caracterizado isoladamente, pois muitas destas coisas estdo
conectadas e a interacdo entre as partes influencia fundamentalmente o com-
portamento individual e coletivamente o comportamento global. Assim sendo,
surge naturalmente a necessidade de estudar como as coisas se conectam e
a importancia desta conectividade para o problema em questéao.

Mas o que séo redes? Existem muitos tipos de redes em muitos dominios
diferentes e as coisas que se conectam podem ter muitos significados. Desta
forma, estamos interessados em uma definicdo que seja bem genérica para
gque possamos estudar todas as redes sobre a mesma perspectiva. De forma
mais geral, uma rede € uma abstracéo que permite codificar algum tipo de rela-
cionamento entre pares de objetos. Podemos assim considerar redes formadas
por qualquer tipo de objeto, tais como um conjunto de individuos, de paginas
Web, de neurdnios, ou de computadores. Sobre este conjunto de objetos ire-
mos codificar algum relacionamento que geralmente depende do conjunto de
objetos. Por exemplo, considerando o conjunto de individuos, podemos codi-
ficar o relacionamento amizade. Assim, se dois individuos sdo amigos entédo
dizemos que os dois estdo relacionados, caso contrario, dizemos que os dois
nao estdo relacionados. Desta forma, para cada par de individuos teremos ou
nao a existéncia do relacionamento sendo considerado, neste caso, amizade.
A figura 7.1a ilustra uma rede de amizade, onde a ligagao entre os individuos
denota a existéncia do relacionamento. Repare que podemos codificar mui-
tos relacionamentos diferentes, inclusive sobre 0 mesmo conjunto de objetos.
Por exemplo, considerando um conjunto de pessoas, podemos codificar o re-
lacionamento parentesco, trabalho em conjunto ou contato sexual. Diferentes
relacionamentos sobre um mesmo conjunto de objetos em geral dao origem a
diferentes redes, pois o relacionamento pode nédo existir exatamente entre os
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mesmos pares de individuos. A figura 7.1b apresenta a rede de contato sexual
sobre 0 mesmo conjunto de individuos, ilustrando que os diferentes relaciona-
mentos deram origem a diferentes redes. Na secdo 7.3 iremos apresentar e
discutir diversos tipos de redes, tais como redes biolégicas, redes de informa-
¢do e redes tecnoldgicas.

(o)
S0 @ o

(a) Relacionamento de ami- (b) Relacionamento de contato
zade. sexual.

Figura 7.1. Dois diferentes relacionamentos codificados
sobre 0 mesmo conjunto de pessoas dando origem a
duas redes distintas.

Um aspecto central ao estudo de redes esta em descobrir, caracterizar e
modelar a estrutura da rede. Informalmente, a estrutura da rede é dada pelo
conjunto de relacionamentos existentes, ou seja, todas as “ligacdes” entre os
objetos. Por exemplo, considere todos os alunos matriculados no curso de En-
genharia de Computagdo da UFRJ. Qual é a estrutura da rede de amizade so-
bre este conjunto de pessoas? Uma primeira dificuldade seria descobrir esta
rede, pois ndo ha um repositério central onde podemos obter estas informa-
¢bes. Uma ideia é realizar uma pesquisa de campo com os alunos, pergun-
tando a cada um deles para listar seus amigos no curso. Este método requer
a colaboragao dos alunos e bastante esfor¢o da pessoa que ira realizar a pes-
quisa. Outra ideia é tentar inferir os relacionamentos de amizade, por exemplo,
usando redes sociais online, como o Facebook, Orkut e Twitter. Neste caso,
provavelmente ndo teriamos a rede de amizade completa, pois algumas pes-
soas ou alguns relacionamentos de amizade podem néo estar nestas redes
sociais online. Por outro lado, este método pode levar a uma rede bem préxima
da real rede de amizade com bem menos esfor¢o. Mas vamos supor que temos
a estrutura desta rede de amizade.

Para que serve a estrutura de uma rede? Por que devemos caracterizar
e modelar a estrutura de uma rede? Existem uma série de fenbmenos que
operam sobre as redes e que dependem fundamentalmente da estrutura das
mesmas. Desta forma, para entender o comportamento de tais fenémenos é
necessario antes entender a estrutura das redes. Por exemplo, considere um
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sociodlogo interessado em estudar como boatos se espalham por uma socie-
dade ou um conjunto de pessoas. Em particular, ele deseja estudar quanto
tempo leva para um boato introduzido por um individuo chegar aos ouvidos de
todos os outros individuos do conjunto. Além disso, ele quer saber se este
tempo depende de quem introduz o boato. E mais ainda, ele quer identificar
os individuos que sédo mais eficazes em espalhar boatos. O fenémeno de es-
palhamento de boatos é fundamentalmente influenciado pela estrutura da rede
por onde o boato ira se espalhar. Vamos voltar a rede de amizade descoberta
acima, entre os alunos do curso de graduacéo, e vamos supor que boatos se
propaguem apenas por esta rede. Ou seja, individuos s6 contam boatos para
seus amigos! Considere duas hipoteses para a estrutura da rede de amizade
descoberta, ilustradas nas figuras 7.2a e 7.2b. Em qual delas o boato se espa-
Iha mais rapidamente? Em qual delas o espalhamento do boato depende de
quem o inicia? Quem é a pessoa mais eficaz em espalhar os boatos? Para
responder a estas perguntas com exatidao, precisariamos definir como boatos
sdo transmitidos entre os individuos. Por exemplo, uma pessoa ir4 contar o
boato para todos o0s seus amigos ou somente para alguns deles, e neste caso
quais? Apesar disto, podemos intuitivamente concluir que na rede A os boa-
tos irdo demorar mais para se espalhar e que nao ha muitas diferencas entre
os individuos que comegam o boato. Por outro lado, os boatos se espalharédo
bem mais rapidamente na rede B e os individuos neste caso sdo bem dife-
rentes com relacdo ao tempo que leva para seus boatos se espalharem. Esta
claro que a estrutura da rede pode influenciar fundamentalmente fenémenos
que operam sobre elas, como neste caso. Iremos apresentar alguns fenéme-
nos importantes na secao 7.5 e discutir como estes dependem da estrutura da
rede.

Um aspecto importante no estudo da estrutura das redes é a caracteriza-
¢éo de sua estrutura. Caracterizar a estrutura de uma rede significa enume-
rar diversos aspectos que capturem e resumem a estrutura da rede. Apesar
da estrutura codificar toda a informacdo de uma rede, em muitos casos esta
informagado é demasiada e ndo necessariamente ajuda a entender suas carac-
teristicas. Além disso, uma propriedade estrutural pode ser fundamental, pois
sua presenca na rede leva a mesma a possuir alguma caracteristica que inde-
pende do restante da sua estrutura. Isto é importante, pois podemos entender
determinadas caracteristicas apenas olhando para algumas propriedades es-
truturais. Desta forma, diferentes propriedades estruturais sdo usadas para nos
dar uma ideia da estrutura da rede.

Vejamos uma analogia desta ideia com o nosso cotidiano. Imagine que
vocé viu uma pessoa bem peculiar no 6nibus a caminho da universidade. Ao
chegar, vocé quer comentar desta esta pessoa para algum amigo. O que vocé
faz? Muito provavelmente vocé ira descrever propriedades fundamentais da
pessoa, tais como sexo, silhueta, altura, cor do cabelo, cor dos olhos, etc. A
“estrutura” completa desta pessoa seria seu DNA, que apesar de conter todas
estas informacdes, € pouco Util para construir uma imagem geral da pessoa.
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(a) Hipotese de rede A. (b) Hipétese de rede B.

Figura 7.2. Duas possiveis redes de amizade.

Além disso, ao conhecer, por exemplo, 0 sexo da pessoa vocé pode concluir
caracteristicas que independem do resto da “estrutura” (DNA) da pessoa. Com
redes acontece exatamente a mesma coisa, ainda mais quando estudamos
redes muito grandes, quando a estrutura é gigantesca, do mesmo tamanho
do DNA humano, com bilndes de relacionamentos codificados. Iremos usar
diferentes propriedades estruturais para falar descrever as redes. Mas que
propriedades séo estas?

Da mesma forma como existem muitas maneiras de vocé descrever uma
pessoa, existem muitas (na verdade infinitas) propriedades estruturais que po-
dem ser usadas para caracterizar uma rede. Obviamente, algumas proprieda-
des podem ser mais importantes do que outras, pois definem aspectos que sado
mais gerais e que possuem uma maior influéncia sobre a rede. A mais simples
propriedade de uma rede é seu tamanho, ou seja, 0 nimero de objetos e o
numero de relacionamentos existentes. Na figura 7.2a, a rede possui n = 20
objetos e m = 23 instancias do relacionamento (usaremos frequentemente n
para denotar o niUmero de objetos e m 0 nimero de relacionamentos presen-
tes em uma rede). Com isto podemos definir a densidade da rede, que é dada
pela fracdo de relacionamentos que existem na rede. Repare que a rede da
figura 7.1a é mais densa do que a rede da figura 7.1b. Uma outra propriedade
muito importante é a fragdo de relacionamentos que cada objeto possui. Re-
pare que narede ilustrada na figura 7.2b uma Unica pessoa possui uma grande
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fracdo dos relacionamentos existentes. Estas e muitas outras propriedades
serdo apresentadas formalmente e discutidas na se¢édo 7.2.

Dado as diferentes propriedades estruturais de uma rede, estamos inte-
ressados em entender como uma ou outra propriedade influencia o0 comporta-
mento dos fenémenos que podem ocorrer na rede. Existem muitas vantagens
em entender o comportamento de um fenbmeno apenas conhecendo algumas
propriedades estruturais da rede. Isto permite generalizar observagdes, pois
basta que a rede possua tal propriedade para que tal fendbmeno se comporte
de tal maneira, sem que seja necessario conhecer maiores detalhes da es-
trutura da rede. Vejamos o estudo do sociélogo acima sobre espalhamento
de boatos. Vimos, intuitivamente, que boatos se espalham mais rapidamente
em B, mas para chegar a esta conclusdo tivemos que inspecionar a estrutura
da rede. Nosso soci6logo gostaria muito de poder generalizar suas observa-
¢bes. Ou seja, ele gostaria de poder dizer que se a rede de amizade possuir
uma determinada propriedade estrutural, entdo boatos irdo se espalhar muito
rapidamente (ex. exponencialmente rapido). Desta forma, ndo precisamos co-
nhecer os detalhes da estrutura da rede, e sim apenas se a mesma possui
esta determinada propriedade estrutural para que boatos se espalhem muito
rapidamente. Esta generalizacdo é um dos mais importantes aspectos no es-
tudo de redes, pois permite entender o comportamento de fendmenos apenas
conhecendo algumas propriedades estruturais da rede. Na sec¢do 7.5 iremos
discutir a importancia de algumas destas propriedades em alguns fenémenos
em redes.

Mas como podemos generalizar as redes, uma vez que as redes sao dis-
tintas? Por exemplo, a rede de amizade dos alunos no curso de Engenharia de
Computacédo da UFRJ é diferente da rede de amizade dos alunos do mesmo
curso na UFRN, que é diferente da rede de amizade de qualquer outro curso
de Engenharia de Computacéo. Elas nem sequer tem o mesmo tamanho! Mas
ndo surpreendentemente, estas redes apesar de serem distintas, possuem al-
gumas propriedades estruturais que sd@o praticamente idénticas. Isto ocorre
pois estas redes sdo todas geradas a partir do mesmo processo. No caso,
0 processo que gerou estas redes é o processo de formacédo de amizades
em nossa sociedade, que apesar das suas muitas sutilezas, de forma geral
independe da Universidade. Assim sendo, para poder generalizar resultados
teremos que trabalhar ndo com as redes especificas mas sim com os proces-
sos que dao origem a elas. Iremos representar 0s processos que dao origem a
redes através de modelos matematicos que simplesmente determinam mate-
maticamente como a rede sera construida. Redes construidas por um mesmo
processo ndo necessariamente sdo idénticas, como no caso das redes de ami-
zades acima. Desta forma, o modelo matematico para construir estas redes
também deve ser capaz de dar origem a redes diferentes e para isto tera de
ser aleatério.

Apesar de um modelo aleatorio para redes dar origem a redes distintas, es-
tas podem sempre possuir alguma determinada propriedade estrutural. E isto
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entdo nos permite generalizar! Ou seja, redes reais bem representadas por
um modelo aleatério que sempre induz uma determinada propriedade estru-
tural vdo sempre ter um determinado comportamento funcional que depende
desta propriedade. Nosso soci6logo tem que representar as redes de amiza-
des com um modelo matematico e estabelecer que este sempre induz uma
determinada propriedade estrutural. Ele também deve estabelecer que esta
propriedade garante que boatos se espalham rapidamente. Logo, ele conclui
gue boatos se espalham muito rapidamente em qualquer rede de amizade. Ele
vai ficar famoso! Na sec¢édo 7.4 iremos apresentar alguns modelos matematicos
aleatorios de redes muito utilizados e discutir diversas de suas propriedades
estruturais.

7.2. Formalizando as redes

Antes de continuarmos, precisamos formalizar o conceito de redes para
entdo definirmos matematicamente suas propriedades estruturais. Como vi-
mos, uma rede é um abstracdo que permite codificar um relacionamento entre
pares de objetos. O conjunto de objetos da rede serd denotado por V e o
numero de objetos serd dado por n = |V|. Iremos chamar estes objetos de
vértices ou nos da rede. A existéncia de um relacionamento entre dois objetos
sera representado por um par ndo-ordenado. Desta forma, se 7,5 € V estédo
relacionados, iremos representar isto pelo par ndo-ordenado (i,j). Este par-
ordenado, que representa a existéncia do relacionamento, serd chamado de
aresta. O conjunto com todos os relacionamentos existentes entre os objetos
em V, ou seja, 0 conjunto de arestas da rede, serd denotado por E. Desta
forma, temos E = {(¢,5)|i,j € V,iestarelacionadocom j}. O nimero de
arestas da rede, m, é dado pelo nimero de pares ndo-ordenados no conjunto
E, ou seja m = |E|. Finalmente, uma rede sera definida por estes dois con-
juntos, R = (V, E'). Na computacao esta defini¢cdo é equivalente a definicdo de
um grafo, e na verdade, uma rede nada mais é do que um grafo!

Até o momento tratamos apenas com relacionamentos simétricos. Um re-
lacionamento é simétrico se nao existe distingédo entre a ordem em que ele se
apresenta. Ou seja, ¢ esta relacionado com j se e somente se j esta rela-
cionado com i. Exemplos de relacionamento simétricos sdo trabalhar em um
mesmo projeto, contato sexual, vdo comercial entre cidades, entre muitos ou-
tros que veremos em breve. Entretanto, nem todo relacionamento é simétrico,
sendo muito deles assimétricos. Neste caso, o fato de um objeto ¢ estar re-
lacionado com outro j ndo implica que j esteja relacionado com i. Exemplos
de relacionamentos assimétricos sdo amizade, hiperlinks entre paginas web,
troca de email, entre muitos outros. Entretanto, podemos facilmente estender a
definicdo acima para lidar com relacionamentos assimétricos. Basta para isto
representar o relacionamento como um par ordenado, onde a ordem dos vér-
tices no par é importante. Ou seja, o par (i,;) € diferente do par (j,), pois
codificam dois possiveis e distintos relacionamentos.

Podemos representar uma rede, ou seja, representar sua estrutura, através
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de uma matriz. Esta matriz codifica todas as arestas da rede e é conhecida
como matriz de adjacéncia, denotada aqui por A. A matriz A é quadrada de o
n e cada elemento A(4,j) representa o par de vértices (i,5). Se o par estiver
relacionado, entéo temos que A(i,j) = 1, caso contrario A(i, 7) = 0. Podemos
entéo definir a matriz A da seguinte forma:

.. [ 1 se(ij)ekE
AG9) = { 0 caso contrario @

Repare que se a rede estiver codificando um relacionamento simétrico, en-
tdo a matriz de adjacéncia serd simétrica com relacéo a sua diagonal principal.
Pois neste caso, temos que A(s,j) = A(j,¢). Por outro lado, se o relaciona-
mento for assimétrico, a matriz ndo sera simétrica. A matriz de adjacéncia da
rede de amizade ilustrada na figura 7.1a é dada por:

@

O OO0 OoO OO
[=eNoNeNeNell S R =N
OO OO R HEFEOOO
O O, OO K KFH
OO OO R OKFMFOO
O OO RO, ORF, OO
O, O, OF,OOO
_ =0 =000 000
SO OO O KOO
OO R P OOOOoOOoOo

Onde as letras que identificam os vértices na figura foram mapeadas em nu-
meros representando sua posicao no alfabeto (A=1, B=2, etc).

Iremos chamar de grau o nimero de arestas que incidem sobre um deter-
minado vértice da rede. Repare que o grau de um vértice representa o nimero
de relacionamentos que existem com o vértice. Na figura 7.1a, o grau do vér-
tice D é seis, pois existem seis relacionamentos de amizade. O grau de um
vértice pode ser obtido somando os elementos da sua respectiva linha na ma-
triz de adjacéncia. Repare que ao somar os elementos da linha 4 na matriz
acima, obtemos o grau do vértice D, que € 6. Caso a matriz seja simétrica o
grau também pode ser obtido somando a respectiva coluna, ja que a linha : é
idéntica a coluna : em uma matriz simétrica. Iremos denotar por d; o grau do
vértice i € V.

E importante notar que a soma do grau de todos os vértices é igual ao
dobro de numero de arestas da rede. Ou seja,

S di = 2m @®

i€V

Isto ocorre pois cada aresta possui duas pontas e desta forma é contada duas
vezes quando somamos os graus de todos os vértices. Podemos ainda obter
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o grau médio de uma rede, que é dada pela média aritmética do grau de todos

os vértices. Ou seja,

- 1 2m

d==>di=" @)
Repare que podemos obter o grau médio da rede simplesmente usando o resul-
tado da equacéo (3), sendo necessario conhecer somente o nimero de arestas
da rede. Além disso, sabemos que o grau de um vértice sempre esta entre 0 e
n-1, caso ele ndo possua relacionamentos ou se relacione com todos os outros
vértices da rede.

Usando o numero de vértices e arestas de uma rede, podemos definir a
densidade da rede, p, que representa a fracdo de arestas que a rede possui.
Considere uma rede com n, vértices e m arestas. Qual é a sua densidade? Para
calcularmos a densidade, precisamos determinar o maior nimero de arestas
que arede poderia ter. Isto ocorre quando todos os vértices estao relacionados
entre si, ou seja, cada vértice possui 0 maior grau possivel que é n — 1. Como
temos n vértices, o total de arestas serd n(n — 1)/2 e precisamos dividir por
dois pois cada aresta na multiplicagéo n(n—1) esta sendo contada duas vezes.
Podemos agora calcular p da seguinte forma:

m d
p_n(nfl)/Z_nfl ®)

Repare que usamos o resultado da equacao (4) para simplificar a expressao
acima, e desta forma temos a densidade da rede apenas em func¢éo do grau
médio e do nimero de vértices.

7.2.1. Distribuicdo de grau

Uma importante propriedade estrutural de qualquer rede é sua distribuicao
de grau. A distribuicdo empirica® de grau é fragdo de vértices da rede que
possui determinado grau. Considere uma rede R = (V, E) e seja nx 0 nUmero
de vértices com grau igual a k. A fragdo de vértices com grau k € simplesmente

dada por:

Nk
Jr="—= (6)

n

Em geral estaremos interessados na distribuicdo complementar cumulativa
(CCDF) do grau. Ou seja, estamos interessados na fracdo de vértices que
tem grau maior ou igual a k. Podemos obter este valor utilizando a equacgéo
(6), somando para todos os graus menores do que k e obtendo o complemento.

1 Usaremos o termo empirica quando estivermos tratando de uma rede real onde a dis-
tribuicdo é obtida utilizando os graus da rede em questdo. Omitiremos o termo quando
estivermos tratando de uma fungéo de distribuicdo de probabilidade, proveniente de um
modelo mateméatico. Entretanto, as vezes omitiremos o termo quando o contexto estiver
claro.
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Ou seja,
k—1
Fr=1-Yf 7
1=0

A razao para utilizarmos a CCDF esta relacionado ao fato de que muitas redes
reais possuem uma distribuicdo com cauda pesada ou até mesmo lei de po-
téncia (veremos o que significa isto na se¢do 7.4.1). Este tipo de distribuicéo é
melhor visualizado utilizando o grafico da CCDF.

1 RedeB X ol 1 RedeB X

0.8 0.8

0.6

0.6
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P[D
P[D >= k|

0.4 0.4

0.2 0.2
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Grau (k) Grau (k)

(a) Distribuicao de grau (convencional), (b) Distribuicdo complementar cumula-
equacao (6). tiva (CCDF), equacéo (7).

Figura 7.3. Distribuicdo empirica de grau da rede ilus-
trada na 7.2b.

A figura 7.3 apresenta a distribuicdo de grau da rede ilustrada na figura
7.2b. Repare que a figura 7.3a apresenta a distribuicdo de grau, ou seja, a
fracdo relativa de vértices com cada determinado grau, enquanto a figura 7.3b
apresenta a distribuicdo complementar cumulativa. Podemos verificar que o
grau mais frequente é 1, presente em 35% dos vértices. Também podemos
verificar que o maior grau é 8 e que apenas um vértice, ou seja 5% dos vértices,
possui este grau. Uma caracteristica importante é que a CCDF é sempre uma
funcéo decrescente, conforme ilustrado no grafico.

7.2.2. Caminhos e distancia

Um outro aspecto importante de uma rede sédo seus caminhos. Um cami-
nho é definido por uma sequéncia de vértices sem repeticdo onde existe uma
aresta entre cada par de vértices adjacentes na sequéncia. Por exemplo, na
figura 7.1a a sequéncia A,B,D,C,F é um caminho entre o vértice A e F, assim
como a sequéncia A,I,H,J,G,F. Intuitivamente, um caminho é uma sequéncia
de saltos pelas arestas da rede. O comprimento de um caminho é definido
pelo nimero de arestas que o define, ou equivalentemente, pelo nimero de
vértices da sequéncia menos um. Por exemplo, o comprimento dos caminhos
AB,D,C,Fe AlH,J,G,Fséo 4 e 5, respectivamente.
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Intuitivamente, existem muitos caminhos diferentes entre um determinado
par de vértices em uma rede qualquer. Por exemplo, entre os vértices A e F da
rede na figura 7.1a temos sete caminhos diferentes (vocé consegue enumera-
los?). Naturalmente, estes diferentes caminhos podem possuir diferentes com-
primentos. Vamos definir a distancia entre dois vértices como sendo o compri-
mento do menor caminho entre eles. No exemplo, a distancia entre os vértices
A e F é 3, dada pelo caminho A,D,E,F. Repare que entre quaisquer dois vér-
tices, temos apenas uma distancia, apesar de ser possivel ter mais de um
caminho com este comprimento. Por exemplo, a distancia entre C e G na fi-
gura 7.1a é 2 que é obtida pelos caminhos C,D,G ou C,F,G. Veremos em breve
que distancias possuem um papel central no estudo da estrutura de redes, pois
capturam o quao préximo os vértices da rede estdo uns dos outros.

Uma importante propriedade estrutural de uma rede é sua distancia média
e seu diametro. A distancia média é dada pela média aritmética das distan-
cias entre todos os pares de vértices da rede. Seja [(i,7) a distancia entre os
vértices i, j € V. A distancia média I é definida por:

2igev Ui 7)
n
(2)
Repare que estamos considerando todos os pares ndao-ordenados, que ao todo
séo (;L) Uma outra propriedade relacionada é o diametro da rede, definida

como sendo a maior distancia entre qualquer par de vértices da rede. Desta
forma, temos:

1= (8)

L = max (i, ) 9)
Repare que assumimos implicitamente nos calculos acima que a distancia en-
tre qualquer dois vértices esta definida. Entretanto, muitas redes néo séo co-
nexas, ou seja, elas ndo possuem caminhos entre todos os pares de vértices.
Logo, a distancia entre estes pares de vértices ndo esta definida. Neste caso,
o célculo da distancia média e do diametro devem desconsiderar estes pares
ou considerar apenas 0s pares que pertencem a maior componente conexa,
ou seja, ao maior pedaco conectado.

A distancia média da rede ilustrada na figura 7.1a é 82/(%y) = 1.82 e seu
didmetro é 3. Repare que esta € uma rede onde os vértices estdo muito “pro-
ximos” uns dos outros, pois tanto a distancia média quanto o diametro sédo
relativamente baixos.

7.2.3. Coeficiente de clusterizacéo

Uma caracteristica importante de uma rede é sua redundancia ou correla-
¢do das arestas ao redor de um vértice. Considere um vértice que esta rela-
cionado a dois outros. Quais as chances destes dois também estarem relaci-
onados? Este propriedade possui importantes implicagdes, como veremos na
sec¢do 7.4. Uma métrica que captura esta ideia € o coeficiente de clusterizacéo
da rede. Iremos definir o coeficiente de clusteriza¢do de um vértice : € V. como
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sendo a fracdo de arestas que os vizinhos de ¢ possuem entre si € 0 maximo
de arestas que eles poderiam possuir entre si. Dado que o grau do vértice i €
d;, 0 maior nimero de arestas entre seus vizinhos é dado por (‘12) Ou seja,
todos os pares de vizinhos de i possuem aresta entre si. Seja E; o nimero
efetivo de arestas entre os vizinhos do vértice i. Podemos definir o coeficiente
de clusterizacéo do vértice i, ¢;, como:

a=2 = 2B (10)

(%) di(d; — 1)

2

Repare que o coeficiente de clusterizacéo ndo esta definido para vértices com
grau zero ou grau um. A definicdo acima se aplica somente a vértice com
grau maior do que um. Utilizando o coeficiente de clusteriza¢édo dos vértices,
podemos agora definir o coeficiente de clusterizacdo da rede como sendo a
média aritmética destes. Ou seja,

e=1/n) ¢ (11)

i€V

Repare que na média acima assumimos que todos os coeficientes estavam
definidos, o que nem sempre é o caso. Nestes casos, a média deve ser apenas
sobre os vértices que possuem coeficientes de clusterizacéo definidos.

Considere a rede ilustrada na figura 7.1a. Os coeficientes de clusterizagcao
dos vértices A, B, C e D sdo 2/3, 1, 2/3 e 1/5, respectivamente. Repare que
o vértice D tem baixa clusterizacéo, pois existem poucas arestas entre seus
muitos vizinhos. O coeficiente de clusterizacao da rede é ¢ = 0.537.

Por fim, é importante ressaltar que existem outras definicGes para o coefi-
ciente de clusterizacdo de uma rede. Entretanto, iremos trabalhar com a defi-
nicdo acima, as vezes chamada de coeficiente de clusterizacéo local, apesar
desta ter algumas desvantagens [Newman 2010].

7.2.4. Outras propriedades estruturais

Exite na literatura um bom nimero de propriedades estruturais que vem
sendo utilizadas para caracterizar uma rede. Na verdade, existe um namero
infinito delas e vocé pode até mesmo definir a sua propriedade estrutural, e
deve inclusive fazer isto mesmo quando for o caso. Podemos sempre enu-
merar e calcular mecanicamente muitas propriedades estruturais de uma rede.
Entretanto, um aspecto bem mais importante é interpretar e compreender o sig-
nificado das propriedades estruturais sendo observadas. O que significa que
tal propriedade assume tais valores? Como isto esté relacionado com a rede
em questdo? Outro aspecto fundamental é determinar quais propriedades es-
truturais séo importantes. Mas o que € uma propriedade estrutural importante?
Bom, uma propriedade estrutural é importante se ela revela algo interessante
da rede em questédo, ou melhor, de funcionalidades que a rede exerce. Repare
que isto depende da rede e da funcionalidade que queremos estudar. Em todo
0 caso, vocé deve conhecer algumas outras propriedades estruturais que vem
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sendo amplamente utilizadas, tais como reciprocidade, centralidade, betwee-
ness, e assortativity [Newman 2010, Boccaletti et al. 2006].

Agora que definimos formalmente alguns conceitos em redes e apresenta-
mos algumas propriedades estruturais, vamos voltar a falar sobre redes reais
e conhecer algumas de suas importantes caracteristicas estruturais.

7.3. Redes reais

Redes estao por todos os lados e em todos os dominios do conhecimento.
O estudo empirico destas redes reais vem se tornando cada vez mais abran-
gente ndo apenas em relacdo ao que elas representam mas também com re-
lagdo a seus tamanhos. Existem hoje estudos empiricos que vao desde a rede
de neurdnios de uma bactéria até a rede de contato do Twitter, com mais de
50 milhGes de pessoas. No que segue iremos apresentar algumas importantes
redes de diferentes dominios e descrever algumas das propriedades estrutu-
rais. Iremos ver que algumas destas propriedades aparecem em redes que
aparentemente ndo possuem nenhuma relagao.

7.3.1. Redes Sociais

Redes sociais sdo redes formadas por pessoas ou grupos de pessoas e
por algum tipo de relacionamento. Por exemplo, a rede de amizade e a rede de
contato sexual ilustradas na figura 7.1 sdo exemplos de redes sociais. Uma ou-
tra rede social bastante estudada séo as redes de colaboracéo, cujo relaciona-
mento é algum tipo de colaboragéo entre as pessoas. Na rede de colaboragéo
cientifica, os vértices sdo pesquisadores e as arestas indicam algum tipo de
colaboracéo cientifica, como por exemplo, publicacéo de artigos em conjunto.
Neste caso, dois vértices estdo relacionados se 0s dois pesquisadores sao
co-autores de ao menos um mesmo artigo cientifico. Na rede de colaboragéo
artistica, os vértices sao artistas e as arestas algum tipo de colaboracéo artis-
tica. Por exemplo, os vértices podem ser atores de cinema e o relacionamento
pode ser trabalhar (i.e., atuar) em um mesmo filme. Desta forma, dois atores
estdo relacionados se ambos atuaram em ao menos um filme em comum.

Assim como muitas redes, a rede de colaboragéo entre um conjunto grande
de pessoas geralmente nédo estd prontamente disponivel e precisa ser inferida
utilizando alguma outra informacgéo. Por exemplo, a rede de colaboragéo cien-
tifica pode ser inferida utilizando repositérios de dados ou bibliotecas digitais
que cadastrem de forma estruturada artigos cientificos publicados. Um repo-
sitério bem estruturado, de acesso publico e relativamente grande é o DBLP,
que hoje contém 1.6 milhdo de artigos cadastrados principalmente da area
de Computacéo [Ley 2011]. Entretanto, assim como muitos repositorios, o
DBLP nédo é completo e muitos artigos publicados, principalmente em algu-
mas subareas da computacdo, ndo estdo cadastrados. Em todo o caso, o
DBLP é repositorio importante e vem sendo usada em muitos estudos, inclu-
sive em conjunto com outros repositérios [Newman 2001, Menezes et al. 2009,
Freire e Figueiredo 2010].

A figura 7.4 ilustra a rede de colaboragdo dos professores do PESC (Pro-
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Figura 7.4. Parte da rede de colaboracdo do PESC-COPPE/UFRJ

grama de Engenharia de Sistemas e Computacdo) na COPPE/UFRJ (dese-
nhada utilizando a ferramenta Pajek). Esta rede foi inferida utilizando o DBLP
em meados de 2009 considerando todos os professores do departamento na
época’. Podemos observar diversos aspectos interessantes. Por exemplo, a
rede esta quase toda conectada, com 85% dos vértices pertencendo a maior
componente conexa. O nimero de colaboragdes (grau) dos vértices é bem va-
riado assim como a intensidade de colaboracao, ilustrada pela espessura das
arestas®, mostrando que colaborar esta longe de ser um processo uniforme. A

2 E importante ressaltar que esta ndo é a real rede de colaboracéo do PESC, pois con-
templa apenas os artigos cadastrados no DBLP. Colaborag6es provenientes de outros
artigos publicados por professores do PESC néo foram considerados nesta figura.

3 A métrica de intensidade de colaboragdo sendo usada foi definida por Newman e é
proporcional ao nimero de artigos publicados em co-autoria normalizada pelo namero
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rede também nos ajuda a identificar diferentes grupos de pesquisa. Por exem-
plo, os professores Antonio, Claudio, Paulo e Ricardo formam uma subrede
completamente conectada (i.e., um clique), e na verdade sdo os quatro profes-
sores do grupo de Computacao Grafica do PESC (na época em que os dados
foram coletados). De forma similar, os professores Celina, Marcia, Sulamita e
Jayme, representam o grupo de Algoritmos e Combinatéria do departamento.
Podemos observar ainda que algumas pessoas tem um papel central na rede,
pois suas colaboragfes ajudam a manter a rede conectada e encurtam distan-
cias na rede. Ainda outras caracteristicas podem ser observadas, e veremos
algumas a seguir. Por fim, estas caracteristicas ndo sédo particulares da rede
de colaboragdo do PESC/COPPE, podendo ser encontradas em muitas redes
de colaboracéo. Esta generalizacdo é um indicativo que estas propriedades
séo consequéncias do processo de colaboracao cientifico.

Um aspecto interessante e muito estudado em redes sociais é a distancia
entre as pessoas na rede. Podemos citar dois estudos populares nesta direcéo,
conhecidos inclusive por leigos, que sdo o numero de Bacon e o numero de
Erd6s [Reynolds 2011, Grossman e lon 2011]. Estes dois nUmeros medem a
distédncia de um ator de cinema e de um pesquisador ao ator Kevin Bacon e
ao matematico Paul Erdds, respectivamente, na rede de colaboracéo de atores
e de pesquisadores. Um ator que tem numero de Bacon igual a 1 atuou em
ao menos um filme com Kevin Bacon. Similarmente, um pesquisador que tem
um numero de Erd&s igual a 1 foi co-autor de Paul Erd6s em ao menos um
artigo cientifico. Um ator com nimero de Bacon igual a 2 atuou em um filme
com algum outro ator que tem nimero de Bacon igual a 1 e nunca atuou com
um ator com namero de Bacon menor (que no caso seria o préprio Bacon).
Analogamente para um pesquisador cujo nimero de Erdés é igual a 2.

A tabela 7.1 mostra a distribuicdo do niumero de Erdds para uma populagao
de pesquisadores matematicos [Grossman e lon 2011]. Repare que apesar de
Erdds ter apenas 504 colaboradores, as distancias até os outros vértices é
relativamente pequena. A mediana e a média da distribuicdo séo 5 e 4.65,
respectivamente. Ou seja, na média um pesquisador matematico esta a 5 co-
laboradores de Erdés. Repare ainda que a cauda da distribuicdo é bem curta,
pois uma fragdo muito pequena da populagdo possui nimero de Erdés maior
do que 7, sendo 13 a maior distancia até Erdés, em comparacdo com os cen-
tenas de milhares de vértices da rede. E importante ressaltar que nem todos
0s pesquisadores possuem um caminho até Erdés pela rede de colaboragdo
cientifica, apesar deles terem publicado com outros co-autores. Neste caso di-
zemos que estes pesquisadores possuem nimero de Erdés infinito. Isto ocorre
por que a rede ndo esta totalmente conectada e é formada por multiplos com-
ponentes conexos.

Esta propriedade que observamos com o nimero de Erd8s, que é ter dis-
tancias muito pequenas entre os vértices da rede, ndo é uma caracteristica

de autores em cada artigo [Newman 2004b].
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Tabela 7.1. Distribuicdo do nimero de Erd &8s entre uma
populacdo de pesquisadores mateméaticos (mediana 5,
média 4.65, desvio padrdo 1.21) [Grossman e lon 2011]

# Erd6s 1 2 3 4 5 6 7
#pessoas | 504 6593 33605 83642 87760 40014 11591
# Erd6s 8 9 10 11 12 13 00
# pessoas | 3146 819 244 68 23 5 50000

particular de Erd6és nem da rede de colaboragdo cientifica matematica. Por
exemplo, o mesmo fendmeno é observado com o nimero de Bacon e em ou-
tras redes de colaboragdo estudadas [Newman 2004a]. Além disso, de mudar-
mos o Vértice inicial, considerando outro pesquisador, mesmo que bem menos
prolifico do que Paul Erd8s, observaremos novamente a mesma propriedade.
Na verdade, distancias curtas entre os vértices é uma propriedade estrutural
inerente a muitas redes sociais, inclusive a rede de amizade.

Estudos empiricos realizados pelo influente professor de psicologia-
social Stanley Milgram na década de 60 ajudou a corroborar esta ideia
[Milgram 1967, Travers e Milgram 1969]. Ele solicitou individuos residentes no
interior dos Estados Unidos que enviassem uma carta a uma determinada pes-
soa, informando aos individuos o nome completo, profisséo e endereco postal
do destinatario. Entretanto, os sujeitos do experimento s6 podiam enviar a
carta para pessoas que elas conhecessem pessoalmente. No improvavel caso
de um sujeito conhecer o destinatario, ele poderia enviar a carta diretamente.
Caso contrario, 0 sujeito deveria encaminhar a carta a algum conhecido. Este
por sua vez repetia o procedimento, enviando a carta para o destinatario, caso
ele o conhecesse pessoalmente, ou encaminhando a carta para outra pessoa.
Milgram realizou o experimento com diversos sujeitos de diferentes cidades de
origem e alguns diferentes destinatarios. Em todos os seus experimentos ele
observou algo surpreendente. As cartas que chegavam ao destinatario faziam
um numero médio de saltos entre cinco e seis. Ou seja, a distancia pela rede
social americana entre duas pessoas escolhidas relativamente ao acaso era
em torno de seis. Este estudo, conhecidos por experimento de mundo pe-
qgueno, ajudou a popularizar o conceito de “seis graus de separagdo”, que se
refere a ideia de que todas as pessoas do mundo estdo em média a seis saltos
de qualquer outra pessoa na rede de amizades.

Um outro aspecto interessante dos experimentos small world é que néo
apenas caminhos curtos existem pela rede social, mas que nés somos capa-
zes de encontra-los utilizando apenas informacao local. Os sujeitos dos ex-
perimentos small world decidiam por conta prdpria para quem encaminhar a
carta quando ndo conheciam o destinatario. Obviamente, eles ndo possuiam
uma visdo global da rede social e suas decisGes eram puramente locais e in-
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dependentes do restante do experimento. Por exemplo, um sujeito poderia
encaminhar a carta para algum conhecido que morasse na mesma cidade do
destinatario, ou para algum conhecido que tivesse a mesma profissao do des-
tinatario. Como fazemos para navegar a rede social? Sera que a estrutura
da rede social facilita esta navegacdo? Esta observacdo assim como estas
perguntas foram feitas e respondidas por Jon Kleinberg [Kleinberg 2000], e vol-
taremos ao assunto na segéo 7.5.2.

Experimentos mais recentes utilizando email ao invés do correio pos-
tal, muito mais abrangentes e com muito mais participantes, foram reali-
zados mais recentemente por pesquisadores da Universidade de Columbia
[Dodds et al. 2003]. Apesar dos avancos tecnoldgicos na forma de comuni-
cagdo nos ultimos 50 anos, muitas das observagdes empiricas deste estudo
corroboram os resultados de Milgram, ajudando a mostrar que realmente vive-
mos em um mundo pequeno.

O que vocé esperaria do coeficiente de clusterizagdo de uma rede social?
Quais as chances de dois amigos seus serem amigos entre si? Qual a chance
de duas pessoas para as quais vocé enviou email no Ultimo ano também terem
trocado email? Qual a chance de dois co-autores seus de artigos cientificos
também serem co-autores de um artigo? Qual a chance de duas pessoas que
estdo na sua lista de contatos também estarem em suas respectivas listas de
contatos? Se sua intuicao lhe diz que estas chances devem ser relativamente
altas, entdo vocé acertou. Redes sociais estdo cheias de triAngulos! Esta
€ uma caracteristica fundamental presente em muitas redes sociais que vem
sendo estudadas [Newman 2010, Boccaletti et al. 2006]. Como exemplo, o co-
eficiente de clusterizac¢éo da rede de colaboracéo cientifica apresentada acima
é de 0.14.

De fato, ndo é raro encontrar redes sociais com coeficiente de clusteriza¢éo
maior do que 1/5. Mas 1/5 ndo parece ser um nimero muito alto. Em absoluto
nenhuma quantidade é grande ou pequena, pois ficamos sem parametro para
comparacao! Desta forma, iremos comparar o coeficiente de clusterizagédo de
redes reais com o coeficiente induzido por um modelo matematico aleatério, a
ser apresentado na sec¢éo 7.4.2. Comparado com este modelo, veremos que 0
valor 1/5 é extremamente alto.

Além disso, redes sociais possuem relativamente poucas arestas, quando
comparado ao niumero de arestas que elas poderiam ter. Considere a rede
de colaboracéo cientifica entre matematicos, discutida acima. A maior com-
ponente conexa desta rede possui aproximadamente 268 mil vértice e 634 mil
arestas, dando origem a um grau meédio de 4.73 [Grossman e lon 2011]. Re-
pare que o maior niimero de arestas que a rede poderia ter & (*°%°), que é
aproximadamente 35 milh6es. Logo, a densidade da rede, definia na equacgéo
(5) é de apenas p = 1.7 x 1075.

Dado que redes sociais geralmente possuem tao poucas arestas, é de certa
forma surpreendente que observamos ao mesmo tempo distancia curtas e alta
clusterizacéo. Isto significa que as arestas da rede séo “colocadas” de forma
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criteriosa, fechando muitos triangulos para permitir uma alta clusterizagéo e
ao mesmo tempo cobrindo a rede rapidamente para permitir distancias curtas.
Voltaremos a discutir este assunto na sec¢do 7.4.4 quando falarmos sobre o
modelo de redes proposto por Watts e Strogatz.

7.3.2. Redes de informagéo

Em um mundo onde a informagédo tem um papel central cada vez maior, ndo
é surpreendente que praticamente todos os dias nds interagimos com diferen-
tes redes de informagdo. Em uma rede de informagéo os vértices representam
alguma informacéo e as arestas representam algum tipo de relacionamento.
Uma das maiores e mais populares redes de informacao é a Web. Na rede
da Web os vértices séo paginas da Web identificadas por uma URL e as ares-
tas representam os hiperlinks entre as paginas (entre URLS). Repare que o
relacionamento neste caso € assimétrico, pois os hiperlinks da Web séo direci-
onados: um hiperlink da pagina 7 para a pagina j ndo implica em um hiperlink
no sentido contrario.

Um aspecto interessante é que ndo conhecemos a real estrutura da rede
da Web. A Web é um sistema distribuido formado por milhdes de servidores
Web operados por milhares de empresas onde qualquer pessoa pode adicio-
nar, modificar e remover paginas web e hiperlinks de forma independente. Nao
existe neste sistema distribuido um repositério central com todas as informa-
¢bes que estdo na Web. Desta forma, a rede da Web, assim como muitas
outras redes, precisam ser inferidas através de medigoes. Uma forma de medir
e obter a rede da Web é através da navegacéo pela prépria Web. Iniciando com
um conjunto de paginas, podemos seguir 0s hiperlinks destas para descobrir
outras, e destas outras seguimos os hiperlinks para mais outras, e assim por
diante. Esta técnica é conhecida como crawling e é muito usada para medir
redes, e ndo apenas a rede da Web.

Mas quais propriedades estruturais interessantes tem a rede da Web?
Esta rede € enorme com dezenas de bilhdes de paginas e trilhdes de hi-
perlinks [de Kunder 2011]. Apesar disto, e de certa forma surpreendente-
mente, as distancias entre duas paginas Web sdo muito pequenas, expo-
nencialmente menores do que o tamanho da Web. Ou seja, se a Web tem
n paginas, entdo a distancia média entre as paginas é da ordem de logn
[Albert et al. 1999, Broder et al. 2000]. Isto significa que em média precisa-
mos de poucos clicks em hiperlinks para navegar de uma péagina a qualquer
outra! Este fato se torna mais interessante quando pensamos em como a Web
é construida. N&o existe uma recomendacgdo ou norma que estabelece como
uma pessoa ou empresa deve criar suas paginas e seus hiperlinks. Apesar
deste processo ser totalmente distribuido, sem nenhum tipo de coordenacao,
chegamos a uma rede enorme que tem distancias muito curtas. Como é que
fazemos isto? Na sec¢do 7.4 veremos um modelo matematico que sugere um
processo de formacéo da Web, dando origem a diferentes propriedades estru-
turais, inclusive esta.
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Vamos considerar a rede da Wikipedia para ilustrar algumas propriedades
estruturais importantes. A rede da Wikipedia é a rede formada pelas paginas
da Wikipedia (documentos) e pelos hiperlinks entre as paginas. Repare que
esta rede € um subconjunto pequeno e especifico da rede da Web. Entretanto,
a rede da Wikipedia é bastante interessante, pois € uma rede de informagéo
com objetivos especificos (i.e., enciclopédia) e construida com mais controle.
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Figura 7.5. Distribuicdo (CCDF) do grau de entrada e
saida da Wikipedia ( d = 22.1, desvio padrdo 386.1 e 44.9
para o grau de entrada e saida, respectivamente).

Iremos analisar a rede da Wikipedia* em inglés obtida em janeiro de 2011.
Esta rede possui 3.651.512 documentos (vértices) e 80.737.121 hiperlinks en-
tre eles (arestas direcionadas). A figura 7.5 ilustra a distribuicdo complementar
cumulativa (CCDF) do grau de entrada e de saida dos vértices da Wikipedia.
Repare que os eixos do gréafico estdo em escala logaritmica. Podemos obser-
var diversos aspectos interessantes nesta distribuicdo. Um dos mais importan-
tes é a diferenga entre os graus dos vértices da rede, tanto de entrada quanto
de saida. Podemos observar que existem paginas com desde poucos hiper-
links de saida e de entrada (1 ou 2) até paginas com dezenas de milhares,
passando por diversas ordens de magnitude! Além disso, observamos que o
grau médio é relativamente baixo (22.1) quando comparado com esta extensa
faixa de valores. Logo, podemos concluir e observar que a grande maioria das
paginas possui um grau baixo, enquanto uma pequena minoria possui um grau
muito alto.

Podemos observamos ainda que a distribuicdo do grau de entrada e de
saida sdo bem distintas, sendo que a primeira atinge valores bem maiores do
que a segunda, apesar das duas terem a mesma média®. Dizemos que a cauda

4Todo o conteido da Wikipedia estd disponivel publicamente para download em
http://en.wikipedia.org/wiki/Wikipedia:Database_download .
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da distribuicdo de entrada é mais pesada do que a de saida, pois seus valores
possuem maior massa de probabilidade. Por exemplo, enquanto a fragédo de
vértices com grau de saida maior do que 5000 é 10~°, esta mesma fracéo para
o grau de entrada é 5 x 1073, ordens de grandeza maior. Esta caracteristica
€ comum a muitas outras redes que possuem relacionamentos assimétricos,
e ndo apenas a redes de informacgdo, mas também redes sociais e redes tec-
nolégicas. Na secdo 7.4 iremos apresentar 0 modelo matematico proposto por
Barabasi e Albert que oferece uma explicagédo para o surgimento desta carac-
teristsica. Outra observacéo interessante é que a distribuicdo de grau € bem
comportada, podendo ser bem representada por um modelo matematico. De
fato, esta distribuicdo empirica pode ser modelada por uma lei de poténcia,
gue é uma distribuicdo com forma simples mas com propriedades peculiares.
Iremos apresentar e formalizar distribui¢cBes de lei de poténcia na se¢do 7.4.1.

A estrutura da Web néo é estudada apenas por curiosidade, pois alguns
bons usos desta estrutura podem valer muito dinheiro! A estrutura da Web
pode ser utilizada para realizar diversas fungfes importantes sobre os docu-
mentos da Web. Talvez a fungdo mais importante seja ordenar os documentos
de acordo com sua relevancia ou importancia (ranking). No final da década
de 90, Larry Page e Sergey Brin, dois alunos de pds-graduagdo em Stanford,
observaram que a estrutura da Web poderia ser explorada para identificar do-
cumentos relevantes. Intuitivamente, paginas que recebem muito hiperlinks
tendem a ser mais relevantes que paginas que recebem poucos hiperlinks.
Além disso, a influéncia que um hiperlink possui é inversamente proporcional
ao numero de hiperlinks saem da mesma péagina. Estas ideias deram origem
ao algoritmo PageRank para ordenar paginas Web [Brin e Page 1998]. Logo
em seguida os dois fundaram a empresa Google, que viria revolucionar o mer-
cado de maquinas de busca na Web (search engines). Além da ordenagao de
documentos a estrutura da Web pode ser utilizada na clusterizacéo, categori-
zagdo, traducdo, entre outros. Vocé ainda pode pensar em como explorar a
estrutura da Web para melhorar ou criar uma nova funcionalidade.

Uma outra rede de informacgé&o interessante é a rede de cita¢éo. Considere
um conjunto de documentos que fazem referéncia a outros documentos. Por
exemplo, artigos cientificos em geral contém referéncias (citagfes) a outros ar-
tigos cientificos; patentes em geral contém referéncias a outas patentes; deci-
soOes judiciais em geral contém referéncias a outras decisdes judiciais. Existem
muitas raz6es para um documento citar um outro, tais como informar ao leitor
material relacionado, indicar algum documento influente, discordar de algum
documento, etc. Em uma rede de citacéo, os vértices representam documen-
tos e as arestas cita¢gfes entre os documentos. Ou seja, se o documento ¢ cita
o documento j, entdo teremos uma aresta do vértice i para o vértice j. Repare
gue a relagdo de citagdo é assimétrica, pois um documento pode citar o outro

50 namero total de arestas que saem dos vértices é igual ao nimero total de arestas
gue entram nos vértices, pois cada aresta possui duas pontas. Logo o grau médio de
entrada é igual ao grau médio de saida.
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e nao vice-versa. Alias, em uma rede de citagcdo, € muito raro que dois docu-
mentos se citem mutuamente, pois em geral ao ser publicado, um documento
ndo pode ser alterado. Exce¢des podem existir quando dois documentos rela-
cionados sédo publicados no mesmo férum (i.e., congresso ou revista) e entdo
se citam mutuamente.

Redes de citagcdo possuem propriedades estruturais bem interessantes e
vem sendo estudadas por bastante tempo. Um dos estudos mais antigos foi
realizado por Price na década de 60, inclusive abordando questées relaciona-
das a distribuicdo de grau [de Solla Price 1965]. Muitos outros estudos vem
sendo realizados mais recentemente, com o aumento de informag6es sobre
muitas redes de cita¢g6es [Redner 1998, Borner et al. 2004]. Em todo o caso,
uma propriedade estrutural muito frequentemente encontrada é uma distribui-
¢do empirica de grau que possui cauda pesada, se aproximando de uma lei de
poténcia em alguns casos. Isto significa que a grande maioria dos documen-
tos recebe poucas citagdes enquanto uma pequena minoria recebe um grande
numero de citages. De fato, no Science Citation Index (SCI), que é parte do
repositorio de artigos e citagdes Web of Science, em torno de 47% dos artigos
cadastrados nunca receberam sequer uma citagdo e somente 1% dos artigos
possuem mais do que 100 citacdes [Newman 2010]. Estas e outras observa-
¢cOes sobre a estrutura das redes de citagdo sdo usadas para definir critérios
de relevancia dos documentos, em uma area conhecida por bibliometria (bibli-
ometrics).

Por fim, é importante ressaltar que redes de informacgdo e redes sociais
muitas vezes se confundem. Por exemplo, considere alguns sistemas online
como o Twitter, MySpace e o Blogger. Nestes sistemas temos uma mistura de
redes sociais, induzida pelos relacionamento de amizade entre as pessoas, e
redes de informacéao, induzida pela informacéo publicada e seus relacionamen-
tos. No Twitter, uma pessoa segue a outra por diversos motivos, que incluem
simplesmente amizade ou apenas interesse na informacéo. Recentes estudos
inclusive vem tentando caracterizar o Twitter como sendo uma mistura de rede
social com rede de informacao [Kwak et al. 2010]. De fato, ndo ha uma distin-
¢do muito clara dessas redes e a nomenclatura apresentada aqui serve mais
para referéncia.

7.3.3. Redes Tecnolégicas

Redes tecnoldgicas sdo redes construidas pelo homem em geral para
transportar algo. Desta forma, redes tecnoldgicas sdo geralmente redes fisi-
cas, onde seus objetos e relacionamentos sao concretos. Uma importante rede
tecnolégica é a Internet, formada por roteadores e canais de comunicacao, co-
nhecidos como enlaces. Um roteador € um computador especial dedicado a
receber e enviar informacéo pelos seus enlaces. Um roteador esta ligado a
diversos enlaces, que podem ser fios de cobre, fio coaxial, fibra ética, ou até
mesmo canais de radio e satélite. Na outra ponta de cada enlace ha um ou-
tro roteador. Um roteador pode ter desde apenas dois canais de comunicagéo
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até milhares. De forma simplificada, a Internet pode ser vista como uma infra-
estrutura global para transportar bits.

Na abstracéo da Internet cada vértice corresponde a um roteador € uma
aresta indica que existe um enlace entre os dois roteadores. Para facilitar a
leitura, iremos chamar esta abstragdo também de Internet ao invés de rede da
Internet. E importante néo confundir a Internet com a Web. A rede da Web
€ uma rede virtual, pois representa documentos (URLS) e hiperlinks sem liga-
¢do com a Internet fisica. A Internet representa a infra-estrutura por onde a
informagdo da Web ira trafegar. Entretanto, igualmente a rede da Web, a In-
ternet € um sistema distribuido construido sem recomendagdes ou qualquer
coordenacdo global. Qualquer um pode criar uma rede com roteadores e se
ligar a outros roteadores da Internet (em geral, pagando por isto). Desta forma,
a Internet precisa ser medida e inferida para que possamos conhecer sua es-
trutura. A Internet também é uma rede enorme com mais de um milhdo de
roteadores e obter uma representacéo fiel e sem tendéncia (unbiased) de sua
estrutura ainda é um desafio. Em todo o caso, uma das maneiras para inferir a
estrutura da Internet é através do programa traceroute, que informa o caminho
(rota) tomada entre o computador onde o programa executa e qualquer outro
roteador (ou computador) da Internet. Podemos entao executar o traceroute de
um alguns pontos da Internet para varios outros e fazer a unido de todos os
caminhos obtidos, conseguindo assim parte da estrutura da Internet. Esta téc-
nica vem sendo usada para inferir a estrutura da Internet [CAIDA 2011], apesar
dos seus potenciais problemas [Achlioptas et al. 2005].

Uma propriedade interessante na Internet é sua distribuicéo de grau. No-
vamente, observamos uma distribuicdo empirica de grau muito desigual, com
a grande maioria dos vértices tendo grau baixo e uma pequena minoria com
grau alto. Em muitos casos, esta distribuicdo empirica de grau se aproxima de
uma distribuicao de lei de poténcia. Além desta propriedade, observamos na
Internet distancias muito curtas entre os vértices. Em geral, a distancia mé-
dia entre os vértices € uma fungéo logaritmica do tamanho da rede, ou seja,
exponencialmente menores do que o nimero de vértices [Chen et al. 2002].
Esta propriedade esta diretamente relacionada ao desempenho da rede e po-
deriamos dizer que seria esperada. Pois uma rede para transportar bits deve
ter caminhos curtos entre seus vértices para oferecer um melhor desempenho
(i.e., menor retardo na comunicagdo). Entretanto, a Internet ndo é construida
de forma centralizada e € a0 menos curioso que esta propriedade surja a partir
da interacdo de milhares de entidades que aumentam e mantém a Internet, di-
ariamente. Entender as raz8es que levam a observac¢des empiricas como esta
€ um dos pontos mais fascinantes no estudo em Redes Complexas.

Existem muitas redes tecnoldgicas construidas pelo homem para transpor-
tar o préprio homem. Estamos falando da rede rodoviaria de uma cidade ou
um pais, da rede ferroviéria, e da malha aérea de um pais ou do mundo. Estas
redes séo chamadas de redes de transporte e algumas delas possui caracteris-
ticas distintas da Internet, criadas para transportar bits. Por exemplo, considere
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arede rodoviaria de um pais, onde 0s vértices sdo cruzamentos (interconexao)
de rodovias estaduais ou federais e as arestas representam a ligacao fisica
destes cruzamentos por estradas. O grau nesta rede representa o nimero de
estradas que chegam ou saem do cruzamento. Podemos observar que a distri-
buicdo empirica de grau desta rede nao possui uma cauda pesada, pois ndo ha
cruzamentos com um grande numero de estradas (e.g., 10) e a grande maioria
deles envolve um pequeno ndimero de estradas (e.g., 2).

7.3.4. Redes Bioldgicas

Redes bioldgicas sdo geralmente formadas pela natureza e aparecem em
muitos contextos. Algumas redes biologicas séo construgdes fisicas e outras
representacBes mais abstratas que dependem do relacionamento. Uma das
mais intrigantes redes bioldgicas é a rede neuronal humana, ou seja, a rede
formada pelos neurdnios de nosso cérebro. Nesta rede, vértices sdo neurénios
e arestas representam ligacGes fisicas entre os neurdnios, conhecidas como si-
napses. As ligagdes entre neurdnios sdo direcionadas, com os dendritos rece-
bendo sinais e ax6nios enviando sinais. Um neurénio humano geralmente pos-
sui poucos axdnios e muitos dendritos, mas este numero pode variar bastante
entre os neurdnios. Como nao poderia deixar de ser, a rede neuronal humana
€ gigantesca e estima-se que tenha na ordem de 100 bilhdes de neurdnios
e 100 trilhdes de sinapses. Em comparacao a rede neuronal do nematédeo
Caenorhabditis elegans, que possui 1mm de comprimento, possui apenas 302
neurdnios [Wikipedia 2011a].

A rede de neurbnios humana e de outras espécies vem sendo estudada
ha décadas tanto por biélogos quanto por neuro-cientistas, e mais recente-
mente por fisicos, matematicos, e cientistas da computacdo. A razéo para to-
dos estes estudos esta no fascinante papel que a rede neuronal desempenha.
Sua estrutura é fundamental para que o homem desempenhe diversas fungées
cognitivas, tais como memoria, consciéncia, linguagem e raciocinio. Seriam
estas fun¢Bes consequéncia direta da estrutura neuronal? Poderia outro ma-
mifero exercer alguma destas funcionalidades caso sua rede neuronal tivesse
a mesma estrutura que a do homem? Perguntas como estas ainda continuam
a desafiar a ciéncia.

Por fim, existem ainda muitas outras redes bioldgicas, tais como a rede
metabdlica, a rede da cadeia alimentar e a rede de interagdo entre proteinas
[Newman 2010].

7.3.5. Caracteristicas em comum

O leitor mais atento deve ter reparado que apesar de termos discutido di-
versas redes de diferente dominios, algumas caracteristicas estruturais sao co-
mum a muitas delas. Esta observagao é surpreendente, pois a principio ndo ha
razao alguma para a rede da Web compartilhar caracteristicas estruturais com
a rede de neurdnios humana! De fato, algumas caracteristicas séo recorrentes
em muitas redes reais. Vejamos algumas destas caracteristicas:

325



Figueiredo

e Distribuicdo de grau com cauda pesada. Muitas redes reais de dife-
rentes dominios possuem uma distribuicdo de grau com cauda pesada,
exibindo um espectro de grau que sdo ordens de grandeza maiores do
que a média. Em alguns casos a distribuicdo de grau é bem represen-
tada por uma lei de poténcia, modelo matematico que sera apresentado
na secdo 7.4.1. Redes como a Web, o Twitter, a rede de atores, a In-
ternet, a rede metabdlica, entre outras, exibem uma distribuicéo de grau
bem representada por uma lei de poténcia.

e Distancia baixa. Muitas redes reais possuem distancia relativamente
pequena entre seus Vértices, inclusive entre os vértices mais distantes
da rede, sendo ordens de grandeza menor do que o nimero de vérti-
ces. Em alguns casos a distancia média da rede é bem representada
por log n, sendo exponencialmente menor do que seu tamanho. Redes
como a Web, a rede de colaboracao cientifica, a Internet, uma rede de
neurdnios, entre outras, exibem distancias curtas.

e Esparsas e conectadas. Muitas redes reais sdo extremamente espar-
sas, exibindo uma densidade muito baixa, ordens de grandeza menor do
que 1. Apesar disto, estas mesmas redes estdo quase completamente
conectadas, com quase todos os vértices pertencendo a mesma compo-
nente conexa. Este é o caso de redes como a Web, rede de atores, a
Internet, uma rede de neurbnios, a rede metabdlica, entre muitas outras,
séo esparsas e conectadas.

Além destas, existem outras caracteristicas estruturais que frequentemente
aparecem em diversas redes reais. Na verdade, considerando as trés carac-
teristicas acima, é mais facil encontrar uma rede real que exiba estas caracte-
risticas do que uma rede que nédo exiba. Apesar disto, ainda ndo compreen-
demos muito bem se existe alguma razao fundamental que leva as redes reais
a sempre (ou quase sempre) serem assim, independente do seu propdsito ou
dominio. Por fim, estas trés caracteristicas tem importantes implicagdes em
muitas funcionalidades e processos que operam na rede e veremos algumas
destas no decorrer do livro.

7.4. Modelos aleatorios de redes

Vimos na sec¢do anterior que existem muitos tipos de redes reais em mui-
tos dominios diferentes e algumas com propriedades muito particulares. Além
disso, redes reais de um mesmo tipo também sao diferentes. Considere a
rede de colaboracao cientifica entre matematicos, apresentada na se¢ao 7.3.1.
Agora considere a rede de colaboragéo cientifica entre os cientistas da compu-
tacdo. Certamente estas redes ndo sdo iguais e possuem muitas propriedades
diferentes. Por exemplo, seus tamanhos certamente seréo diferentes, assim
como o grau médio dos vértices e a densidade da rede. De fato sabemos que
na Ciéncia da Computacao, pesquisadores tendem a colaborar na producéo de
artigos cientificos mais que os matematicos, consequentemente apresentando
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um grau médio maior na rede de colaborag¢édo. Mas apesar de diferengas, es-
tas duas rede também possuem muitas similaridades estruturais. Talvez isto
ndo seja surpreendente, uma vez que as duas sdo decorréncias do processo
de colaboracéo cientifica e interacdo humana, que visto de longe, nao difere
muito de uma area de ciéncia para outra. Mas como capturar este aspectos
fundamentais destas duas redes? Para que possamos falar sobre redes de co-
laboracéo cientifica de forma mais abrangente sera necessario generaliza-las.
Para isto iremos precisar da ajuda da matematica, em particular, de modelos
matematicos aleatérios para as estruturas destas redes.

Um modelo aleatério de rede € um modelo matematico que determina como
formar a estrutura de uma rede. Fazendo uma analogia com a Computacéo,
ao executarmos o modelo ele ird gerar uma rede. Desta forma, as redes gera-
das pelos modelos irdo ter determinada propriedades estruturais. Por ser um
modelo matematico, podemos estabelecer rigorosamente algumas de suas ca-
racteristicas, por exemplo, que o modelo sempre ira gerar redes que tenham
determinada propriedade estrutural. Isto é fundamental pois entdo podemos
aplicar o modelo para representar redes que tenham estas mesmas proprieda-
des estruturais.

E importante ressaltar que um modelo matematico néo é bom ou nem ruim,
pois trata-se simplesmente de um modelo. Entretanto, podemos dizer que um
determinado modelo captura ou representa melhor uma determinada caracte-
ristica do que um outro qualquer, concluindo que o primeiro € melhor do que o
segundo. Mas esta afirmagdo em geral depende das caracteristicas que esta-
mos querendo capturar, pois um modelo pode representar melhor determinada
caracteristica e pior outra.

No que segue apresentaremos trés modelos muito utilizados para repre-
sentar redes. Iremos discutir ainda algumas das propriedades estruturais des-
tes modelos. Desta forma, podemos entdo determinar quais modelos podem
ser empregados quando queremos capturar determinadas propriedades estru-
turais que aparecem em redes reais. Entretanto, é importante ressaltar que
existem na literatura muitos diferentes modelos de redes, alguns bem mais
avancados dos que discutiremos em breve, além de novos modelos estarem
constantemente sendo propostos na literatura. Vocé ndo deve se ater aos mo-
delos aqui apresentados e nem aos que existem na literatura! Se vocé achar
adequado, proponha o seu modelo para capturar 0s aspectos que vocé consi-
dera importante na rede real que vocé esta estudando.

7.4.1. Redes Livre de Escala

Antes de introduzirmos propriamente os modelos iremos apresentar um
fendmeno muito interessante e igualmente importante, conhecido por de lei
de poténcia. Apesar de se aplicar de forma mais geral, estamos interessados
em distribuicdes de probabilidade que possuem este fendmeno, ou seja, em
distribuicdes de lei de poténcia.

Uma distribuicao é dita lei de poténcia quando sua funcao de probabilidade
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possui as seguinte forma:
px(z) ~ cx™® para z grande suficiente. (12)

onde px (x) é a probabilidade da variavel aleatdria discreta X assumir o valor
x, ¢ € a constante de normalizacdo e « € uma constante e parametro da dis-
tribuicdo, com « > 1. O nome lei de poténcia vem do fato da distribuicéo ser
caracterizada pela poténcia «, sendo este seu Unico parametro.

E importante reparar que a distribuicéo de lei de poténcia decresce muito
mais devagar do que qualquer outra distribuicdo. Repare que =< € o(57%)
para qualquer 8 > 0, ou seja, 5~ */z~% — 0 quando z — oo. Consequente-
mente, dizemos que uma distribuicdo de lei de poténcia possui “cauda pesada”,
pois valores arbitrariamente grandes de x possuem muito mais massa de pro-
babilidade ndo-despreziveis. Ou seja, existe uma probabilidade relativamente
alta da distribuigdo gerar nimeros que séo significativamente maiores do que
sua média. A cauda da distribuicao se recusa a ir para zero rapidamente!

Uma outra caracteristica importante da distribuicdo de lei de poténcia é
gue seu gréfico tracado em escala log — log € uma reta. Podemos observar
isto diretamente da sua defini¢do, na equacgéo (12). Podemos aplicar o log aos
dois lados da equacao, obtendo assim a seguinte:

logpx(z) ~ —alogz + log c para z grande suficiente. (13)

Repare que esta é a equagdo da reta com inclinagdo —a«, quando tracado em
escala log — log, para valores suficientemente grandes de z. Ou seja, relagéo
linear deve surgir para valores grandes o suficiente de z, na cauda da distribui-
céo.
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mesmo valor esperado.
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Vejamos o exemplo na figura 7.6, que mostra a distribuicdo de Poisson e
zeta, ambas com o mesmo valor esperado, em um grafico com escala log-log.
Repare que a distribuigdo de zeta segue uma lei de poténcia o que ndo é o caso
da distribuicdo de Poisson. Podemos observar que a distribuicdo zeta possui
uma cauda muito mais pesada a Poisson: a probabilidade de termos um valor
igual a 50 é 10~ para Poisson e 10~° para zeta, 53 ordens de grandeza maior!
Note ainda que valores muito maiores do que a média podem ocorrer com
probabilidade ndo desprezivel na distribuigdo zeta, enquanto isto ndo ocorre
com a Poisson.

A distribuicdo zeta possui exatamente a forma da equacao (12) e no do-
minio x > 0. Desta forma, podemos calcular a constante de normalizagéo
somando todos os valores das probabilidades. Ou seja,

1= px(@)=c) a7 =c((a) (14)
=1 rx=1

O somatério ao final da equacéo é a famosa fungdo zeta de Reimann. Logo, a
constante de normalizagao ¢, € dada por:
1

c @ (15)

Pode-se demonstrar que a funcéo zeta de Reimann converge apenas para va-

lores maiores que 1 e diverge caso contrario. Desta forma, a constante de
normalizacéo so esta definida para o > 1.

Vamos obter os momentos da distribuicdo zeta de Reimann. Lembrando
que o i-ésimo momento de uma distribuicdo é dado pelo valor esperado da
varidvel aleatéria elevada a i-ésima poténcia, ou seja, F[X‘]. Repare que o
primeiro momento €&, por definicéo, o valor esperado da distribui¢cdo, enquanto
o segundo momento pode ser usado para obter sua variancia®. Aplicando a
definicdo de valor esperado, podemos obter o primeiro momento:

oo

N S 1 —a 1 —(a—1 a—1

Repare que na ultima passagem aplicamos novamente a definigdo da funcéo
zeta de Reimann, com argumento  — 1. Repare que o valor esperado nem
sempre estara definido, podendo divergir para infinito. Em particular, se o < 2
temos que a — 1 < 1 e consequentemente o valor esperado ira divergir, pois a
fungéo zeta no numerador da equacéao (16) ira divergir. Logo podemos concluir
que o valor esperado da distribui¢édo so6 esta definido quando « > 2.

E importante ressaltar este surpreendente aspecto da distribuicéo zeta, que
na verdade é comum a outras distribui¢cdes de lei de poténcia. Imagine que te-
mos uma distribuigdo zeta com o = 1.5. Apesar da distribuicdo estar bem

=1

6 A variancia de uma distribuic&o pode ser obtida como: Var[X] = E[X?] — E[X]?.
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definida, seu valor esperado nado existe, ndo esta definido! Ele simplesmente
diverge se tentarmos estima-lo através da amostragem da distribuigcdo. Con-
sidere a média amostral X,, = 1/n>_"" | X;, onde X; s&o amostras iid (inde-
pendentes e identicamente distribuidas) da distribuicdo zeta e n € o nimero
de amostras. Ao estimar o valor esperado com a média amostral, veremos
que neste caso X,, — oo quando n — oo. Pois mesmo depois de fazermos
uma média com 1 milhdo de amostras, ainda sim existe uma probabilidade
ndo desprezivel de obtermos amostras grandes o suficiente para influencia-
rem diretamente a média amostral. Leis de poténcia sdo objetos matematicos
fantasticos!

Podemos generalizar o desenvolvimento acima para calcular qualquer mo-
mento da distribuicdo zeta. Em particular, temos que E[X"] = ((a — n)/{(«)
(mostre este resultado). Podemos concluir entdo que o n-ésimo momento da
distribuicéo zeta s esta definido quando o > n + 1. Por exemplo, se oo = 2.7
entdo temos o primeiro momento (valor esperado) definido e o segundo mo-
mento (variancia) ndo definido. A variancia so esta definida quando a > 3.

Uma fungao distribuicéo de lei de poténcia também recebe o nome de “livre
de escala”. Intuitivamente, uma distribuicéo é dita livre de escala se a razao en-
tre dois pontos de probabilidade depende apenas da razao entre os valores dos
dois pontos, mas néo dos valores em si. Ou seja, a proporcionalidade da distri-
buicdo se mantém em qualquer escala para os valores que ela pode assumir,
sendo assim, livre de escala. Mais formalmente, seja b um valor inteiro positivo
qualguer. Considere a razdo entre um valor x qualquer para a distribuicio e
um valor b vezes maior, ou seja, bx. Temos entéo:

px(z) cx™®

px(bx)  c(bx)~>

= b* para z grande suficiente. 17)

Repare que a razdo entre as probabilidades é 4™ independente do valor de x.
Por exemplo, considere uma lei de poténcia com a = 2. Entdo temos que um
evento b = 3 vezes maior € 9 vezes menos provavel, independente do tamanho
do evento. Por fim, podemos mostrar que apenas distribuices que seguem lei
de poténcia podem ser livres de escala.

Agora estamos prontos para definir redes livre de escala (scale-free
networks). Uma rede é dita livre de escala se sua distribuicdo de grau é livre de
escala. Ou seja, se sua distribuicao de grau segue uma lei de poténcia. Conse-
guentemente, em uma rede livre de escala, os graus dos vértices ndo sdo nada
parecidos uns com 0s outros, pois podemos ter vértices com graus muito mai-
ores do que média com probabilidade ndo desprezivel. De fato, muitas redes
reais possuem esta propriedade, como a distribuicdo de grau ilustrada na figura
7.5 (rede da Wikipedia), e por isto sdo chamadas de redes livre de escala.

Por fim, é importante ressaltar que existem outras distribuigcbes que tam-
bém seguem uma lei de poténcia. A conhecida distribui¢cdo de Zipf é uma vari-
acao da distribuicao zeta onde os valores que a variavel aleatéria pode assumir
séo limitados superiormente. A distribuicdo de Pareto também segue uma lei
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de poténcia para representar variaveis aleatérias continuas. Esta distribuicdo
também é bastante usada, inclusive por ser mais facil de manipular algebrica-
mente do que a distribuigdo zeta, que é discreta. O leitor interessado neste
aspecto deve buscar mais informacgdes sobre estas distribuicdes na literatura
[Mitzenmacher 2004, Newman 2005].

7.4.2. Modelo de Erd 6s-Rényi, G(n,p)

Um dos mais antigos e mais estudados modelo aleatério para redes é co-
nhecido como modelo de Erdés e Rényi, pois foi muito explorado no final da
década 50 e inicio de 60, pelos influentes matematicos Paul Erdés e Alfréd
Rényi [Erd8s e Rényi 1959, Erdds e Rényi 1960]. Em particular, Erdés e Rényi
provaram diversas caracteristicas fundamentais da estrutura da rede gerada
por estes modelos e descobriram diversas propriedades muito interessantes,
tudo sem a ajuda de um computador! Ao longo dos anos, muitas outras carac-
teristicas foram estabelecidas por muitos outros pesquisadores, de forma que
conhecemos muitos aspectos das redes geradas por este modelo. O modelo
possui varios nomes e também é conhecido por G(n, p), modelo binomial e as
vezes até mesmo por “modelo de rede aleatéria”, dada sua grande influéncia.

O modelo G(n, p) é bastante simples e possui apenas dois parametros, n e
p. O parametro n determina o nimero de vértices da rede e estes sao rotulados
de 1 an. O pardmetro p determina a probabilidade de uma determinada aresta
ser incluida na rede. Além disso, cada possivel aresta sera incluida de forma
independente das outras. Repare que o modelo ndo determina a estrutura da
rede, e sim o processo aleatério que ira gerar a estrutura da rede. Desta forma,
a rede gerada pelo modelo é uma variavel aleatoéria.

Vamos exemplificar com o modelo G(5,0.25). Este modelo ird dar origem
a redes com 5 vértices e cada uma das possiveis arestas desta rede ira existir
com probabilidade 0.25. Ou seja, para cada aresta temos que decidir se a
serd incluida na rede. A figura 7.7 ilustra possiveis redes geradas pelo modelo
G(5,0.25). Repare que na verdade o modelo pode gerar qualquer estrutura de

rede com cinco vértices.
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Figura 7.7. Exemplos de possiveis redes geradas pelo
modelo G(5,0.25).

O espago amostral S do G(n, p) é dado pelo conjunto de redes que podem
ser geradas pelo modelo. Podemos observar que qualquer rede com n vérti-
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ces pode ser gerada, pois qualquer aresta pode ou ndo ser incluida na rede.
Como cada aresta pode ou ndo estar na rede e temos um total de (%) arestas
possiveis em uma rede com n vértices, podemos obter o tamanho do espaco
amostral:

5] = 2(3) = gn(n-1)/2 (18)

Repare que o espago amostral cresce muito rapidamente. Para termos uma
ideia, o nimero redes diferentes com 25 vértices é maior do que o ndmero
de atomos do universo’! Entretanto, é importante notar que a probabilidade do
modelo gerar cada uma destas possiveis redes € muito diferente. Veremos que
algumas redes sao bem mais provaveis que outras e que algumas séo simples-
mente muito improvaveis, com chances menores do que um em o numero de
atomos do universo!

Considere um conjunto de arestas £ = {ei1,...,em}, Onde cada aresta é
um par ndo ordenado de vértices, ou seja, e; = (ui, v;) COM u;,v; € [1,...n].
Estamos interessados em determinar a probabilidade do modelo G(n, p) gerar
exatamente a rede representada pelo conjunto de arestas E. Esta probabili-
dade pode ser obtida se considerarmos que toda aresta do conjunto E deve
estar na rede gerada pelo modelo e nenhuma outra aresta fora do conjunto £
deve estar na rede. A probabilidade de uma aresta em E aparecer na rede
gerada pelo modelo é p, independente da aresta. Além disso, a probabilidade
de uma outra aresta ndo aparecer na rede é 1 — p. Assim temos:

P[G(n,p) — E] = p™(1—p)"~ ) (19)

onde m € o numero de arestas em E. Repare que a probabilidade de gerar £
depende apenas do nimero de arestas em E e ndo de suas arestas especifi-
cas.

Vamos voltar as redes ilustradas na figura 7.7 e calcular a probabilidade
do G(5,0.25) gerar cada uma delas, pois cada uma delas é definida por um
conjunto de arestas. Fazendo as contas, veremos que a probabilidade de gerar
as redes R,, R, e R. é aproximadamente 2 x 1074, 2 x 1073, e 3 x 1075,
respectivamente. Podemos concluir que a rede R, € bem mais provavel de ser
gerada pelo modelo G(5,0.25) do que as outras duas

Muitas vezes estamos interessados ndo em uma rede especifica, mas em
redes com caracteristicas especificas. Por exemplo, podemos ter interesse
em redes que tenham um certo niumero m de arestas, sem nos importarmos
muito que arestas sdo estas. Podemos calcular a probabilidade do modelo
G(n,p) gerar uma rede com m arestas. Repare que estamos interessados em
qualquer rede com m arestas. O numero de redes com exatamente m arestas
é dado pelo numero de combinag6es diferentes de m arestas das (;L) arestas

7 O nimero de atomos do universo observavel esta estimado em 108° que é aproximada-
mente 2267 [Wikipedia 2011b]. O espago amostral do G(n,p) com n = 25 vértices tem
tamanho 2390,
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possiveis da rede. Desta forma, obtemos:

n

ﬂﬂm@*ﬂﬂ=%=<%§ﬁﬂ—mwﬂ) (20)

n

Repare que temos a distribuicdo binomial com parédmetros (2) e p. Conse-
guentemente, sabemos que seu valor esperado é dado por (;‘)p, que é o valor
esperado do nimero de arestas nas redes geradas pelo modelo G(n, p).

Vamos estudar agora o grau de um vértice no modelo G(n,p). Repare
que ao escolhermos um vértice ao acaso, seu grau sera determinado pelo
ndmero de arestas incidentes ao mesmo. Logo, o grau é uma variavel aleatéria,
denotada por D, que assume valores entre 0 (nenhuma aresta incidente) e
n — 1 (todas possiveis arestas incidentes). Mas qual sua distribuicdo? Cada
uma destas arestas ira existir com probabilidade p independente das outras.
Para que o grau seja igual a k, exatamente k arestas devem ser incidentes e
todas as outras ndo podem ser incidente. Logo, a probabilidade do vértice ter
grau exatamente k é dado por:

Pw=M=<”;ﬁﬁu—m““k (21)

Temos entdo que o grau segue uma distribui¢do binomial com parametros n—1
e p. O valor esperado do grau neste caso é E[D] = (n — 1)p.

Voltamos ao nosso pequeno exemplo, 0o modelo G(5, 0.25). A probabilidade
deste modelo gerar redes com exatamente 3 arestas € igual a 0.25. Repare
que esta probabilidade é bem maior do que probabilidade de gerar a rede R,
ilustrada na figura 7.7, que também possui trés arestas. A diferenga esta no
numero diferente de redes com trés arestas, que é relativamente grande (exa-
tamente 120). Por fim, o grau médio das redes geradas por este modelo é
(5—1)x0.25 =1.

7.4.2.1. Propriedades estruturais em modelos de redes

Muitas vezes estamos interessados na probabilidade de um determinado
modelo gerar redes que tenham uma determinada propriedade estrutural. Por
exemplo, considere a propriedade “conexa”’. Uma rede é conexa quando existe
ao menos um caminho entre qualquer dois pares de vértices. Qual é a pro-
babilidade do modelo G(n, p) gerar um grafo conexo? Teoricamente, podemos
obter esta probabilidade considerando todas as redes do espaco amostral que
sdo conexas e somando a probabilidade de cada uma delas ser gerada pelo
modelo. Como estas sdo mutuamente exclusivas, esta soma nos dé exata-
mente a probabilidade do modelo gerar uma rede conexa.

Podemos generalizar esta ideia para qualquer propriedade. Seja X uma
propriedade estrutural qualquer de forma que cada possivel rede tenha ou ndo
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esta propriedade. Seja Cx C S o subconjunto de redes que possuem a propri-
edade X, ou seja, Cx = {R|R € S, R possui propriedade X }. A probabilidade
do modelo gerar uma rede com propriedade X sera dada por:

P[G(n,p) - R€ Cx] = Y P[G(n,p) — E] (22)
EeCx

Repare que esta probabilidade ird depender da propriedade X, assim como
dos parametros n e p do modelo. Infelizmente, esta abordagem para calcular a
probabilidade de termos uma rede com propriedade X em geral ndo é viavel,
pois sabemos que o tamanho do espaco amostral S é muito grande, assim
como o subconjunto Cx de redes de interesse.

De forma a facilitar a analise, iremos considerar redes muito grandes, tdo
grandes que a influéncia de n na probabilidade de termos uma rede com uma
propriedade X sera desprezivel. De forma ainda mais simplificada, estaremos
interessados em estudar os casos onde esta probabilidade converge para um
ou para zero, sem que seja necessario determinar de fato seu valor.

Iremos dizer que uma propriedade X é asymptotically almost surely (a.a.s.)
se gquase todas as redes geradas pelo modelo G(n,p) possuem a propriedade
X quando n tende ao infinito. Matematicamente, temos:

P|G(n,p) — R € Cx] — 1 quando n — oo. (23)

Estamos interessados em caracterizar quais propriedades estruturais sdo aas
no G(n, p) e sobre quais condi¢8es de seus parametros. No que segue iremos
apresentar algumas destas propriedades.

7.4.2.2. Propriedades estruturaisdo  G(n, p)

Para estudarmos o comportamento assintético do modelo G(n, p) quando
n tende ao infinito, precisamos caracterizar como p ira evoluir quando n cresce.
Existem basicamente trés op¢Bes: p pode crescer, se manter constante, ou
diminuir. A primeira delas ndo é muito interessante, pois se p cresce com n,
ird tender a um (seu limite superior) e neste caso teremos uma rede completa,
com todas suas arestas. E se p cresce assintoticamente para um valor in-
termediario, entdo estamos praticamente no caso de p constante com o valor
assintotico. O segundo caso também ndo ser4 muito interessante, pois como
veremos em breve, da origem a grafos muito densos, quase completos. O caso
de grande interesse é o terceiro, quando p diminui com n. Veremos que depen-
dendo de como este decrescimento ocorre, teremos redes com propriedades
muito diferentes.

Vamos comegar com p constante, ou seja, p > 0 ndo varia enquanto
n — oo. Neste caso, o grau médio de um vértice, dado por (n — 1)p diverge.
Quanto maior é a rede maior é o grau médio dos vértices, e mesmo que p seja
arbitrariamente pequeno, eventualmente teremos vértices com graus enormes.
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Repare que a densidade média da rede (equacéo (5)) sera dada por p, que é
constante. Intuitivamente, estas arestas irdo gerar uma rede muito conectada,
conforme mostrado pelos seguintes teoremas:

Teorema 7.4.1 Para p > 0 constante, o modelo G(n,p) é conexo, a.a.s.

Teorema 7.4.2 Para p > 0 constante, o modelo G(n,p) possui diametro 2,
a.a.s.

O teorema 7.4.1 nos diz que quase todas as redes geradas pelo G(n,p)
sdo conexas quando p > 0 é constante e n tende ao infinito. O teorema 7.4.2
estabelece que todos os vértices destas redes estdo muito proximos uns aos
outros, pois a rede tem diametro 2 quando n — oo. A prova destes dois teo-
remas nao é dificil e se baseia em argumentos combinatoriais e a técnica de
union bound. O leitor mais interessado deve procurar pelos detalhes na litera-
tura [Bollobas 2001, Durrett 2006].

Conforme mencionamos, o caso mais interessante é quando p é uma fun-
céo decrescente de n, que denotaremos por p(n). Existem muitas maneiras
de p(n) decrescer com n e diferentes maneiras véo dar origem a diferentes
propriedades estruturais assintoticas.

Vamos comecar considerando p(n) = ¢/n, onde ¢ > 1 é uma constante.
Neste caso podemos observar que o grau médio dos vértices sera E[D] =
(n — 1)e/n =~ ¢ para n grande. Ou seja, estamos em um regime onde o grau
médio dos vértices € uma constante (¢) maior do que 1 e isto independe do
ndmero de vértices da rede. Neste regime, temos o seguinte teorema:

Teorema 7.4.3 Para p(n) = ¢/n com ¢ > 1, a maior componente conexa do
modelo G(n,p) possui ao menos an Vvértices para alguma constante o > 0,
a.a.s.

As componentes conexas da rede séo os pedacos de redes que estéo “co-
nectados”. Como vimos, podemos ter redes com multiplas componentes cone-
xas, e com o modelo G(n, p) isto ndo é diferente. O tamanho de uma compo-
nente conexa € o numero de vértices que fazem parte da componente. Desta
forma, o teorema 7.4.3 nos diz que no regime em questdo, o modelo G(n,p)
gera redes onde a maior componente conexa possui uma fragao constante dos
vértices. Apesar das redes geradas ndo serem conexas, teremos na rede uma
componente conexa gigante, muito parecido com muitas redes reais. O proé-
ximo teorema estabelece que esta componente conexa gigante é Unica e que
todas as outras componentes tem tamanho exponencialmente menor.

Teorema 7.4.4 Para p(n) = ¢/n com ¢ > 1, a segunda maior componente co-

nexa do modelo G(n,p) possui no maximo «log n vértices para alguma cons-
tante o > 0, a.a.s.
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Vocé deve estar curioso para saber o que acontece com o G(n,p) quando
0 grau médio é constante, mas menor do que 1. Neste caso ndo temos arestas
suficientes para formar uma componente conexa gigante ao acaso, e a rede
gerada pelo modelo esta fragmentada em muitas componentes conexas pe-
quenas. De fato, a maior delas tem tamanho logaritmico no niimero de vértices
da rede. Esta observacéo esta formalizada no seguinte teorema.

Teorema 7.4.5 Para p(n) = ¢/n com ¢ < 1, a maior componente conexa do
modelo G(n, p) possui no maximo « log n vértices para alguma constante a >
0, a.a.s.

Sera possivel 0 G(n,p) gerar redes conexas mesmo quando p(n) de-
cresce? A resposta € afirmativa se o decrescimento ndo for rapido demais. Em
particular, p(n) pode decrescer e mesmo assim o grau médio crescer. Con-
sidere p(n) = (clogn)/n com ¢ > 1. O grau médio neste caso é dado por
E[D] =~ clogn, que cresce devagar com n. Se o decrescimento de p(n) for
mais lento do que isto, entdo temos que o G(n,p) dara origem a redes cone-
xas, conforme estabelecido no seguinte teorema.

Teorema 7.4.6 Para qualquer p(n) > (clogn)/n com ¢ = 1, 0o modelo G(n, p)
é conexo, a.a.s.

Por fim, vamos caracterizar as distancias entre os vértices no G(n, p). In-
tuitivamente, se temos uma componente conexa gigante ou uma rede conexa,
esperamos que a mesma esteja relativamente bem conectada, pois as arestas
sao todas colocadas ao acaso. De fato, as distancias nestes casos sao relati-
vamente curtas, e crescem de forma logaritmica com o tamanho da rede, como
indica o seguinte teorema:

Teorema 7.4.7 Para qualquer p(n) > ¢/n com ¢ = 1, a distancia média entre
os vértices do G(n,p) € no maximo alogn, para alguma constante oo > 0,
a.a.s.

As provas destes teoremas esta além dos objetivos deste livro, mas leito-
res interessados devem procurar por mais detalhes na literatura. Além disso,
é importante notar que estas sao apenas algumas das muitas propriedades
que foram estabelecidas para o modelo G(n,p). Exite uma extensa literatura
bastante tedrica sobre este assunto [Bollobéas 2001, Durrett 2006].

7.4.2.3. O problema do modelo G(n,p)

Podemos utilizar o modelo G(n,p) para representar redes reais. Neste
caso, precisamos determinar os parametros do modelo que devem ser estima-
dos a partir da rede real que desejamos modelar. Considere uma rede real com
n, Vértices e m,. arestas. Nada mais natural do que determinar que o modelo
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deve ter n, vértices. Agora vejamos como estimar o parametro p. Podemos es-
tipular que o modelo G(n, p) deve gerar em média 0 mesmo numero de arestas
que a rede real. Sabemos que o valor esperado do nimero de arestas do
G(n,p) é (3)p (ver equacéo (20)). Logo temos que:

Ny 2m7‘
= m, -2  _ 24
<2>p me = P= oy (24)

Onde p é a densidade da rede real, conforme definido na equacéo (5). Repare
gue o modelo tera em média ndo s6 o0 mesmo numero de arestas que a rede
real, mas também o mesmo grau médio que a rede real. Mas sera que desta
forma o modelo G(n, p) ir& capturar aspectos relevantes de redes reais?

Infelizmente o modelo G(n, p) leva a redes que possuem estruturas muito
diferentes de muitas redes reais que nos cercam. Por exemplo, sabemos que
muitas redes reais possuem uma distribuicdo de grau com cauda pesada, 0
gue néo ocorre com o0 modelo G(n, p), cuja distribui¢cdo de grau € binomial. De
fato, estes dois tipos de distribuicdo sdo muito diferentes e por isto levam a
redes com propriedades estruturais bem diferentes. Além disso, a distribuicédo
de grau possui um papel central em diversas outras propriedade da rede.

10 ” Wikipedia  +
Modelo G(n, x
102 \\ odelo G(n,p)

K]

=
oS
)

ey

P[D >

XX XXX RHXIOPIHNC

10° 10* 10° 10°
Grau (k)
Figura 7.8. Distribuicdo (CCDF) de grau da rede da Wiki-
pedia e do modelo G(n,p) parametrizado (as duas distri-
buicdo tem a mesma média, d = 44.22).

Vejamos um exemplo concreto desta diferenga. A figura 7.8 mostra a dis-
tribuicéo de grau® (CCDF) da rede da Wikipedia, apresentada na secéo 7.3.2.

8 O grau de um vértice neste caso é dado pela soma do seu grau de entrada com seu
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Esta rede possui n = 3.651.512 vértices e 80.737.121 de arestas, e calculando
o valor para p de acordo com a equacao (24), temos que p = 1.21 x 1075. A
figura 7.8 também mostra a distribuicdo de grau do modelo G(n, p) com estes
parametros, dada pela equacgéo (21). Repare que a distribuicdo empirica da
Wikipedia e do modelo G(n,p) parametrizado possuem a mesma média, mas
a similaridade terminar por ai. Observe que no modelo G(n, p) a probabilidade
de um vértice ter grau maior do que 100 é de 10~!? enquanto na Wikipedia
esta probabilidade é quase 10~!, muitas ordens de grandeza maior!

Outro problema Do G(n, p) estd em seu coeficiente de clusterizagéo. O co-
eficiente de clusterizacéo médio no modelo G(n,p) é dado por p, pois todas as
arestas tem igual probabilidade de existirem (podemos mostrar este resultado
formalmente). Sabemos que muitas rede reais sdo esparsas, apresentando
uma densidade p muito baixa (ver equacéo (5)). Desta forma, ao parametri-
zarmos o modelo G(n,p) de acordo com a equagéo (24) teremos um modelo
G(n,p) que ird gerar um coeficiente de clusterizagdo muito baixo, pois p = p.
Entretanto sabemos também que muitas redes reais possuem coeficiente de
clusterizacdo muito mais elevados do que suas densidades, ordens de gran-
deza maior. Logo o modelo G(n,p) ndo é capaz de representar o coeficiente
de clusterizagdo de redes reais.

Vejamos um exemplo com a rede de colaboracéo cientifica entre matema-
ticos apresentada na secdo 7.3.1. A densidade desta rede é de apenas p =
1.7 x 10~ enquanto seu coeficiente de clusterizagéio é de 0.14. Repare que ao
parametrizarmos o modelo G(n, p) para representar este rede, o modelo teria
um coeficiente de clusterizacdo médio de p = 1.7 x 107°, algumas ordens de
grandeza menor do que a rede real. Precisamos de novos modelos!

7.4.3. Modelo de Barabasi-Albert, BA

Apesar de ser o modelo mais popular e mais estudado para representar
estrutura de redes, vimos que o G(n,p) ndo captura aspectos fundamentais
das estrutura presente em muitas redes reais. Em particular, ele falha em
capturar a grande variedade de grau das redes reais, como vimos na se¢do
7.4.2.3.

No final da década de 90, Albert-Lazl6 Barabasi e Réka Albert estavam es-
tudando a rede da Web e perceberam que esta possuia uma distribuicdo de
grau muito particular. Eles observaram empiricamente que a distribuicdo de
grau de entrada era muito bem representada por uma lei de poténcia, muito
parecida inclusive com a distribuicdo que observamos na rede da Wikipedia,
ilustrada na figura 7.5. A busca por uma possivel explicacédo para este feno-
meno levou a eles a propor um modelo matematico para construgdo da Web
[Barabasi e Albert 1999]. A ideia era mostrar que esta caracteristica seria con-
sequéncia do processo de formacdo da Web. Mas como podemos resumir o
processo de construcdo da Web? Um mecanismo muito simples é considerar
gue paginas novas que entram na Web tendem a criar hiperlinks para paginas

grau de saida, uma vez que a rede da Wikipedia é direcionada.
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mais populares na Web. Além de simples, este mecanismo de certa forma
captura aspectos importantes do complexo processo de formacédo da Web. Por
exemplo, é mais facil encontrar uma pagina mais popular do que outra desco-
nhecida sobre 0 mesmo assunto, induzindo assim a cria¢éo de hiperlinks para
paginas mais populares.

Mas como definir popularidade das paginas? Para o modelo ser simples, o
ideal seria usar somente a estrutura da rede para definir a popularidade das pa-
ginas. Neste caso, nada mais simples do que o grau de entrada da pagina para
definir sua popularidade. Ou seja, paginas com grau de entrada maiores sao
mais populares que paginas com grau de entrada menores. Além disso, para
simplificar 0 modelo, esta relagédo poderia ser simplesmente linear: a chance
de uma pagina receber um novo hyperlink é proporcional ao seu grau de en-
trada. Barabasi e Albert batizaram este mecanismo de preferential attachment
(“anexacdo preferencial”) e propuseram o seguinte modelo.

Considere o tempo discreto ¢ = 0,1,.... No tempo ¢ = 0 temos a rede
da Web inicial. A cada instante de tempo ¢ > 0 um novo vértice (pagina) é
adicionada a rede da Web. Este vértice traz com ele m arestas (hiperlinks) que
tem uma ponta no préprio vértice e a outra em algum outro vértice ja na rede.
A escolha dos vértices na outra ponta de cada um destas m arestas é feita de
forma aleatéria. Seja u um vértice presente na rede no instante ¢ e seja d.(t)
seu grau neste instante. A probabilidade de u receber uma ponta de aresta é
dada por:
pult) = _du()

2vev( do(?)
onde V(t) € o conjunto de vértices que estdo na rede no instante t. Repare
que esta probabilidade é proporcional ao grau de u no instante em que a nova
pagina entra na rede. Desta forma, a probabilidade de u receber uma ponta de
aresta de uma nova pagina depende de ¢t. Por fim, o vértice v; que entra na
rede no instante ¢, passa a fazer parte do conjunto de vértices nos instantes
seguintes, ou seja, v; € V; paratodo j > .

(25)

Figura 7.9. Modelo de Barabasi-Albert para formacao de
redes com m = 2 no instante ¢ = 6.

A figura 7.9 ilustra o instante ¢ = 6 com a chegada do vértice 6 para o
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modelo com m = 2. Os vértices com nimero 0 representam os vértices iniciais
da rede, criados no tempo ¢ = 0. Podemos calcular a probabilidade de cada
um dos vértices receber uma ponta de aresta trazida pelo vértice 6. De acordo
com a equacéo (25), por exemplo, o vértice 1 tem 0.38 de chance de receber
uma das arestas, enquanto o vértice 4 tem 0.15. Vamos ver como obter estes
ndmeros mais facilmente.

Podemos observar na figura que no instante de tempo ¢ = 6 0 niUmero total
de arestas é dado por 3 + 2 x 5 = 13, pois no inicio temos 3 arestas e cada
vértice traz 2 arestas. Podemos generalizar este raciocinio e definir m(t) o
namero de arestas no instante ¢, que é dado por:

m(t) = mo +mt (26)

onde mo € o nimero de arestas na rede inicial, criada no instante t = 0. Como
a soma dos graus dos vértices é igual a duas vezes o numero de arestas (ver
equacao (3)), podemos simplificar a equagéo (25), de forma que:

du(t) du(t)
2(mo +mt) ~ 2mt

pu(t) = para t grande o suficiente. 27)
Podemos também obter o nimero de vértices na rede no instante ¢, definido
por n(t). Como a cada instante um vértice entra na rede, o nimero total de
vértices sera dado por:

n(t) =no+t (28)
onde no € 0 numero de vértices na rede inicia, criada no instante ¢ = 0. Pode-
mos agora calcular o grau médio da rede, sera dado por:

() = 2m(t) _ 2mo +2mt
n(t) ng +t

~ 2m para t grande o suficiente. (29)

E importante notar que a influéncia da rede inicial na probabilidade de anexa-
¢do aos vértices e no grau médio vai a zero conforme a rede cresce. De fato,
a rede inicial ndo possui muita influéncia sobre o processo de formac&o. Por
fim, cada uma das m pontas de arestas trazidas pelo vértice v; no instante i &
escolhida de forma independente e com repeti¢do de vértices de acordo com a
equagao (25). Este mecanismo pode dar origem a redes com mudltiplas arestas
entre dois vértices mas iremos permitir este tipo de aresta para simplificar o
modelo e a andlise. Entretanto, esta caracteristica acontece com baixa proba-
bilidade principalmente quando a rede cresce, néo tendo influéncia significativa
sobre a rede gerada.

Agora que entendemos a mecanica do modelo de Barabési-Albert (BA), va-
mos voltar a sua motivacao original, que era explicar por que a rede da Web
possui uma distribui¢édo de grau de entrada que parece seguir uma lei de potén-
cia. Para isto precisamos determinar a distribuicdo de grau que sera induzida
pelo modelo BA. Em particular, depois de um tempo ¢ grande o suficiente, qual
ser& a distribuicdo de grau da rede gerada pelo modelo?
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Podemos mostrar que a distribuicao de grau do modelo BA sera aproxima-
damente®: ,

Pldu(t) = K = 22 (30)
Observe que temos uma lei de poténcia com expoente 3 (média e variancia
finita) e que esta distribuicdo ndo depende do instante de tempo ¢t em que es-
tamos observando a rede, desde que t seja grande suficiente. Apesar da apro-
ximacao, este resultado foi inicialmente verificado por simulagcdes numéricas e
posteriormente formalizado.

O resultado obtido acima é bem interessante pois oferece uma possivel
explicac@o para a lei de poténcia observada empiricamente na rede da Web.
Esta caracteristica peculiar seria uma consequéncia do processo de formacao
da Web, que de certa forma é bem representado pelo mecanismo de anexagéo
preferencial. Temos ent&o que qualquer processo de formacéo baseado neste
mecanismo ira dar origem a redes com lei de poténcia em seus graus. Na ver-
dade, o mecanismo de anexacgao preferencial e suas consequéncias ja haviam
sido estudados por Simon na década de 60 no contexto de modelos econdmi-
cos para acumulo de renda, e por Price na década de 70 no contexto de redes
de citacao de artigos cientificos [Simon 1955, de Solla Price 1965]. Barabasi e
Albert redescobriram o mecanismo, demonstrando sua aplicacdo no contexto
da rede da Web. Esta redescoberta chamou a atengéo de muitos pesquisado-
res, que vieram a aplicar o mecanismo de anexacao preferencial em diversos
outros contextos.

Por fim, ndo é dificil encontrar aspectos fundamentais da Web que néo
sdo capturados pelo modelo BA. Por exemplo: a Web esta em constante
evolugdo, com péaginas entrando e saindo da rede e hiperlinks sendo cria-
dos e removidos, diariamente; paginas mais antigas na Web ndo necessa-
riamente possuem graus maiores; a distribuicdo empirica do grau de saida
na Web também possui cauda pesada (no modelo é constante igual a m);
0 conteldo das paginas é central no papel de criagdo dos hiperlinks; o ex-
poente da lei de poténcia observada empiricamente ndo é exatamente 3.
Desta forma, surgiram na (ltima década diversos outros modelos e varia-
¢bes do BA para melhor capturar a evolugdo da Web e de outras redes
[Krapivsky e Redner 2001, Leskovec et al. 2007]. O leitor mais interessado
deve buscar pela literatura mais recente.

7.4.4. Modelo de Watts-Strogatz, WS

Apesar de capturar um aspecto central da estrutura de muitas redes reais,
o modelo de Barabasi-Albert ndo captura outros importantes aspectos encon-
trados em muitas redes. Em particular, o coeficiente de clusteriza¢éo induzido
pelo modelo BA é relativamente baixo, em contrapartida aos elevados coefici-
entes encontrados em redes reais, principalmente quando se tratando de redes
sociais.

9 A deducfo deste resultado esta disponivel no suplemento deste texto [Figueiredo 2011].

341



Figueiredo

Também no final da década de 90, Duncan Watts e Steven Strogatz es-
tavam estudando a estrutura de diferente redes reais de diferentes dominios.
Eles observaram que algumas destas redes possuiam as seguintes caracte-
risticas estruturais em comum: alta clusterizagao, baixa distancia, e muito es-
parsas. Eles batizaram estas redes de small world network (“rede de mundo
pequeno”) e propuseram um modelo matematico simples que fosse capaz de
capturar estas trés caracteristicas [Watts e Strogatz 1998]. E importante res-
saltar que o modelo default da época era o G(n,p), que nédo é capaz de exibir
alta clusterizagéo e ser esparso ao mesmo tempo, conforme discutimos na se-
¢éo 7.4.2.3.

O modelo de Watts-Strogatz é baseado em uma configuracéo inicial de
rede regular, esparsa e com alta clusterizagao, seguida de mudancas aleatérias
nesta estrutura para induzir baixas distancias. O modelo WS n&o representa
ou captura nenhum aspecto especifico do processo de criagdo de redes reais,
sendo neste sentido bastante estético, conforme descrito abaixo.

A configuracéo de rede inicial do modelo é um circulo com n vértices, todos
com grau igual a 2. Considere um vértice v desta rede e seja N, (k) o conjunto
de vértices que estdo a distancia menor ou igual a k£ do vértice u. Ou seja,
Ny (k) = {v|l(u,v) < k}, onde i(u,v) é a distancia entre os vértices u e v.
Para cada vértice v da rede, adicionamos arestas entre u e todos os vértices
v € Ny(k). Este processo inicial da origem a um latice regular onde cada
vértice tem grau 2k e estdo arrumados em um circulo. A figura 7.10 ilustra a
configuragéo inicial da rede paran = 18 e k = 2.

Apos a configuragdo inicial, 0 modelo determina que cada aresta da rede
deve ser reposicionada com probabilidade p. Ao ser escolhida, uma aresta
é reposicionada de forma aleatdria e uniforme entre todos os possiveis pares
de vértices. Ou seja, o par ndo-ordenado destino desta aresta é escolhido
uniformemente entre todos os possiveis pares ndo-ordenados, (7). O processo
de formacéo da rede termina quando vez que todas as arestas tiverem sido
consideradas para serem reposicionadas.

Repare que o modelo WS possui trés parametros, n, k e p. O parametro p,
que determina a probabilidade de reposicionamento das arestas é fundamen-
tal, pois controla que tipo de rede o modelo ir4 gerar. Por exemplo, quando
p = 0 temos apenas o latice regular inicial, e quando p = 1 todas as ares-
tas serdo reposicionadas aleatoriamente, e temos uma rede parecida com o
G(n,p). O parametro p controla a aleatoriedade da rede, variando entre um
latice regular e uma rede totalmente aleatéria, sem estrutura. Iremos ver que o
interessante acontece no meio do caminho! A figura 7.10 ilustra a configuragcao
final de redes geradas pelo modelo, com valores de p diferentes.

Vamos caracterizar algumas propriedades estruturais do modelo WS. Seja
1(p) e ¢(p) a distancia média e o coeficiente de clusterizagdo médio quando
0 modelo WS possui parametro p. Vamos assumir que n é grande suficiente
e que k£ < n. Intuitivamente, quando p € muito pequeno, teremos uma rede
com alta clusterizacao e distancia alta, pois estamos quase com o latice regular
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Figura 7.10. Exemplo de redes geradas pelo modelo WS
para diferentes valores de p (com n =18 ¢e k = 2).

inicial. Quando p é muito grande, teremos uma rede com baixa clusterizacéo,
pois teremos distribuido o latice inicial, e distancia baixa. Repare que, intuitiva-
mente, ambos valores médios diminuem com p e talvez estas duas proprieda-
des sejam antagbnicas. Sera que teremos alta clusterizacao e distancia baixa
simultaneamente, para algum valor de p intermediario?

Vamos comegar calculando os valores exatos para o caso p = 0. Repare
gue neste caso, todos os vértices sdo idénticos, pois temos o latice inicial, de
forma que a média da rede é igual ao valor da propriedade em qualquer vértice.
Neste caso temos:

oo 3(k—1) 3
c(0) = k=) 1 (31)
1(0) = %Z_l ~ o 32)

De forma esperada, podemos ver que quando p = 0 temos um coeficiente de
clusterizagdo alto e constante e distancia proporcional a n/k.

No outro extremo p = 1, temos uma rede que se parece muito com uma
rede gerada pelo modelo G(n, p). Desta forma, suas caracteristicas estruturais
serdo aproximadamente as mesmas. Usando os resultados da se¢do 7.4.2 e
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observando que o grau médio da rede é dado 2k > 1, temos:

2%

W~ (33)
(1) ~ igi : (34)

No extremo p = 1, temos uma clusterizacdo muita baixa, inversamente pro-
porcional a n, mas distancias bem curtas, proporcionais a logn. E impor-
tante ressaltar que estas duas aproximag8es podem ser obtidas formalmente
[Newman 2000, Newman et al. 2000].

Vejamos o que ocorre com valores intermediarios de p. Vamos considerar
a relagéo ¢(p)/c(0) e I(p)/i(0) para diferentes valores de p. Esta relagéo de-
termina a raz&o entre o valor da propriedade quando temos um valor qualquer
para o parametro p e seu maior valor possivel, obtido quando p = 0. Desta
forma, podemos comparar em um mesmo gréafico o decrescimento dos valores
médios relativos em fungéo de p.

0
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107 10 10° 104 10® 102 10! 10°

p

Figura 7.11. Relag&o entre distancias médias ( 1(p)/1(0)) e
coeficientes de clusterizacdo médios  ¢(p)/¢(0) no modelo
WS em fungdo de p (n = 10%, k = 15).

A figura 7.11 ilustra exatamente as relacdes acima para o caso n = 10*
e k = 15. Observamos que a distancia comeca a decrescer bem antes da
clusterizacdo. Desta forma, temos valores de p para os quais a rede exibe
relativamente alta clusterizagcdo e baixas distancias, por exemplo, entre p =
1072 e p = 10~'. Conseguimos desta forma, obter redes de mundo pequeno
com o modelo WS, que era seu objetivo. Por conseguir induzir redes de mundo
pequeno o modelo WS também é conhecido como modelo small world.
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Apesar do resultado ilustrado na figura 7.11 ter sido obtido numerica-
mente, com simulagBes do modelo, € possivel realizar um tratamento ana-
litico aproximado das caracteristicas induzidas pelo modelo [Newman 2000]
[Newman et al. 2000]. Estes estudos mostram de forma aproximada que exis-
tem valores de p para os quais 0 modelo induz redes de mundo pequeno. En-
tretanto, podemos entender de forma intuitiva o que esta ocorrendo. Quando p
€ bem pequeno, apenas algumas arestas séo reposicionadas. Por serem es-
colhidas de forma aleatdria e uniforme, estas arestas reposicionadas formam
atalhos no latice, reduzindo drasticamente a distancia entre muitos pares de
vértices. Desta forma, sdo necessarios poucos atalhos para reduzir a distancia
média da rede, o que pode ser obtida com p relativamente pequeno. Ao mesmo
tempo, o reposicionamento de poucas arestas ndo influencia de forma signifi-
cativa o latice inicial, que preserva sua estrutura e consequentemente deixa a
rede com alta clusterizacgao.

Assim como o modelo BA, o modelo WS também despertou a atengéo de
muitos pesquisadores e acabou recebendo muitas criticas. Por exemplo, o mo-
delo deixa de capturar um aspecto fundamental de muitas redes reais, que é a
distribuicdo de grau com cauda longa ou lei de poténcia. O modelo também é
muito estético, ndo ajudando compreender de forma mais fundamental a razéo
para o surgimento destas caracteristicas em redes reais. Desta forma, mui-
tos outros modelos e variagdes do modelo WS foram propostos desde o seu
surgimento [Newman 2000, Newman et al. 2002]. O leitor interessado neste
aspecto deve buscar a literatura mais recente.

7.5. Funcionalidade e Processos

Um dos maiores objetivos ao estudarmos como as coisas se conectam é
compreender como esta conectividade influencia a funcionalidade e os proces-
sos relacionados a estas coisas. Por exemplo, queremos entender a influencia
da estrutura da rede da Web no processo de busca de informagado. Sera que
sua atual estrutura facilita ou dificulta encontrar informagéo na Web? Voltando
ao estudo do nosso socidlogo (ver secdo 7.1, qual sera a influéncia da estru-
tura da rede social de uma comunidade no espalhamento de boatos? Sera que
a percepcao que boatos se espalham mais rapidamente por determinadas co-
munidades néo pode ser justificada pela estrutura das suas respectivas redes
sociais? Em um outro exemplo, queremos descobrir a influéncia da estrutura
da rede de contato fisico entre pessoas dentro de um hospital no espalhamento
de infeccao hospitalar. Como podemos modificar esta estrutura para reduzir a
chance de alastramento de uma infecgdo? Este € um aspecto central no estudo
de redes: caracterizar e entender como a estrutura influencia a funcionalidade.

Além disso, funcionalidade e estrutura muitas vezes se misturam néo es-
tando claro quem influencia quem. Uma rede pode possuir determinada estru-
tura justamente por estar almejando determinada funcionalidade. Por exemplo,
talvez a estrutura da Internet seja simplesmente o resultado de um esforco de
construir uma rede robusta e eficiente. Ou seja, sua estrutura é produto de sua
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funcionalidade. Mas ninguém planejou ou gerenciou a evolugdo da Internet e
sua estrutura € construida de forma distribuida, sem nenhuma entidade cen-
tral. Entdo certamente as funcionalidades que a rede possui tem que operar
sobre a estrutura que a Internet oferece. Por causa de sua estrutura, algumas
funcionalidades podem néo ser possiveis, ou extremamente ineficientes. Ou
seja, a funcionalidade que a rede possui é produto da estrutura. Mas qual das
hip6teses é verdadeira? O mais provavel é que as duas sejam, dando origem
a uma dependéncia mitua capturada por uma dindmica evolucionaria da rede:
a estrutura influencia a funcionalidade, que por sua vez influencia a estrutura,
que influencia a funcionalidade e assim por diante. Esta evolugdo continua
transforma tanto estrutura quanto funcionalidade ao longo to tempo. Entender
esta dinamica e a dependéncia mitua entre estrutura e funcionalidade é atual-
mente tema de pesquisa cientifica sendo estudada por muitos pesquisadores
e um dos grandes desafios [Barrat et al. 2008, Newman 2010].

Veremos nesta se¢ao dois aspectos funcionais fundamentais presentes em
muitas redes. O primeiro esta relacionado a capacidade das redes de fun-
cionar quando temos falhas, que chamamos de robustez. Intuitivamente, os
danos causados por falhas na rede irdo depender da estrutura da rede e de
como as falhas ocorrem. Veremos como as estruturas influenciam a robustez.
O segundo aspecto funcional esté relacionado a capacidade de “navegarmos”
pelas redes com o objetivo de chegar a algum lugar especifico, que chamamos
de navigabilidade. Em particular, estamos interessados em entender como a
estrutura influencia um processo de navegacao que utiliza apenas informacéo
local. Veremos que quando a estrutura é adequada, as redes podem ser na-
vegadas com tremenda eficiéncia. Estas duas funcionalidades tem aplica¢gGes
em diferentes contextos e diferentes rede, como por exemplo, a robustez da
Internet a falhas de roteadores, ou a navigabilidade de uma rede social ao ten-
tarmos encontrar uma pessoa que ndo conhecemos.

7.5.1. Falhas e robustez

Intuitivamente, a robustez de uma rede € a capacidade da mesma de operar
na presenca de falhas. Repare que esta definicdo é bastante abrangente, pois
tanto “operar” quanto “falhas” podem ter inimeros significados. Para estudar
matematicamente a robustez de uma rede precisamos dar significado preciso
a estas coisas. Uma saida elegante é ndo definir o que significa operar, pois
este critério em geral depende do contexto da rede e de conhecimento das
funcionalidades que a mesma exerce. Iremos apenas caracterizar a estrutura
da rede ap6s as falhas sem dizer se a mesma sera capaz de operar ou ndo
sobre esta nova estrutura. De forma similar, falhas nas redes podem ocorrer
de muitas maneiras que em geral dependem do contexto da rede. Iremos de-
finir alguns modelos de falhas simples que caracterizam de forma matematica
como as falhas ocorrem. Obviamente, muitos outros modelos de falhas serao
possiveis e vocé deve ter isto sempre em mente.

De forma geral, a capacidade de uma rede operar esta relacionada com
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as propriedades estruturais da rede. Neste sentido, um aspecto importante é
0 tamanho relativo da maior componente conexa, pois indica a maior fracao
de vértices que estdo conectados entre si. Em muitas redes, ter uma compo-
nente conexa muito grande esta diretamente relacionado com sua capacidade
de operar. Por exemplo, considere a Internet. Enquanto a fracéo relativa da
maior componente conexa € 1, todos os vértices podem se comunicar entre
si; quando esta fracdo € 0.5 entdo apenas metade dos vértices, diminuindo a
capacidade da rede de operar. Outra propriedade importante séo as distancias
entre os vértices, por exemplo, o diametro da rede ou a distancia média. Em
geral, uma rede com distancias menores opera melhor que uma rede com dis-
tancias muito maiores. Novamente, a Internet € um bom exemplo, pois distan-
cia nesta rede esta diretamente relacionado a atraso para entregar a informa-
¢do (e.g., sua mensagem de chat). Apesar de ndo abordarmos, é importante
notar que muitas propriedades podem ser utilizadas para caracterizar a capa-
cidade de uma rede de operar, e que em alguns casos as propriedades mais
adequadas dependem do contexto.

Falhas em redes podem ocorrer de muitas maneiras distintas e para re-
presentar estas falhas iremos trabalhar com modelo de falhas. Um modelo de
falhas é uma abstracéo simplificada de algum processo de falha real. Existem
muitos modelos de falhas e iremos estudar um modelo de falha bem simples,
onde apenas os vértices podem falhar. Quando um vértice falha neste modelo,
todas as arestas incidentes ao vértice também falham. Repare que a falha de
um vértice é equivalente a remocéo do vértice da rede, assim como das arestas
incidentes ao mesmo. Desta forma, podemos pensar em falhas como sendo
um processo de transformacao estrutural na rede: a estrutura original da rede
serd transformada pelo modelo de falhas em uma nova estrutura.

O modelo de falha de vértice precisa também determinar quais vértices irdo
falhar. Existem apenas duas alternativas fundamentais para isto: falha aleato-
ria e falha deterministica. Na falha aleatdria os vértices falham aleatoriamente
e uma distribuicdo de probabilidade é necessaria para determinar a probabili-
dade de um vértice especifico falhar. Na falha deterministica os vértices falham
deterministicamente e é necessario entédo definir uma ordenacgéo dos vértices,
gue determina a ordem em que os mesmos irdo falhar. Repare que a escolha
de falha aleatoria ou deterministica, assim como a probabilidade de falha e cri-
tério de ordenacao dos vértices, devem ser feitas de forma que o modelo de
falha capture a esséncia do real processo de falha que estamos representando.
No que segue, veremos dois modelos de falhas especificos.

7.5.1.1. Falhas aleatoérias

O mais simples modelo de falha aleatério assume que todos os vértices
falham com igual probabilidade (distribuigdo uniforme), que os eventos de falha
ocorrem de forma independente (i.e., a falha de um vértice néo influencia na
falha de nenhum outro) e que todos os vértices tem uma chance de falhar.
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Repare que este modelo possui um Unico parametro que é a probabilidade
de um vértice falhar, que chamaremos de ¢q. Ou seja, cada vértice da rede
permanece na rede pos-falha com probabilidade q.

O modelo acima é bastante representativo de falhas decorrentes de defei-
tos ou causas aleatorias. Por exemplo, a Internet tem milhdes de roteadores e
em qualquer periodo de tempo alguns falham por defeito em seu hardware (i.e.,
gueimam). Estas falhas séo bem representadas por este modelo aleatério.

Mas queremos entender como este modelo transforma a estrutura da rede.
Em particular, como este modelo influencia as propriedades estruturais da
rede. Iremos focar no tamanho relativo da maior componente conexa e de-
terminar como este modelo afeta esta importante propriedade estrutural. Vere-
mos que a influencia deste tipo de falha ird depender fortemente da estrutura
da rede. Mas antes de iniciarmos uma deducdo mais formal, vamos pensar
neste processo de forma intuitiva.

Considere o modelo G(n,p) com p > clogn/n e n grande o suficiente.
Temos entdo uma rede conexa com distribui¢cdo de grau binomial com média
proporcional a log n. Ao aplicarmos o modelo de falha acima sobre esta rede
iremos remover em média uma fracédo ¢ dos vértices. Qual impacto que isto
tera sobre o tamanho da maior componente conexa? Se g for pequeno o sufici-
ente o impacto sera desprezivel e continuaremos com uma Unica componente
conexa. Se q for grande o suficiente o impacto sera devastador, desmembrando
a rede em muitas componentes conexas, todas muito pequenas. Mas quando
mudamos de um regime para outro? Se ¢ > clogn/n entdo iremos remover
uma fragdo dos vértices de forma que o grau médio dos vértice apos a falha
figue menor do que 1. Sabemos que neste regime o modelo G(n, p) n@o possuli
uma componente conexa gigante e sua maior componente é da ordem de logn
(ver secdo 7.4.2). Intuitivamente, teremos uma rede fragmentada neste caso,
com a maior componente conexa tendo um tamanho exponencialmente menor
do que o ndmero de vértices (mas repare que o nimero de vértices também
diminuiu, o que deveria ser levado em consideracao).

Considere agora o modelo BA, apresentado na sec¢do 7.4.3. Temos uma
rede conexa com distribui¢cdo de grau que se aproxima de uma lei de poténcia.
Qual é o impacto que o modelo de falhas acima tera sobre o tamanho da maior
componente conexa da rede? De forma intuitiva, 0 mesmo deve acontecer:
para ¢ pequeno o suficiente o impacto é desprezivel; para ¢ grande o suficiente
0 impacto é devastador. Mas onde ocorrerd esta transicdo? Qual estrutura
de rede é mais susceptivel a este modelo de falhas para um mesmo valor
de ¢? Considere os vértices removidos pelo modelo de falhas aleatério na
rede gerada pelo modelo BA. Intuitivamente, a grande maioria destes vértices
terd um grau bem pequeno. Isto ocorre, pois apesar de todo vértice ter igual
probabilidade de ser removido (¢), 0 numero de vértices com grau pequeno
€ muito grande, pois no modelo BA a distribuicdo de grau segue uma lei de
poténcia. Ao serem removidos, estes vértices terdo impacto desprezivel na
rede, pois sdo “folhas” e ndo estdo no caminho mais curto entre um outro par
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de vértices quaisquer. Além disso, vértices de grau muito alto mantém a rede
conectada. Desta forma, intuitivamente, redes do modelo BA toleram maiores
valores de ¢ antes de se despedacarem, sendo mais robustas que redes do
modelo G(n,p). A formalizagio desta intui¢do esta disponivel no suplemento
deste texto [Figueiredo 2011].

7.5.1.2. Falhas deterministicas

Conforme mencionamos anteriormente, um modelo de falha alternativo ao
aleatério € o modelo deterministico. Neste modelo, os vértices sdo ordena-
dos de forma a definir a sequéncia em que irdo falhar. E necessario, desta
forma, usarmos um critério para ordenacgéo dos vértices. Obviamente, este cri-
tério esta relacionado ao processo real de falha que se deseja capturar com o
modelo.

Um critério interessante e bastante utilizado é a ordenagdo decrescente
dos graus dos vértices. Ou seja, o vértice de maior grau ira falhar primeiro, o
de segundo maior grau ira falhar segundo, e assim por diante. Este critério é
bastante representativo de falhas propositais, realizadas com o intuito de tentar
desconectar a rede o mais rapido possivel. Por exemplo, um hacker que de-
seja parar a Internet por algumas horas deve atacar o roteador de maior grau,
na tentativa de causar um estrago maior. Certamente escolher um roteador
ao acaso para atacar nao trara muitas consequéncias, pois é grande a chance
deste roteador ndo ter importancia alguma para a rede como um todo (a Inter-
net também tem distribuicdo de cauda pesada). Logo ataques propositais ou
direcionados sdo bem representados por este modelo de falha.

Seja g 0 parametro que define a fragdo de vértices que irdo falhar. Estamos
interessados em entender como este modelo de falha transforma a estrutura
das redes. Em particular, queremos caracterizar o tamanho ou existéncia da
componente conexa gigante na rede pés-falha. Como era de se esperar o
estrago que estas falhas irdo causar depende fortemente da estrutura da rede
original. Vamos discutir o que acontece de forma intuitiva, novamente para os
modelos G(n,p) e BA.

No modelo G(n,p) com p > clogn/n temos uma rede conexa e vérti-
ces com grau que segue uma distribuicdo binomial. Repare que por ser bi-
nomial, os graus dos vértices ndo diferem muito pois a cauda da distribui-
¢do é exponencial. Como vimos na secdo 7.4.2.3 é desprezivel a proba-
bilidade de termos um vértice com grau 10 vezes a média. Com isto, in-
tuitivamente, podemos concluir que a remocao de uma fracdo ¢ de vértices
de maior grau terd um impacto na rede muito parecido com a remocao de
uma fragdo ¢ qualquer, escolhida de forma aleatéria. De fato, isto ocorre e
pode ser verificado experimentalmente e através de analise tedrica aproximada
[Albert et al. 2000, Callaway et al. 2000].

Vejamos agora o que ocorre com o modelo BA. Neste caso, temos uma
rede conexa com distribuicdo de grau que segue uma lei de poténcia. Logo, a
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grande maioria dos vértices tem grau pequeno e muito poucos tem grau muito
grande, muitas vezes maior do que a média. Ao remover os vértices em ordem
decrescente de grau, estaremos removendo os vértices de maior grau da rede.
Estes vértices por sua vez sdo responsaveis por conectar muitos de outros vér-
tices, pois tem um grau muito maior do que a média. Intuitivamente, o impacto
sera devastador mesmo quando removemos apenas uma pequena fracdo dos
vértices. De fato, esta observagéo pode ser comprovada experimentalmente a
andlise tedrica aproximada [Albert et al. 2000, Callaway et al. 2000].

E muito interessante que o modelo BA seja altamente robusto a falhas ale-
atérias e ao mesmo extremamente fragil a falhas deterministicas, direcionadas
aos vértices de maior grau. Esta caracteristica ajudou a popularizar a ideia de
gue algumas redes sao robustas e frageis ao mesmo tempo [Albert et al. 2000].
Este fato pode ter uma conotacao positiva ou negativa, dependendo do con-
texto. No exemplo da Internet, esta observagéo tem conotacdo negativa pois
implica que a rede pode ser mais facilmente atacada, interrompendo seu funci-
onamento. Entretanto, se tratando de uma rede de contato fisico entre pessoas
e espalhamento de um virus ou uma doenca, a observagéo tem conotagao po-
sitiva, pois implica que podemos “remover” (por exemplo, vacinar) poucos in-
dividuos para conter eficientemente uma epidemia. Por fim, vale ressaltar que
as observagfes acima néo estio ligadas diretamente aos modelos G(n,p) e
BA, e sim a distribuicao de grau que estes modelos induzem na rede. De forma
geral, podemos estender os resultados a redes que possuem distribuicdo de
grau com cauda exponencial e distribuicdo de grau com cauda pesada.

A influencia da estrutura da rede nos danos causados por falhas vem sendo
muito estudado, inclusive sobre a perspectiva de outras propriedades estrutu-
rais, como distancias, e outros modelos de falhas e de redes. O leitor interes-
sado neste assunto deve procurar pela literatura mais recente.

7.5.2. Busca e navigabilidade

O problema de encontrar informacao em redes é fundamental tendo diver-
sas aplicagcdes em diferentes contextos. Considere o problema de encontrar
uma pessoa que vocé ndo conhece, mas sobre a qual vocé tem algumas in-
formagBes, como nome, profisséo, e endereco. Seria possivel encontrar esta
pessoa usando sua rede social? Por exemplo, vocé poderia pedir a um amigo
para apresentar vocé a esta pessoa, e caso seu amigo ndo a conhecesse, ele
poderia apresentar vocé a um amigo dele que talvez a conhecga. Seria possi-
vel encontrar sequéncias de relacionamento de amizades que sejam curtas e
que cheguem ao destino? Repare que ndo temos informac&o global sobre a
rede social, ou seja, ndo sabemos quem conhece quem. O processo de deci-
séo se baseia somente em informacéao local, que determina a quem devemos
perguntar sobre a pessoa com a qual queremos encontrar.

Os resultados dos experimentos de Milgram, descritos na se¢ao 7.3.1, mos-
tram que ndo somente caminhos curtos existem em nossa redes social de ami-
zade, mas somos capazes de buscar informagédo nesta rede de forma eficiente
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utilizando apenas informagéo local. Mas o quanto desta capacidade de nave-
gar a rede eficientemente esta relacionada com a estrutura da mesma? Esta
Ultima observacgédo e pergunta foram feitas por Kleinberg, também no final da
década de 90, que propds um modelo matematico para estudar este fendémeno
e responder a esta pergunta.

Para formular o problema matematicamente, precisamos modelar o pro-
cesso de busca que utiliza apenas informacao local para navegar pela rede.
Iremos modelar este processo de busca utilizando um algoritmo guloso, que
funciona da seguinte maneira. Considere um vértice u da rede que possui uma
mensagem que deve ser entregue ao vertice x, sobre o qual conhecemos al-
gumas informagdes. Se z € vizinho de u, entdo u entrega a mensagem a = €
0 processo de busca terminar. Caso contrario, u repassar a mensagem ao seu
vértice vizinho que esta mais proximo do vértice = e 0 processo recomega com
este vizinho. Repare que precisamos definir uma funcéo de distancia entre um
vizinho de u e o vértice destino z. Esta fungdo distancia pode utilizar apenas
informacéo local ao vértice u, pois u ndo tem informacao global sobre a rede.

Voltando ao exemplo acima com a rede social de amizade, a distancia po-
deria ser a distancia fisica entre as residéncias das pessoas. Por exemplo,
conhecendo o endereco do vértice z, vocé poderia repassar a mensagem para
seu amigo que mora mais proximo de x. Repare que isto da origem a um
algoritmo guloso, que sempre tenta dar o maior salto possivel na dire¢ao do
alvo.

1 2 3 4 5
(a) Rede original. (b) Atalho do vértice
i.
Figura 7.12. Modelo de Kleinberg para estrutura de rede
possivelmente navegavel ( n = 5).

O modelo de rede aleatéria que Kleinberg se propés a estudar é baseado
em um latice regular adicionado de atalhos [Kleinberg 2000]. Considere um
reticulado de duas dimensdes com n? vértices (ou seja, o comprimento do lado
do quadrado tem n vértices). Cada vértice esta conectado aos seus vizinhos
norte, sul, leste, e oeste, tendo todos grau igual a 4 (com excec¢ao das bordas).
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A figura 7.12a ilustra o reticulado. Todo vértice i € V da rede possui uma
posicéo no reticulado, dada por (z;,y:) com x4, y; € [1,...n]. A distancia entre
dois vértices i e j é simplesmente dada pela distancia de Manhattan entre os
vértices, ou seja:

(i, 7) = |zi — ;] + yi — 5 (35)

Repare que desta forma temos uma fungdo de distancia entre os vértices que
utiliza apenas a posi¢do dos vértices no reticulado, e ndo utiliza nenhuma outra
informacao da rede. Iremos usar esta métrica de distancia no algoritmo guloso
para chegar a um vértice destino.

O reticulado acima ndo possui distancias curtas na rede, pois para irmos
de um vértice qualquer a outro, escolhidos de forma aleatéria, seriam neces-
sarios na ordem de n saltos pela rede, em média. Vamos entéo criar atalhos
no reticulado. Cada vértice do reticulado ir4 adicionar uma aresta que sera
incidente sobre o vértice e um outro escolhido ao acaso. A probabilidade de
escolha sera inversamente proporcional a distancia entre os vértices. Mais pre-
cisamente, dado o vértice i, a probabilidade que o vértice j sera escolhido para
receber o atalho é dada por:

1
1(i, 4)*

onde o > 0 é um parametro constante do modelo e C < 1 é uma constante
de normalizacédo que garante que Ejev P[i — j] = 1. Repare que a probabili-
dade segue uma lei de poténcia na distancia, com expoente «. A figura 7.12b
ilustra a rede e possiveis atalhos do vértice i. Por exemplo, a probabilidade
do vértice i criar um atalho para os vértices u e v € proporcionala 5= e 37¢,
respectivamente.

Agora queremos entender o comportamento do algoritmo de busca guloso
sobre esta estrutura em fungéo dos seus Unicos parametros, que Sao n € a.
Antes vamos entender intuitivamente onde os atalhos nos levam. Repare que
a probabilidade de um atalho ligar dois vértices que estdo a distancia d no
reticulado é proporcional a d~“, com « controlando a cauda desta distribuicao.
Repare que a probabilidade de termos atalhos muito longos é inversamente
proporcional a «; quanto menor for « maior é a chance de termos atalhos muito
longos.

Considere agora o algoritmo guloso que utiliza a funcéo de distancia dada
pela equacéo (35) para navegar, a cada passo saltando para o vizinho mais
préximo do destino. Se « for grande o suficiente, entdo atalhos longos nao
irdo existir, pois a probabilidade de existirem sera desprezivel. Desta forma,
caminhos curtos ndo existem e consequentemente o algoritmo guloso néo vai
ser eficiente. Entretanto, se « for pequeno o suficiente teremos muitos atalhos
longos e caminhos curtos irdo existir. Em particular, quando o = 0 os atalhos
terdo distribuicdo uniforme sobre o reticulado, ndo mais dependendo de suas
distancias. Mas o que ocorre com o algoritmo guloso neste caso?

Pli—j=C (36)
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Repare que o algoritmo guloso neste modelo sempre ira convergir para
o destino, pois sempre é possivel chegar mais préximo do destino usando
um vizinho adjacente no reticulado, sem usar atalhos. Além disso, vamos
caracterizar o desempenho do algoritmo guloso contando quantos passos o
algoritmo faz para chegar ao destino. Com isto, temos 0 seguinte teorema
[Kleinberg 2000].

Teorema 7.5.1 Seja T' 0 numero médio de saltos que o algoritmo guloso re-
aliza para sair de um vértice inicial qualquer e chegar a um vértice destino
escolhido ao acaso. Entdo temos:

(i) 0<a<2 —T>ppE /3
(41) a=2 — T < B(logn)?
(i)  a>2 —T>pnpe /e
onde 3 € uma constante que ndo depende de n.

O resultado do teorema acima é fantastico! Vejamos o que ele nos diz. Se a
probabilidade de termos atalhos muito longos for alta ou baixa, ou seja, 0 < a <
2 0u « > 2, entdo o algoritmo guloso precisa de um ndamero polinomial de saltos
para chegar ao destino. Entretanto, quando a probabilidade de atalhos longos
for justamente correta, ou seja, « = 2, entdo o guloso é capaz de encontrar
seu destino com um numero logaritmico de passos, exponencialmente mais
curtos do que nos outros casos. Ou seja, a estrutura da rede ira definir sua
navigabilidade dela!

E interessante que o desempenho do algoritmo guloso seja tdo influencia-
vel pela estrutura da rede. No teorema acima, vimos que se a rede ndo tiver
uma estrutura perfeita, ou seja o exatamente 2, o algoritmo tera um desem-
penho bem ruim. Entretanto, ndo parece que algoritmos de busca em redes
reais sejam tdo sensiveis a estrutura assim. Por exemplo, navegamos bem por
redes sociais apesar destas aparentemente ndo exibirem um rigor cientifico ao
serem construidas, como requerido pelo teorema acima. Por que entdo algu-
mas redes sdo navegaveis? Este é uma questdo que continua em aberto e
muitos trabalhos vem sendo realizados nesta dire¢éo.

Por fim, é importante notar que outros trabalhos foram realizados para me-
dir a navigabilidade de redes reais. Alguns trabalhos empiricos vem mostrando
que diferentes redes reais sdo navegaveis, quando utilizamos funcdes de dis-
tancia adequadas [Liben-Nowell et al. 2005, Boguna et al. 2009]. Modelos al-
ternativos ao proposto por Kleinberg também foram estudados, indicando que
algoritmos gulosos também podem levar a caminhos curtos, se a estrutura for
correta [Watts et al. 2002)]. Enfim, o leitor interessado neste aspecto deve bus-
car a literatura mais recente.

7.6. Consideracdes finais
Agora vocé ja tem uma ideia do que vem a ser esta nova area da Cién-
cia, conhecida por Redes Complexas, que visa entender como as coisas se
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conectam e o impacto desta conectividade na funcionalidade. Apesar dos es-
tudos de algumas redes especificas e de modelos aleatérios de redes mais
antigos (e.g., experimento de Milgram, modelo G(n, p)), foi somente na Ultima
década que pesquisadores, em escala mundial e de diversos ramos da Cién-
cia, comegaram a estudar de forma mais sisteméatica redes, suas estruturas
e seus impactos. Hoje ja temos diversos centros de pesquisa nos EUA e na
Europa dedicados exclusivamente a drea de Redes Complexas, que séo inter-
disciplinares e contam com pesquisadores renomados de diferentes areas. E
inegavel que a area de Redes Complexas podera ter um papel central para
a Ciéncia moderna, revelando aspectos fundamentais e ainda desconhecidos
sobre o mundo que nos cerca.

Neste livro fizemos apenas uma introdug&o ao tema, mas cobrimos todas
as etapas do processo de estudar como as coisas se conectam. Comegamos
com a caracterizagdo das redes reais, de suas estruturas, de onde surge a
necessidade de definir propriedades estruturais, que resumem e nos ddo uma
ideia da estrutura da rede. Antes disto, precisamos obter, descobrir ou inferir
redes reais, que € um passo fundamental neste processo, pois como podemos
estudar e criar teorias sobre objetos (estruturas da redes) que ndo conhece-
mos? Alias, grande parte do avanco e da atencéo que a area recebeu é fruto
das muitas redes reais dos mais variados dominios que vem sendo obtidas e
disponibilizadas para estudo. Em seguida tentamos generalizar as redes re-
ais, criando modelos matematicos que possam representar alguns aspectos
de suas estruturas. Um bom modelo, além de simples, deve capturar aspectos
estruturais importante da rede real que ele representa, e também ser motivado
por mecanismos que remetam as redes reais. Um modelo simples em geral
€ susceptivel a tratamento analitico, estabelecendo uma base tedrica sobre
seu comportamento. Por fim, estamos interessados na funcionalidade e nos
processos que operam sobre estas redes. Queremos entender o impacto da
estrutura na funcionalidade e o impacto da funcionalidade na estrutura. Para
isto, precisamos modelar a funcionalidade que temos interesse e estuda-la so-
bre modelos aleatérios de redes, possibilitando um entendimento mais geral.
O tema estrutura versus funcionalidade é central, sobre o qual pouco conhece-
mos e um dos grande desafios da area [Barrat et al. 2008].

Além dos aspectos apresentados, ha ainda outros importantes aspectos no
estudo de como as coisas se conectam que ndo foram abordados. Por exem-
plo, redes reais nao sdo estaticas no sentido de possuirem uma estrutura topo-
I6gica que ndo varia ao longo do tempo. Redes reais estdo em contante mu-
danca estrutural, para alguma escala de tempo, pois até os continentes se mo-
vem! Apesar disto, quase toda a discusséo neste livro girou em torno de redes
estaticas e consequentemente de estruturas estaticas (com exce¢do do modelo
BA). O estudo de redes estaticas € uma simplificagcdo do mundo real, muitas ve-
zes bem justificada pela enorme diferenca nas escalas de tempo dos processos
gque operam na rede e de suas mudancas estruturais. Entretanto, em algumas
redes reais, mudancas estruturais e processos na rede ocorrem em escalas
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de tempo similar. O estudo de redes dindmicas estd em sua infancia e até
mesmo o significado das propriedades estruturais precisam ser repensados.
Apesar disto, alguns trabalhos ja comecam a propor modelos aleatérios para
redes dindmicas e entender processos sobre redes dinamicas [Avin et al. 2008,
Clementi et al. 2008, Ribeiro et al. 2011, Grindrod e Higham 2010].

Um outro aspecto importante discutido apenas superficialmente no texto é
a obtencéo de redes reais. Como vimos, muitas redes reais ndo estao dis-
poniveis prontamente, mesmo quando informagdo sobre a mesma é publica.
Desta forma, é necessario utilizarmos algum mecanismo para descobrir a es-
trutura destas redes. Muitas vezes os mecanismos que podemos utilizar sdo
restringidos pelo dominio e pelo tamanho da rede, que geralmente ndo per-
mitem a descoberta da rede por completo. Temos entdo que projetar meca-
nismos capazes de inferir a estrutura da rede real. Mas como garantir que
estes mecanismos descobrem redes representativas da rede real, sem ten-
déncias ou vicios? Este tema, conhecido por network sampling, é de extrema
importancia, pois as redes reais obtidas empiricamente sdo a base do pro-
cesso de caracterizacdo estrutural e modelagem matematica. Se estas es-
tdo fundamentalmente erradas por nao refletir a realidade, todo o trabalho
gue se segue estara baseado em premissas falsas. N&o por menos, muitos
pesquisadores vem se dedicando a estudar este problema nos Ultimos anos
[Achlioptas et al. 2005, Ribeiro e Towsley 2010, Kurant et al. 2011].

Concluimos aqui nossa introdugéo ao tema Redes Complexas e esperamos
que o leitor tenha agora um bom entendimento de alguns dos avancos feitos
pela area e dos seus muitos desafios. O leitor interessado em se aprofundar
em algum tema especifico deve comecar sua busca na literatura pelas muitas
referéncias apresentadas neste livro. Por fim, obrigado pela leitura!
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