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Quarta Lista de Exercicios

Dica: Para ajudar no processo de aprendizado responda as perguntas integralmente, mos-
trando o desenvolvimento das respostas.

Questao 1: Sequéncias binarias restritas. Considere uma sequéncia de digitos bindrios
(0Os e 1s) de comprimento s. Uma sequencia é dita valida se ela ndo possui 1s adjacentes.
Considerando a distribuicao uniforme, queremos determinar o valor esperado do nimero de 1s
de uma sequéncia vélida, denotado por ps.

1. Considerando s = 4, determine todas as sequéncias vélidas e calcule .

2. Construa uma cadeia de Markov sobre o conjunto de sequéncias validas, deixando claro
como funcionam as transicoes de estado. Argumente que a cadeia é irredutivel.

3. Desenhe a cadeia de Markov para o caso de s = 4, mostrando todas as transigoes.

4. Mostre como aplicar Metropolis-Hastings para resolver o problema de estimar us. Deixe
claro as probabilidades de aceite, e o funcionamento do estimador.

Questao 2: Amostras de Modelos de Mistura (Mizture Models). Considere a seguinte
fungao de probabilidade:

p(z) = app(x;n,p1) + (1 — a)pp(z;n,p2) ,

onde pp(x;n,p) é a probabilidade associada ao valor x da binomial com parametros n e p,
e a € [0,1] é um peso. Repare que p(x) é um modelo de mistura de duas binomiais com
diferentes valores de p com pesos dado por a e 1 — a. Considere duas varidaveis aleatérias X
e K, representando o valor de X € [0,n] e a binomial utilizada K € [1,2]. Queremos gerar
amostras de acordo com p(x).

1. Determine a distribuigoes de probabilidade condicionais P(X|K) e P(K|X). Dica: utilize
regra de Bayes no segundo caso.

2. Determine a distribui¢do de probabilidade conjunta P(X, K).

3. Utilize a técnica de Gibbs Sampling para gerar amostras de X. Mostre como construir a
cadeia de Markov e determine a transicao entre os estados.

4. Paran = 2, py = 0.1, po = 0.8, a = 0.3, desenhe a cadeia de Markov com todas as
transicoes.

5. Descreva como utilizar a cadeia de Markov para gerar amostras.

Questao 3: Amostrando tridngulos. Considere um grafo conexo qualquer. Desejamos
gerar amostras de triangulos deste grafo (cliques de tamanho 3), tal que todo tridngulo tem
igual probabilidade de ser amostrado. Ou seja, uma distribuicao uniforme sobre o conjunto de
triangulos do grafo.

1. Mostre como gerar amostras de forma direta, utilizando a distribuicao uniforme (dica:
pense em amostragem por rejeigao). Determine a eficiéncia desse método.



2. Considere que o grafo possui ao menos um caminho entre qualquer dois vértices formado
por tridngulos (ou seja, todo o vértice do caminho faz parte de ao menos um triangulo).
Mostre como gerar amostras utilizando Metropolis-Hastings. Determine os estados da
cadeia, as transigoes da cadeia base (que deve ser irredutivel), e a probabilidade de aceite
na cadeia modificada pelo método Metropolis-Hastings.

3. Intuitivamente, discuta quando a abordagem via Metropolis-Hastings é mais eficiente (do
ponto de vista computacional) do que a abordagem via amostragem por rejei¢ao.

4. Como vocé mudaria a cadeia base (estado e transi¢oes) para lidar com grafos arbitrarios?
Explique sua resposta.

Questao 4: Quebrando o cédigo. Vocé encontrou uma mensagem que foi cifrada com a
c6digo da substituigao (neste cddigo, cada letra é mapeada em outra letra de forma bijetiva).
Vocé deseja encontrar a chave do codigo para ler a mensagem. Repare que a chave é um
mapeamento o entre as letras, por exemplo o(a) = z, o(b) = h, o(c) = e, .... Considere uma
funcao f : Q — [0, 1] que avalia a capacidade de uma pessoa entender a mensagem cifrada dado
um mapeamento o € ). Repare que f(o) = 1 significa que é possivel entender por completo a
mensagem decifrada com o mapeamento o, e f(o) = 0 se 0 mapeamento ¢ nao revela nenhuma
informacéao sobre a mensagem. Mostre como a técnica de Simulated Annealing pode ser utilizada
para ler a mensagem cifrada! Mostre todos os passos necessarios para aplicar a técnica neste
problema (nao é necessario implementar).



