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Sistema Computacional

 CPUs, com respectivos caches, memoria compartilhada,
discos

* um pProcesso acessa um desses recursos a cada tempo

CPU1

HD 1 " Memodria

T o iie oM

* Objetivo: avaliar e/ou melhorar desempenho
 Como representar a dinamica deste sistema?
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Previsao do Tempo

* EstacOes do ano, tipos de dia diferentes

! |Inverno

Verao

@

* Objetivo: avaliar e/ou prever indicadores climaticos
 Como representar a dinamica deste sistema?
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* Ferramenta de modelagem matematica
* como equacoes diferenciais

* Representam dinamica de sistemas com
aleatoriedade

e sequéncia de variaveis aleatorias dependentes
* Muito poderosa, na teoria e na pratica

e estudada e aplicada amplamente por matematicos e
engenheiros (e medicos, fisicos, bidlogos, etc)

* pode codificar sistemas de grande complexidade
e Estudadas pelo matematico Andrey Markov (1906)

* Interesse tedrico: independéncia nao € necessaria para
lei fraca dos grandes numeros
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* Espaco de estados: todos 0s possiveis estados no
gual um sistema pode se encontrar

* possiveis valores que as v.a. podem assumir
e finito ou infinito, contavel ou nao (interesse em finito)

* Matriz de transicao: todas as possiveis transicoes
de estado gue o sistema pode fazer

e transicOes sao aleatorias, dependem do estado atual

* Tempo discreto: uma transicao a cada passo de
tempo

e tempo continuo tambem é possivel (nao veremos)
* Estado Inicial: estado onde o sistema comeca
e pode ser escolhido de forma aleatoria
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* Representada por um grafo direcionado com pesos
e Vértices: estados do sistema
e arestas: possiveis transicoes
 pesos: probabilidade (soma dos pesos de saida igual a 1)

e Modelo On-Off

* a mais simples e mais usada cadela de Markov
* dois estados: On e Off, todas possiveis transicoes

— on 9 Off —
_|1—=p P | - Matriz de transi¢ao de estados,
P= 1— P(i, ) = prob. de transicao do
q q estado / para estado |
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Sistema Computacional

* Dinamica de um processo (programa) no computador

* Estados: recurso sendo utilizado pelo processo

* TransicOes: definidas empiricamente (ou modelagem)
* possiveis transi¢cOes e valores de probabilidade

P11 P12
p— P> P

0 ps

0 O

D3

2%
P43

0

P34
D 44

Memoria

I
N

4
Z p;=1 , paratodo |

J=1

* probabilidade de saida tem
gque somar 1
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* S . espaco de estados da CM
* P : matriz de transicao de estados

« X . v.a. que determina o valor do estado do sistema no
iInstante de tempo t, parat=0,1,2,...

« Para cada t, X, possui uma distribuicao diferente
«P[X =s]paratodosem S

° Z P [X =S ] =1 3/4 D I 23 1/3

seS

1/4
* Exemplo: Modelo On-Off, p=1/4, q=2/3

e X,=1(0n) - P[X,=1]=1
« P[X,=1]=3/4,P[X,=2]=1/4
- P[X, = 1] = 35/48 , P[X, = 2] = 13/48
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Propriedade Sem Memoria

e CM n&o tem memoaria (memoryless property)

e proximo estado sO depende do estado atual, e nao de
como chegamos ao estado atual

* Considere uma trajetoria de estados pelo sistema
X, =S, X, =S, ..., X =S ,X =8,

- onde s. € um estado qualquer em S

t-1°

* Temos que
P(X,, =s|X,=s, X,=5s, ..., X,=s,]=P|X,,,=5|X ,=s5,]
:pSt,S

- Distribuicao de X, s6 depende de X, e nao da trajetoria

t

 toda a evolucéao é funcao apenas da matriz P
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* CM comeca em algum estado no tempot=20
e escolha é de quem constroi a cadeia

* Estado inicial pode ser aleatorio

«P[ X, =s]=n(0), paratodosem S

*talque » n (0)=1

seSs

* Podemos comecar em um unico estado?
« SiIm! t (0) = 1 para um s qualquer
* No exemplo do Modelo On-Off

m(0)=(m,;(0) m,(0))=(1 0) = vetor de probabilidade

Inicial
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Distribuicao no Tempo t

e mt(t) : vetor com distribuicao de X, (estado da CM)

«P[X =s]=mx(f) : probabilidade do sistema “estar”
no estado s no tempo t
* Em forma vetorial

mw(t)=(m,(t) mwy(t) ... m,(t))=(P[X=1] ... P[X,=n])

* Quanto vale mx(t)? 3/4D ol |13

23 -
* No exemplo do modelo On-Off? W U

et (t) = 3/4 * m (t-1) + 2/3 * 7 (t-1)
e (t) = 1/4 * m (t-1) + 1/3 * 7t (t-1)
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Distribuicao no Tempo t

* Generalizando a ideia anterior, temos 0 seguinte
n(t)=P[X =i]=), P[X,=i|X_,=j]P[X._,=]]
\ ]
:Zj le-ﬂ:j(t—l) Lei prob total!

e De forma matricial (x é vetor linha), temos
n(t)=n(t—1)P=n(t—2)PP=...=x(0)P"

* onde P e a matriz de transicao de estados,
e P!'e a multiplicacao dela mesma t vezes

e Boa noticia: para encontrar a distribuicao x(t) basta
multiplicar pela matriz P

* Ma noticia: multiplicacéo de matriz € O(n?®)
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Comunicacao entre Estados

* Veremos algumas propriedades importantes
« Considere dois estados s; e s,emsS

« Dizemos que s; se comunica com S, ou seja s, — S,
sse existe algum t > O tal que

Pl X, ,=s|X, =s,]>0

t,+t

- Esta propriedade nao depende de t,, e a prob €
dada simplesmente por P [/, J]

« basta haver caminho de S, para S; no grafo direcionado

«Ses,— S e S - s entao dizemos que s, e s se
Intercomunicam, ou seja s, ~ s,
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« Uma CM e dita irredutivel (irreducible) se para todo
par de estados s; e s, em S, temos que S, - S,

* caso contrario a CM é dita redutivel (reducible)

* Considerando o grafo direcionado induzido pela
matriz de transicao P

* se ha caminho direcionado entre qualquer par de
vertices, entao CM ¢ irredutivel

* grafo fortemente conexo = CM irredutivel
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Exemplos

* Exemplo do Modelo On-Off é irredutivel?

3
Yy y
28 im!

3/4

* CM definida por P abaixo € irredutivel?

38 0
0 4 Nao!
9 1
1 0

2
0
0
0

oo o O
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«SejaA=1{a, a,, ... } um conjunto de Inteiros

* mdc(A) = maior divisor comum dos inteiros em A
eex.A={9, 15, 30} - mdc(A) =3
ex.B={4, 6,3 - mdec(B) =1
« Seja s, um estado da CM, e A. 0 conjunto dos
comprimentos de caminho que iniciam e terminam
ems.
cA={t:P[,1]>0}
e prob. positiva de sair e voltar a s, em t passos,
possivelmente passando por s,

» O periodo de s, & dado por d(s) = mdc(A) Frgueiredo 2026



 Seja s, um estado da CM, e d(s) seu periodo
 Dizemos que s € aperiodico sse d(s) =1
e CAso contrario, s; € dito periodico

e Intuitivamente, s. € aperiodico se existe caminho de volta a
s, de todos os comprimentos maiores que um determinado
valor

« Uma CM e dita aperiddica se todos 0s seus estados
sao aperiodicos

e caso contrario, a CM é dita periddica

Figueiredo 2026



* Exemplo do Modelo On-Off é aperiodico?

e N 1/ 3
3/ 4 £ ’ \\4 /'/, ‘ N -
[\0 n 213 _Off Sim!
- 1/4 -

* CM definida por P abaixo & aperiddica?

* Nao! Periodo de qualquer
estado e 2

0
0
1| +Nao consigo voltar ao
0
4

estado 1 em tempo impar
1

<1 6 /ﬁﬁff\ 4
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Propriedade

- Considere uma CM irredutivel, tal que existe s.em S tal que
P; = O
« CM tem ao menos um estado com aresta em loop
* Esta CM é aperiodica ou periddica?

* Podemos usar loop para gerar qualquer tempo de retorno
grande o suficiente para qualguer estado!

 Lema: Em uma CM irredutivel, todos os estados sao
aperiodicos ou todos sao periodicos com 0 mesmo periodo!

* pasta caracterizar um estado para caracterizar a cadeia
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