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Parte 1

Algoritmos para classificacao das férmulas



Problema da classificacao

Problema CLASSIFICACAO:
Dada ¢ € FLC.
Determinar se ¢ é tautologia, contingéncia ou contradic3o.

Solucdo Algoritmica:

1. Construir T[]
2. Examinar T[]
3. Classificar ¢ de acordo com o resultado do exame.

Mesmo uma mdquina que n3o pensa pode executar esta solucdo
algoritmica para CLASSIFICACAO.



Tabelas de avaliacao
O uso de tabelas é:
— simples,
— controlavel,
— mecanizavel,

porém, dispendioso, se estamos realmente interessados em resolver
o problema mecanicamente.



Alternativa para tabelas

Inicialmente, projetamos dois algoritmos baseados em tabelas para
resolver: EQUIVALENCIA e CONSEQUENCIA SEMANTICA
FINITARIA.

Mas, como o uso de tabelas é dispendioso, elaboramos dois
métodos alternativos (ndo algoritmicos) para estes problemas:
transformacdo por equivaléncias e demonstracdes.

Vamos, agora, elaborar um método algoritmico alternativo, que
parece ser mais adequado para a resolucao de CLASSIFICACAQ do
que o algoritmo baseado em tabelas.

Este método serd baseado no Método de Redugdo ao Absurdo, que
vamos descrever ligeiramente.



Parte 2

Intermezzo sobre Reducao ao Absurdo



Reducdo ao Absurdo, RA

(1) Temos uma sentenga « que julgamos ser V' e cuja veracidade
queremos justificar.

(2) Ao invés de justificar que o é V/, assumimos por um momento
que a é F, ou seja, que ~a é V.



Reducdo ao Absurdo, RA

(3) Utilizando o nosso conhecimento, ¥, que consideramos ser
correto, em conjunto com —q, que assumimos ser correta,
raciocinamos em busca de uma informagao —f que contradiga
uma informacdo 3 que decorre de X.

(4) Assim, temos:
— nosso conhecimento correto ¥,
— uma justificativa de [ a partir de ¥,
— uma justificativa de = a partir de ¥ U {—a}.



Reducdo ao Absurdo, RA

(5) Nestas condi¢cdes, ¥ n3o pode justificar —a, pois se asssim
fosse, teriamos que X justificaria 8 e =3, contradizendo a
confiangca que temos na correcdo de ¥.

(6) Agora, @ é V ou F.
Quando assumimos que « é F, chegamos a uma contradi¢do
com uma informacdo que decorre de %.
Temos, entdo, que concluir que o é V.



Exemplos cldssicos do uso de RA

v

/2 é irracional (Escola Pitagérica).

v

Existem infinitos nimeros primos (Euclides).

v

R é ndo enumerdvel (Cantor).

» N3o existe uma bijecdo entre X e P(X) (Cantor).



Reducdo ao Absurdo

Quando aplicamos RA, estamos tentando resolver o problema
P1 : justificar « a partir de
transformando P; no problema

P, : provar uma contradigdo a partir de ¥ U {—a}.

» Para provar que v/2 é irracional, assumimos que /2 é uma
fracdo irredutivel e provamos que tanto o seu numerador
quanto o seu denominador s3o pares.



Reducdo ao Absurdo

» Para provar que existem infinitos primos, assumimos que

P1, P2, ..., Pn Sao todos os primos e provamos que
(p1p2-..pn) + 1 tem um fator primo diferente de
P1,p2;- .- Pn-

» Para provar que R é n3o enumerdvel, assumimos que
M,r,...,f,... ¢ uma enumeracao de R e exibimos um
nimero real diferente de ri, o, ..., 1y, ...

» Para provar que n3o existe uma bijecdo entre X e P(X),
assumimos que existe uma bijecdo de X para P(X) e exibimos
um conjunto que n3o estd na imagem da bijecdo.



Reducdo ao Absurdo

RA corresponde as seguintes estratégias de prova:

PN
—|(70 . Z
Se ————, entdo —.
YA ()
Y
Y
Se L , entdo ——.



Aspectos positivos de RA

PN

Provar que pode ser mais facil que provar que —.
¥

N
e
A ()

Temos mais premissas (X e —¢) para manipular.

Qualquer contradi¢do a que chegarmos manipulando ¥ U {—¢} nos
autoriza a concluir que X acarreta (.

Temos mais conclusdes para onde guiar nossos esforcos.



Aspectos negativos de RA

>

Provar que pode ser mais dificil que provar que —.
¥

N
B S
A (=)

A principio, ndo temos uma contradicdo especifica como objetivo a
ser alcangado manipulando ¥ U {—¢p}.

Podemos nos perder tentando elaborar uma prova por RA.



Exercicio 1

Descreva em detalhes o PNasso 3 da Solucdo Algoritimica do
Problema CLASSIFICACAO.



Exercicio 2

Utilizando RA, construa demonstracdes para os seguintes
argumentos validos:

. -(p A q) . TPV-q
M -pVq (i) -(pAq)
(i) -(pV q) (v) -p A g

—pA—q -(pVq)



Parte 3

Método de Refutacao



Método de Refutacao

O método de refutacdo tem origem no caso particular em que RA
é aplicado ao seguinte problema:

Problema TAUTOLOGIA
Dada ¢ € FLC.
Determinar se ¢ é uma tautologia ou n3o.



Exemplo 1

Ep—p?

Assumimos, para uma contradi¢do, que = p — p.

Dai, existe uma interpretacdo / para {p} tal que I*[p — p] = F.

Dai, I*[p] = V e I*[p] = F, uma contradi¢go.

Logo, = p — p.



Exemplo 2
Fp—=(a—=p)7
Assumimos, para uma contradigdo, que = p — (g — p).

Dai, existe uma interpretagdo / para {p, q} tal que
I[p— (g = p)=F.

Dai, I*[p] = V e I"[q — p] = F.
Dai, I*[p] =V, I*[q] = V e I"[p] = F.
Dai, I"[p] = V e I*[p] = F, uma contradigdo.

Logo, = p — (g — p).



Método de Refutacao

(1)

(2)

Temos uma férmula ¢ € FLC que julgamos ser uma
tautologia.

Ao invés de construir T[] para verificar que = ¢, assumimos
por um momento que ~ ¢, ou seja, que ¢ é F em alguma
interpretagdo /.

Utilizando os conhecimentos fornecidos pelas regras de
formacdo e avaliagdo de férmulas, em conjunto com
I*[¢] = F, raciocinamos em busca de duas informagdes
contraditdrias.



Método de Refutacao

(4) Aplicando o conteldo expresso nas tabelas dos conectivos “de
fora para dentro”, a informagdo /*[¢] = F é usada para
calcularmos os valores das subférmulas de ¢, as subférmulas
das subférmulas de o, ..., até os valores das varidveis para
sentengas de .

(5) De acordo com RA, se |= ¢, a informagdo obtida deve ser
conflitante.
Este conflito deve ser expresso na existéncia de varidveis para
sentengas s, tais que /*[s] = V e I*[s] = F.



Exemplo 3

FpVve) —(p—q)?

Assumimos, para uma contradi¢do, que [~ (pV q) = (-p — q).

Dai, existe uma interpretacdo / para {p, q} tal que
I"l(pvaq) = (-p—aq)=F.

Dai, I*[pVg|=V e l*[-p—q] =F.

Dai, (I*[p] = V ou I*[q] = V) e (I"[-p] = V e I*[q] = F).



Exemplo 3

Temos 2 casos:

(I*[p] =V e I*[-p] = V e I*[q] = F)
(I"lgl =V el*[-p] = V e I*[q] = F)

Observe que o primeiro caso leva a contradi¢do /*[p] = V e
I[p] = F.

Ja o segundo caso leva a contradi¢do /*[q] = V e I*[q] = F.

Como ambos os casos sdo contraditérios, = (pV q) = (—p — q).



Exemplo 4

F(pVva)—=(p—aq)?

Assumimos, para uma contradi¢do, que = (pV q) — (p — q).

Dai, existe uma interpretacdo / para {p, q} tal que
I"l(pva)—=(p—q)=F.

Dai, I*[pVg|=V el*[p—q] =F.

Dai, (I*[p] = V ou I*[q] = V) e (I"[p] = V e I*[q] = F).



Exemplo 4

Temos 2 casos:

(I"[p] =V e l*[q] = F)

(I"[q] =V e l*[q] = F)

Observe que o segundo leva a uma contradicdo, mas o primeiro,
ndo!

Na verdade, observe que o primeiro caso fornece uma interpretacdo
I tal que I*[(pV q) = (p— q)] = F.

Logo, [~ (pV q) = (p — q).



Exemplo 5

F(pVvae) —(pArg)?

Assumimos, para uma contradi¢do, que [~ (pV q) — (p A q).

Dai, existe uma interpretacdo / para {p, q} tal que
I"l(pVaq) = (pAq)=F.

Dai, I*[pVg|=V el*[pAg]=F.

Dai, (I*[p] = V ou I*[q] = V) e (I*[p] = F ou I*[q] = F).



Exemplo 5

Temos 4 casos:

(I"[pl =V el*[p] = F)

ou
(I"[pl =V el*[q]=F)
ou
(I"[gl =V el*[p]=F)
ou

(I"[gl =V el*[q]=F)

Observe que o primeiro e o tltimo levam a contradi¢cdes, mas os
outros dois, nao!



Exemplo 5

Na verdade, observe que o segundo e o terceiro casos fornecem,
cada um, uma interpretacdo / tal que I*[(pV q) — (p A q)] = F.

Logo, = (pV q) = (PN Q).



Parte 4

Arvores de Refutacao para LC



A ideia de arvore

A aplicacdo do Método de Refutacdo para decidir se uma férmula
é uma tautologia tem, sempre, a mesma estrutura geral,
independente da férmula em quest3o:

1. Assuma ¢ : F.

2. Calcule sucessivamente os valores das subférmulas das
subférmulas . .. das subférmulas de ¢, considerando todos os
casos possiveis que possam ocorrer.

3. Obtenha os valores das varidveis para sentencas.

4. Verifique se em todos os casos possiveis ha atribuicGes de
valores contraditdrias.



A ideia de arvore

Sendo assim, quando escrevemos provas por refutacdo, é usual,
empregarmos uma notacdo mais econémica que dispensa o uso de
frases como:

assuma que
daf

temos que
logo

etc.

Vamos exemplificar esta notacdo nos exemplos acima e, depois,
defini-la precisamente.



Exemplo 1

Ep—p

Assumimos que p — p é F:

p—p:F



Exemplo 1

Ep—p

Temos, entdo, que pé Ve pé F:



Exemplo 1

Fp—p

Marcamos a informacgdo que ja foi utilizada:



Exemplo 1

Ep—p

Examinamos a estrutura e marcamos as contradicoes:



Exemplo 2

Fp—=(a—p)7

Assumimos que p — (g — p) é F:

p—(q—p):F



Exemplo 2

Fp—=(a—p)?

Temos, entdo, que pé Veqg—péF:

p—(q—p):F
p:V
qg—p:F



Exemplo 2

Fp—=(@—p)?

Marcamos a informacgao que ja foi utilizada:

p—(q—p): FV
p:V
qgq—p:F



Exemplo 2

Fp—=(@—p)?

Temos, agora, que g é Ve pé F:



Exemplo 2

Fp—=(a—=p)7

Marcamos a informacdo que ja foi utilizada:



Exemplo 2

Fp—(@—p)?

Examinamos a estrutura e marcamos as contradicoes:



Exemplo 3

FpVve—(p—q)?

Assumimos que (pV q) — (—p — q) é F:

(pVa)—=(-p—aq):F



Exemplo 3

F(pVa)—=(-p—q)7
Temos, entdo, que pVgé Ve-p—qéF:
(pVa)—=(-p—q):FV

pvVg:V
-p—q:F



Exemplo 3

F(pVva)—=(-p—q)7

Agora, temos que p é V ou g é V. Fazemos uma bifurcagdo para
contemplar cada caso:

(pVa) = (-p—q):FV
pVg:VV
-p—q:F

p:V q:V



Exemplo 3

F(pVva)—=(-p—aq)7

Agora, temos que —p é V e g é F. Esta informacgao é transportada
para cada caso:

(PVa) = (-p—q): FVY
pVg:VV
ﬁp%q:F\/

N
q:

—|p:

o
m <<

i
o O
m <<

Q



Exemplo 3

F(pVa)—=(-p—aq)7

Temos, agora, em cada caso, que p é F:

(PVg)—(-p—q):FV

pVg:VV

—|p—>q:F\/
p:V qg:V
—|p:\/\/ —\p:\/\/
qg:F qg:F

p:F p:F



Exemplo 3

FpVa)—=(-p—q)?

Examinamos a estrutura e marcamos as contradicoes:

(PVg)—(-p—q):FV

pVg:VV
-p—>q:FV
AN
p:V qg:V
-p: VYV -p: Vv
qg:F qg:F
p:F p:F



Exemplo 4

(Ve —(p—q)?

Assumimos que (pV q) = (p — q) é F:

(pvVa)—=(p—aq):F



Exemplo 4

F(pVva)—=(p—q)?
Temos, entdo, que pVgé Vep—qgéF:
(pva)—=(p—q):FV

pvVg:V
p—q:F



Exemplo 4

FpVva)—=(p—q)7

Agora, temos que p é V ou g é V. Fazemos uma bifurcacdo para
contemplar cada caso:

(pva)—(p—q): FV
pVg:VV
p—q:F

p:V qg:V



Exemplo 4
F(pVva)—(p—q)?

Agora, temos que p é V e g é F. Esta informacao é transportada
para cada caso:

(PVa)—(p—q): FV
pVg:VV
p—q:FV

o T T
M <<
o T Q
m <<



Exemplo 4
F(pVva) —=(p—q)7

Examinamos a estrutura e marcamos as contradicoes:

(PVa)—=(p—q): FV
p\/q:V\/
p—>q:F\/

Q T T
<<
Q T Q
™ <<



Exemplo 4
F(pVva)—(p—q)?

Ha uma possibilidade que n3o leva a contradi¢bes. Ela é marcada
com um simbolo especial:

(pva)—=(p—q): FV
pVg:VV
p—q:FV

Q T T
<<
Q T Q
™ <<



Exemplo 5

E(pVva)—(pAg)?

Assumimos que (pV q) — (pAq) é F:

(pVa)—=(pAq):F



Exemplo 5

(Ve —(pAg)?
Temos, entdo, que pVgé VepAqgéF:
(pVa)—(pAq):FY

pvVg:V
pAqg:F



Exemplo 5

(Ve —(pAag)?

Agora, temos que p é V ou g é V. Fazemos uma bifurcacdo para
contemplar cada caso:

(pva)=(png): FY
pVg:VV
pAqg:F

p:V qg:V



Exemplo 5

F(pVvae) —(pAag)?

Agora, temos que p é F ou g é F. Fazemos uma bifurcacio para
contemplar cada caso. Esta informac3o é transportada para cada
caso ja contemplado:

(PVaq)—(pAg):FV
pVg:VV
p/\q:F\/



Exemplo 5

(Ve —(pAg)?
Examinamos a estrutura e marcamos as contradicoes:
(pva)—=(pnrq):FV

pVg:VV
p/\q:F\/



Exemplo 5

F(pVvae) —(pArg)?

Ha duas possibilidades que n3o levam a contradicdes. Elas sdo
marcadas com um simbolo especial:

(pvaq)—=(prg):FY
pVg:VV
p/\q:F\/

p:V q:V
N N
p:F q:F p:F q:F
X 4 A X



Arvores de refutacao
Seja ¢ € FLC.

Uma arvore de refutagdo para ¢ : F, denotada Alp : F], é definida
por aplicacdo sucessiva das seguintes regras de refutacdo.

Regra de inicializacao
Iniciamos a constru¢ao da arvore escrevendo ¢ : F.

Diagramaticamente, temos:



Regra do —: V

- é V se, e somente se, p é F.

Assim, se temos uma ocorréncia de = : V ainda ndo marcada em
algum ramo do diagrama construido até o momento, marcamos
- : V e expandimos este ramo acrescentando o seguinte
diagrama a todas as suas bifurcacdes:



Regra do —: V

Diagramaticamente, temos:

—p: VYV

|
p: F



Regra do —: F

—p é F se, e somente se, ¢ é V.

Assim, se temos uma ocorréncia de = : F ainda ndo marcada em
algum do diagrama construido até o momento, marcamos —y : F e
expandimos este ramo acrescentando o seguinte diagrama a todas
as suas bifurcacdes:



Regra do —: F

Diagramaticamente, temos:

—p: FV

|
p:V



Regra do A : V

wAY éV se esomentese, pé VeryéV.

Assim, se temos uma ocorréncia de ¢ A% : V ainda ndo marcada
em algum ramo da darvore ja construida, marcamos ¢ A1) : V e
expandimos este ramo acrescentando o seguinte diagrama a todas
as suas bifurcacdes:

<6
<<



Regra do A : V

Diagramaticamente, temos:
oA VY
\

p:V
PV



Regra do A: F

@wNA1 é F se, e somentese, pé FouéF.

Assim, se temos uma ocorréncia de ¢ A ) : F ainda n3o marcada
em algum ramo da arvore ja construida, marcamos p A : F e
expandimos este ramo acrescentando o seguinte diagrama a todas
as suas bifurcacoes:

/N



Regra do A: F

Diagramaticamente, temos:
OAY:FVY

N

p: F P F



Regra do VvV : V

wVéV se esomentese, o é VoupéV.

Assim, se temos uma ocorréncia de ¢ V ¢ : V ainda ndo marcada
em algum ramo da arvore ja construida, marcamos ¢ V¢ : V e
expandimos este ramo acrescentando o seguinte diagrama a todas
as suas bifurcacoes:



Regra do VvV : V

Diagramaticamente, temos:
oV VYV

N

p:V Y:V



Regrado V: F

oV éF se esomentese, pé FewéF.

Assim, se temos uma ocorréncia de ¢ V ¢ : F ainda ndo marcada
em algum ramo da arvore ja construida, marcamos ¢ V¢ : F e
expandimos este ramo acrescentando o seguinte diagrama a todas
as suas bifurcacdes:

< €
m T



Regrado V: F

Diagramaticamente, temos:

gp\/w:F\/

<6
n



Regra do —: V

@ — 1 éV se esomentese, pé FouvyélV.

Assim, se temos uma ocorréncia de ¢ — 1 : V ainda nao marcada
em algum ramo da arvore ja construida, marcamos ¢ — ¢ : V e
expandimos este ramo acrescentando o seguinte diagrama a todas
as suas bifurcacoes:



Regra do —: V

Diagramaticamente, temos:
o= VV

N

p: F vV



Regra do —: F

p—>1Y éF se, esomentese, pé VewéF.

Assim, se temos uma ocorréncia de ¢ — 1) : F ainda ndo marcada
em algum ramo da arvore ja construida, marcamos ¢ — ¢ : F e
expandimos este ramo acrescentando p seguinte diagrama a todas
as suas bifurcacdes:

< 6
m <<



Regra do —: F

Diagramaticamente, temos:

o= FVY

< 6
m <



Regra do «»: V

p <> €V sse p e 1 possuem o mesmo valor.

Assim, se temos uma ocorréncia de ¢ <> ¢ : V ainda n3o marcada
em algum ramo da arvore ja construida, marcamos ¢ <> 1) : V e
expandimos este ramo acrescentando o seguinte diagrama a todas
as suas bifurcacdes:

/N

<6
<<
<6
m T



Regra do «»: V

Diagramaticamente, temos:
oo VY

Vv
%4

%)  F
P F

¥
P



Regra do «<»: F

@ <> 1 é F sse, p e 1) possuem valores diferentes.

Assim, se temos uma ocorréncia de ¢ <+ ¢ : F ainda ndo marcada
em algum ramo da arvore ja construida, marcamos ¢ <> ¢ : F e
expandimos este ramo acrescentando o seguinte diagrama a todas
as suas bifurcacdes:

/N

<6
m <<
<6
<™



Regra do «<»: F

Diagramaticamente, temos:
p v F v

Vv
F

%) p: F
(R PV



Regra de saturacao

Uma arvore ja construida é saturada se todas as férmulas
moleculares que ocorrem nela estdo marcadas.

Aplique as regras acima (em alguma ordem, de maneira
controlada) até que a arvore esteja saturada.

A arvore saturada obtida é A[p : F].



Ramo fechado e ramo aberto

Seja ¢ € FLC, A[p : F] uma &rvore de refutacdo para ¢ : F
e R um ramo de Ay : F].

(1) R é fechado se existem uma varidvel para sentencas s e nés ny
enmemRtaisquen é s:V ené s:F.

(2) R é aberto se n3o é fechado.



Método das Arvores de Refutacdo de LC

Objetivo: Dada uma férmula ¢ de LC, determinar se = .

Meétodo: Consiste dos seguintes passos:

1. Construir uma drvore de refutagdo (saturada) Afp : FJ;
2. Examinar todos os ramos de A[p : F].

3. Se todos os ramos de A[p : F] estdo fechados, entdo concluir
que = ¢, se ndo, concluir que = ¢.



Resultado fundamental

Arvores de refutacdo s3o o resultado de um trabalho empreendido
ao longo dos anos pelos I6gicos C.L. Dodgson (ou Lewis Carroll)
(1832-1898), E.W. Beth (1908-1964), R.M Smullyan (1919- - ) e
K.J.J. Hintikka (1929- — ).

No contexto tratado aqui, o seguinte resultado garante que as
arvores cumprem o papel para o qual foram projetadas.

Teorema (Smullyan, 1968)
Se ¢ € FLC, entdo as seguintes condicdes sdo equivalentes:

(1) Fe.

(2) Existe uma &rvore de refutacdo fechada para ¢ : F.



Parte 5

Exercicios



Exercicio 3

Verifique, pelo Método de Refutag3do, se as seguintes férmulas sdo
vélidas:

(i) (p—=a)V(pA—q)

(i) p— (g — —p)

(i) [pV(gAr)]—(pVaq)

(iv) [(pAg) = rl< [(p—r)V(g—r)]



Exercicio 3

(V) [(pA=g) A (rAs)VI(pA(gA—r))A—s]

(i) [pv(gnn] —=1[(pva) AlpVr)

(i) [p=(@—=n]—=lp—q) = (p—r)



Exercicio 4

Este exercicio ilustra que, apesar da sua aparente simplicidade, as
arvores de refutagdo podem, em geral, serem t3o custosas quanto
as tabelas de avaliacdo.

Dé exemplos de férmulas ¢ tais que:
(i) VS[p] = {p} e A[¢] tem exatamente 2 ramos.
(i) VS[¢]l = {p, q} e Alp] tem exatamente 4 ramos.
(i) VS[e] = {p,q,r} e Alp| tem exatamente 8 ramos.
(iv) VS[¢] ={p,q,r,s} e Alp] tem exatamente 16 ramos.

(v) VS[p]l ={p1,-..,pn} e Alp] tem exatamente 2" ramos.
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