LogCC 2015 Aula 17

GANO00166: Logica para Ciéncia da Computacao
Texto da Aula 17

Interpretacaoes em LQ)

Petrucio Viana
Departamento de Anélise, IME-UFF

Sumario

1 Dominios de avaliacao 2
1.1 Observagoes . . . . . . . o 4
1.2 Exercicios . . . . . . . .. 4

2 Avaliacao de enunciados quantificados 5
2.1 Observagoes . . . . . . . .. 9
2.2 Exercicio . . . . . .. 10

3 Interpretacoes para um enunciado simbolizado quantificado 11
3.1 Observagdes . . . . . . . . . 17
3.2 Exercicios . . . . . . . ... 18

Neste texto, abordamos os conceitos de dominio de avaliagdo (Segao 1); avaliagao
de enunciados quantificados (Segao 2); e interpretagdo para um enunciado simboli-
zado quantificado (Segao 3) — principalmente para enunciados possuem uma tnica
ocorréncia de quantificador (no inicio) e s6 possuem ocorréncias de propriedades.

Depois de estudarmos este texto, vamos ser capazes de: determinar um dominio
no qual um dado enunciado quantificado é V' (Exercicio 1), avaliar um enunciado
quantificado em um dado dominio (Exercicio 2) determinar um dominio no qual um
dado enunciado quantificado é V' e um outro no qual ele é F' (Exercicio 3); avaliar
enunciados em uma dada interpretacao (Exercicio 4); definir uma interpretagao
sobre os niimeros naturais na qual um dado enunciado é V' e outra na qual ele é F
(Exercicio 5).
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1 Dominios de avaliacao

Com vimos na Segao 1 da Parte 2 do Texto da Semana 5, a ocorréncia de um
quantificador em um enunciado esta sempre associada a ocorréncia de uma variavel.
Esta, por sua vez, estd sempre associada a uma totalidade de objetos. Assim, a
ocorréncia do quantificador também estd associada a uma totalidade de objetos.
De uma maneira geral, o valor do enunciado quantificado depende da totalidade de
objetos considerada.

Exemplo 1 (a) A generalizagao
V(0 < )

¢ V quando o dominio do V é formado pelos niimeros naturais: 0, 1, 2, 3, ....
De fato, neste caso, o enunciado componente

0<zx

¢ V para todos os valores que x pode assumir.

Por outro lado, esta mesma generalizacao é F' quando o dominio do V é formado
pelos nimeros inteiros: ..., =3, =2, —1,0, 1, 2, 3, ....

De fato, neste caso, o enunciado componente é F' quando x assume como valor,
por exemplo, o —1.

(b) A existencializacao
existem quadripedes

¢ V quando o dominio do 3 é formado pelos animais da Fundacao RIOZOO.
De fato, neste caso, o enunciado componente

y é quadripede

¢ V quando y assume como valor, por exemplo, um camelo.

Por outro lado, esta mesma existencializacao é F quando o dominio do 3 é for-
mado pelas pessoas que estao visitando o zooldgico. De fato, neste caso, o enunciado
componente é F' para todos os valores que y pode assumir. U

O Exemplo 1 mostra que quando estamos avaliando um enunciado que possui
ocorréncia de quantificador, devemos prestar muita atencao na totalidade de objetos
a qual o quantificador esta associado. Em outras palavras:

Cada ocorréncia de quantificador em um enunciado estd associada a um
dominio de avaliacao.

Cada dominio de avaliacao contém todos os valores possiveis que o pronome
ou a variavel associada aquela ocorréncia pode assumir.

O valor do enunciado quantificado pode depender do dominio de avaliacao
considerado.
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Além disso, se o contexto permite, dependendo de como interpretamos o enun-
ciado quantificado, ha varias alternativas para a escolha do dominio de avaliacao.

Exemplo 2 (a) Um dominio possivel para o enunciado
Vz (z possui raiz quadrada)

é o formado por todos os ntimeros reais nao negativos e, neste caso, ele é V.
Um outro dominio possivel é o formado por todos os niimeros reais e, neste caso,
ele é F.

(b) Um dominio possivel para o enunciado
existem seres vivos

é o formado por todos os objetos na Terra e, neste caso, ele é V.
Um outro dominio possivel é o formado por todos os objetos em Marte e, neste
caso (no momento em que este texto foi escrito) ele é F. U

De uma maneira geral, temos:

Seja  um enunciado e Qu uma ocorréncia de um dos quantificadores V ou 3,
seguida de uma variavel v, em .

De acordo com as regras de formagao dos quantificadores V e 3, a frase Qu
ocorre em ¢ porque, durante a formacao de ¢, ela foi aplicada a um enunciado
1 (v) que possui ocorréncia de v.

Um dominio de avaliagdo para a ocorréncia Qu é uma totalidade de objetos
para os quais faz sentido perguntar se o enunciado

Qult(v)]

¢V oulF.

Exemplo 3 (a) Ao ler o enunciado
Va(z é invertivel)

isoladamente, um aluno de Ensino Basico, provavelmente, ira considerar como tota-
lidade um dominio formado por nimeros.

Ja um aluno do Ensino Médio ou do Ensino Superior, diante do mesmo enunciado
isolado, provavelmente, tera duvidas se deve considerar um dominio formado por
nimeros, matrizes ou, até mesmo, fungoes.

(b) Ao ler o enunciado
Jz(x é perfeito)

3
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isoladamente, um matematico pode considerar como totalidade o dominio dos ntiime-
ros naturais, onde um nimero natural é perfeito quando é igual a soma dos seus
divisores préprios.

J& uma pessoa sem formacgao matemadtica, diante do mesmo enunciado isolado,
provavelmente, tera dividas se deve considerar um dominio formado por pecas ma-
nufaturadas, pessoas ou, até mesmo, entidades divinas.

1.1 Observacoes

Observacao 1 E importante ter em mente que:

(1) a determinagao dos dominios depende do significado que damos ao enunciado
e pode variar de um contexto para o outro;

e que, de maneira reciproca,

(2) o significado do enunciado pode depender dos dominios considerados e, tam-
bém, pode variar de um contexto para o outro.

1.2 Exercicios

Exercicio 1 Para cada enunciado abaixo: (1) se for necessério, reescreva-o, expli-
citando as ocorréncias de varidveis; (2) determine um dominio no qual o enunciado
éevVv.

) Fz(z? —3x+2=0)

) Vz(z? —x=0)
) existem animais herbivoros

iv) todos sdo jogadores de futebol
)
)

Ely(%< 012
‘v’u(§ + Z == 7)

Antes de ler as resolugoes, tente resolver os exercicios usando os
conceitos estudados.

Resolugao do Exercicio ?77?: (i) Dominio: formado pelos niimeros reais. (ii) Dominio: formado
pelos nimeros 0 e 1. (iii) Dominio: formado pelas vacas de uma fazenda. (iv) Dominio: formado
pela selecdo brasileira de futebol. (v) Dominio: formado pelos ntimeros inteiros. (vi) Dominio:

formado pelo ntimero 12.




LogCC 2015 Aula 17

2 Avaliacao de enunciados quantificados

As frases
existe(m) ,  todo(s)

sao chamadas de quantificadores porque sao usadas para afirmar que, dentre os
varios objetos do dominio em questao, uma certa quantidade deles satisfaz, cada
um, o enunciado sobre o qual elas foram aplicadas:

quantificador ‘ quantidade
existe(m) ao menos um objeto
todo(s) todos os objetos

Exemplo 4 (a) O enunciado
existem sapos (1)

afirma que ao menos um objeto no dominio em questao satisfaz a propriedade

S€r sapo.

Em geral, existe uma quantidade muito grande de sapos. Mas, se estamos anali-
sando (1) logicamente e assumimos que ele é V| a partir dai sé podemos inferir que
algum objeto do dominio em questdo (ndo podemos determinar exatamente quan-
tos) satisfaz a propriedade

S€r sapo.

Em resumo, (1) é V' em um dado dominio, se ao menos um objeto conside-
rado naquele dominio é um sapo. E (1) é F em um dado dominio, se todo objeto
considerado naquele dominio nao é um sapo.

(b) O enunciado
todos sdo principes (2)

afirma que todos os objetos no dominio em questao satisfazem a propriedade

ser principe.

Em geral, existem muitos objetos que nao sao principes. Mas, se estamos anali-
sando (2) logicamente e assumimos que ele é V| a partir dai sé6 podemos inferir que
todos os objetos do dominio em questao (sem excegoes) satisfazem a propriedade

ser principe.

Em resumo, (2) ¢ V' em um dado dominio, se todo objeto considerado naquele
dominio é um principe. E (2) é F' em um dado dominio, se algum objeto considerado
naquele dominio nao é um principe.

(¢) O enunciado
existem triangulos retangulos (3)

afirma que ao menos um objeto no dominio em questao satisfaz simultaneamente as
duas propriedades
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ser triangulo
ter um angulo reto.

Em geral, existe uma quantidade infinita de triangulos retangulos. Mas, se (3)
é V, s6 podemos concluir que algum objeto do dominio em questao (ndo podemos
determinar exatamente quantos) satisfaz as duas propriedades

ser triangulo
ter um angulo reto.

(d) O enunciado
todas as pessoas sdo respeitadas (4)

afirma que todos os objetos no dominio em questao que satisfazem a propriedade

ser pessoa,
também satisfaz a propriedade
ser respeitado.

Em geral, existem pessoas que nao sao respeitadas e, também, existem muitos
objetos que nao sao sequer pessoas, quanto mais respeitadas. Mas se (4) é V, somos
obrigados a inferir que todos os objetos do dominio em questao (sem excegoes) que
satisfazem a propriedade

S€r pessoa

também satisfaz a propriedade
ser respeitado.

O

O Exemplo 4 ilustra que, quanto a avaliagdo de enunciados formados por seu
intermédio, em Matematica, os quantificadores sao usados de acordo com as seguinte
ideias:

Regra de avaliagao do para todo:

Em matemaética, quando generalizamos um enunciado aberto ¢(v), afirmamos
que o enunciado ¢(v) é V para todos os valores que a varidvel v pode assumir,
no dominio de quantificacao, D, considerado:

Vo[p(v)] é V em D
quando
¢(v) é V para todos os valores que v pode assumir em D;

Yolp(v)] é F em D
quando
(v) é F para ao menos um dos valores que v pode assumir em D.
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Isto pode ser resumido na regra de avaliacao do para todo:

V para todos os valores de v em D

p(v) | Vulp(v)]
Vv
F para ao menos um dos valores de v em D F

Exemplo 5 (a) A generalizacao
Va (x é primo)
¢ V no dominio
D : formado por 2,3,5,7,11,13,17, 23,

pois os enunciados
2 é primo

3 é primo

23 é primo

obtidos a partir do enunciado
x € primo

pela substituicao sucessiva da variavel x pelos numeros 2,3,5,7,11,13,17,23, que
compoem D, sao todos V.
A mesma generalizagao é F' no dominio

D’ : formado por 2,3,4,5,6,7,8,9,
pois, por exemplo, o enunciado
4 é primo
é F.
(b) A generalizacao
Vz (22 — 2 =0)

¢ F' no dominio
D : formado pelos nimeros reais,

pois, por exemplo, o enunciado
22 -2=0

obtido a partir do enunciado
r*—x=0

pela substituicao da varidavel x pelo niimero 2, que esta em D, é F'.
A mesma generalizaca é V no dominio

D' : formado por 0 e 1,

7
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pois os enunciados
02—-0=

12—-1=

sao ambos V.

Regra de avaliagao do existe:

Em matemadtica, quando existencializamos um enunciado aberto ¢(v), afirma-
mos que o enunciado p(v) é V para ao menos um dos valores que a varidvel v
pode assumir, no dominio de quantificacao, D, considerado:

Jvlp(v)] é V em D
quando
¢(v) é V para ao menos um dos valores que v pode assumir em D;

Fulp(v)] é Fem D
quando
©(v) é F para todos os valores que v pode assumir em D.

Isto pode ser resumido na regra de avaliacao do existe:

p(v) | Fvlp(v)]
V' para ao menos um dos valores de v em D \%4
F' para todos os valores de v em D F

Exemplo 6 (a) A existencializacao
Jr (2?2 —x —1=0)

¢ V no dominio
D : formado pelos niimeros reais,

pois o enunciado

1=0

1+v5) 145
2 2

obtido a partir do enunciado
?—x—-1=0

1++/5

pela substituicao da variavel x pelo niimero , que esta em D, é V.
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(b) A existencializacao
dz (x é par)

¢ F no dominio
D : formado por 1,3,5,7,9,11,13,15,

pois os enunciados
1 é par

3 é par

15 é par

obtidos a partir do enunciado
x € par

pela substituicao sucessiva da variavel x pelos nimeros 1,3,5,7,9,11,13,15, que
compoem D, sao todos F.

2.1 Observacoes

Observacao 2 Em termos semanticos, o V é equivalente a um A generalizado.
Por exemplo, considere o dominio dos nimeros naturais: 0,1,2,...,n,...
O enunciado
todos sdo maiores que 0 (5)

¢ I' neste dominio, pois o primeiro dos enunciados:

0 € maior que 0
1 é maior que 0
2 é maior que 0

¢ F' (embora todos os outros sejam V).
Analogamente, o enunciado

todos s3o inteiros (6)

é V neste dominio, pois todos os enunciados:

0 é um inteiro
1 é um inteiro
2 é um inteiro

sao verdadeiros.
Compare este comportamento do V com a Tabela de Avaliacao do A.
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Observacao 3 Em termos semanticos, o 3 é equivalente a um V generalizado.
Por exemplo, considere o dominio dos niimeros naturais: 0,1,2,...,n,...
O enunciado
existe um elemento que é par e primo (7)

¢ V neste dominio, pois o terceiro dos enunciados:

é par e 0 primo
par e 1 primo

é
é par e 2 primo,

¢ V (embora todos os outros sejam F).
Analogamente, o enunciado

existe um natural que € irracional (8)
¢ I' neste dominio, assim como sao F' todos os enunciados:

0 é natural e 0 é irracional,
1 é natural e 1 € irracional,
2 € natural e 2 é irracional,

Compare este comportamento do 3 com a Tabela de Avaliacao do V.

Observacao 4 Nos exercicios a seguir, vamos avaliar alguns enunciados que pos-
suem ocorréncias de quantificadores.

Se voce tiver dificuldades em resolver este exercicio, nao desanime: a anélise
de enunciados que possuem ocorréncias de quantificadores pode nao ser uma
tarefa facil e s6 serd levada a termo com pratica e perseveranca.

2.2 Exercicio

Exercicio 2 Para cada enunciado abaixo, determine se ele é V ou F', no dominio
formado pelos nimeros 0, 1, 2, 3, 4 e 5.

i) Ve(@+2>4) (i) JyBy—1=14)
(i) Jz2(z2—1=3) (iv) Vu(u—5<1)

Exercicio 3 Para cada enunciado abaixo, determine (a) o quantificador, ¥V ou 3,
que ocorre nele; (b) a propriedade P que ocorre nele — para isto, reescreva-o na
forma adequada, Vv (véP) ou Jv(véP), explicitando o quantificador, a
variavel e a propriedade —; (c¢) um dominio de quantificagdo para o quantificador que
ocorre nele, de maneira que, se for possivel, o enunciado seja V; (d) um dominio de
quantificacao para o quantificador que ocorre nele, de maneira que, se for possivel, o
enunciado seja F' — usualmente, tentamos escolher dominios intuitivamente claros,
de modo a nao sobrecarregar a interpretagao do enunciado.

10
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(i)  tudo é nimero (ii) ha atomos
(iii) cada um é atleta (iv) alguns s3o inteligentes
(v) qualquer um é par (vi) todos sdo primos

Antes de ler a resolugao, tente resolver o exercicio usando os con-
ceitos estudados.

Resolucao do Ezxercicio 2: (i) No dominio considerado, o enunciado é equivalente a [0 + 2 >
AAL+2>4A242 > 4A[B4+2 > 4A[4+2 > 4A[B+2 > 4] que é F, pois 0+2 > 4 é F. Assim,
o enunciado original é F'. (ii) No dominio considerado, o enunciado é equivalente a [(3 x 0) — 1 =
14V[(83x1)—1 = 14]V[(3x2)—1 = 14]V[(3x3)—1 = 14]V[(3x4)—1 = 14]V[(3x5)—1 = 14] que é V,
pois (3x5)—1 =14 é V. Assim, o enunciado original é V. (iii) No dominio considerado, o enunciado
é equivalente a [0 —1 =3]V[12—1=3]V[22 -1 =3]V[32-1=3]V[42 -1 =3]V[5® -1 =3] que é
V, pois 22 —1 =3 é V. Assim, o enunciado original é V. (iv) No domifnio considerado, o enunciado
é equivalente a [0—5 < 1JA[1-5 < 1JA[2—5 < 1JA[3—=5 < 1JA[4—5 < 1JA[5—5 < 1] que é V, pois
todos os componentes sdo V. Assim, o enunciado original é V. Resolu¢do do Exercicio 3: (i)
Quantificador: V. Propriedade: ser nimero. Enunciado reescrito: Vz (x é nimero). Dominio no qual
o enunciado é V: qualquer dominio formado apenas por nimeros, por exemplo, o formado pelos
nuameros naturais. Dominio no qual o enunciado é F: qualquer dominio que possua um objeto que
nao é nimero, por exemplo, o formado por 0 e Lula. (ii) Quantificador: 3. Propriedade: ser dtomo.
Enunciado reescrito: 3z (« é dtomo). Dominio no qual o enunciado é V: o universo. Dominio no
qual o enunciado é F: o éter. (iii) Quantificador: V. Propriedade: ser atleta. Enunciado reescrito:
Vx (z é atleta). Dominio no qual o enunciado é V: por exemplo, o formado pelos jogadores da
Selecao Brasileira de Futebol. Dominio no qual o enunciado é F: por exemplo, o formado pelas
pessoas que, usualmente, vao a um estddio de futebol. (iv) Quantificador: 3. Propriedade: ser
inteligente. Enunciado reescrito: 3z (z é inteligente). Dominio no qual o enunciado é V: por
exemplo, o formado pelos grandes cientistas da humanidade. Dominio no qual o enunciado é F':
por exemplo, o formado por todos os brinquedos em uma loja. (v) Quantificador: V. Propriedade:
ser par. Enunciado reescrito: Vz (« é par). Dominio no qual o enunciado é V: por exemplo, o
formado pelos nimeros 2, 4 e 6. Dominio no qual o enunciado é F': por exemplo, o formado pelos
numeros 1, 2 e 3. (vi) Quantificador: V. Propriedade: ser primo. Enunciado reescrito: Vz (z é
primo). Dominio no qual o enunciado é V: por exemplo, o formado pelos nimeros 2, 3 e 5. Dominio

no qual o enunciado é F: por exemplo, o formado pelos ntimeros 1, 2 e 3.

3 Interpretacoes para um enunciado simbolizado
quantificado

Como vimos na Parte 1 do texto da Semana 3, dado um enunciado simbolizado
©, que sO possui ocorréncias de conectivos, para efeitos de andlise 16gica, uma inter-
pretacao para ¢ ¢ uma atribuicao de valores, V' ou F', aos enunciados atémicos que
ocorrem em . Agora, se p possui ocorréncia de quantificador, duas caracteristicas
impossibilitam que ¢ seja interpretado de uma maneira tao direta, a partir dos seus
componentes:

11
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(1) ocorréncias de varidveis livres nos seus componentes, que sao quantificadas
quando ¢ é formado;

(2) dependéncia do valor de ¢ nao sé aos componentes, mas também ao dominio
de avaliacao considerado.

Para interpretar enunciados que possuem ocorréncias de quantificadores, preci-
samos de uma nocao de interpretacao que dé conta destas caracteristicas.

Vamos iniciar considerando os enunciados mais simples e vamos, gradativamente,
considerando enunciados cada vez mais complexos.

Seja Qu[¢(v)] um enunciado simbolizado, formado por aplicagdo de um quan-
tificador Q a um enunciado atéomico ¢(v) que possui ocorréncia livre da
variavel v.

Para determinarmos um valor para Qu[¢(v)], devemos saber:
1. a qual dominio Qu diz respeito;

2. qual é a propriedade que ¢(v) representa, neste dominio.

Observe que nao vamos explicitar um valor para a variavel v pois, em geral, para
determinarmos o valor de um enunciado Qu[p(v)], nao é suficiente conhecermos um
valor especifico da varidvel v, mas é necessario sabermos em que dominio ela toma
valores.

Exemplo 7 O enunciado simbolizado

Vz[p(z)]

possui ocorréncia do V e tem p(x) como componente. Assim, para determinarmos
um valor para Vz[p(x)], devemos determinar um dominio D e um significado para a
propriedade p em D.

(a) Por exemplo, se escolhemos

D : formado por todos os cientistas
p . ser do sexo masculino,

o enunciado “significa”:
Vz (z é do sexo masculino),

ou seja,
todos s3o do sexo masculino.

12
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Observe que, na interpretacao escolhida, o enunciado é F' pois, por exemplo, se
x : Marie Curie, temos p(z) : F.

(b) Porém, se escolhemos

D : formado por todos os niimeros naturais ndo nulos
p : ser positivo,

o enunciado “significa”:

Va (z é positivo),
ou seja,

todos sao positivos.

Observe que, na interpretacao escolhida, o enunciado é V' pois temos p(z) : V
para todos os valores de x. O

Vamos agora, considerar enunciados quantificados um pouco mais complexos —
que generalizam os enunciados anteriores — a saber: quantificacoes de enunciados
obtidos por aplicacoes de conectivos a enunciados atomicos.

Seja Qu[e(v)] um enunciado simbolizado, formado por aplicagdo de um quan-
tificador Q a um enunciado molecular ¢(v), formado por aplicagoes dos co-
nectivos aos componentes atomicos 1(v), @2(v), ..., p,(v), que possuem
ocorréncia(s) livre(s) da variavel v.

Para determinarmos um valor para Qu[p(v)], devemos saber:

1. a qual dominio Qu diz respeito;

e, também,

2. quais sao as propriedades que 1 (v), p2(v), ..., ©,(v) representam, neste
dominio.

Novamente, nao vamos explicitar um valor para a variavel v.
Exemplo 8 O enunciado simbolizado

Fy[-q(y)]

possui ocorréncia do 3 e tem ¢(y) como componente. Assim, para determinarmos
um valor para Jy[—q(y)], devemos determinar um dominio D e um significado para
a propriedade g em D.

(a) Por exemplo, se escolhemos

D : formado por todas as pessoas
q : ter autombvel,

13
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o enunciado “significa”:
Jy = (y tem automével),

ou seja,
alguém n3o tem automovel.

Observe que, na interpretacao escolhida, o enunciado é V' pois nao ¢é dificil (para
cada um em particular) determinar um valor de y que nao tem automével.

(b) Porém, se escolhemos

D : formado por todos os niimeros pares
q : ser multiplo de 2,

o enunciado “significa”:
Jy = (y é mdltiplo de 2),

ou seja,
existem aqueles que ndo sdao miltiplos de 2.

Observe que, na interpretacao escolhida, o enunciado é F' pois temos p(z) : F
para todos os valores de x. O

Exemplo 9 O enunciado simbolizado
Vz[r(z) A —s(2)]

possui ocorréncia do V e tem r(z) e s(z) como componentes. Assim, para deter-
minarmos um valor para Vz[r(z) A s(z)], devemos determinar um dominio D e um
significado para as propriedades r e s em D.

(a) Por exemplo, se escolhemos

D : formado por todos os mamiferos
r . ter quatro patas
s : ser carnivoro,

o enunciado “significa”:

Vz (z tem quatro patas A z é carnivoro),
ou seja,

todos tém quatro patas e sdo carnivoros.

Observe que, na interpretacao escolhida, o enunciado é F' pois nao é dificil (para
cada um em particular) determinar um valor de z que néo tem quatro patas ou nao
é carnivoro.

(b) Porém, se escolhemos

D : formado por todos os tridangulos
r : ter trés lados
s : ter trés angulos,

14
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o enunciado “significa”:
Vz (z tem trés lados A z tem trés angulos),
ou seja,
todos tém trés lados e tém trés angulos.
Observe que, na interpretacgao escolhida, o enunciado é V' pois temos r(z) As(z) :

V' para todos os valores de z. U

Podemos, agora, considerar enunciados ainda um pouco mais complexos — que
generalizam os enunciados anteriores — ou seja, enunciados obtidos pela aplicagao
de conectivos a enunciados com uma ocorréncia de quantificador no inicio. Para
isto, basta utilizar as diretrizes acima em conjunto sobre todo o enunciado.

Exemplo 10 O enunciado simbolizado

Va[p(x)] — Jylq(y)]

possui uma ocorréncia de V, outra de 3 e tem p(z) e ¢(y) como componentes. As-
sim, para determinar um valor para Vz[p(z)] — Jy[¢(y)], devemos determinar um
dominio D e significados para as propriedades p e ¢ em D.

(a) Por exemplo, se escolhemos

D : formado por todos os animais
p . ser mortal
q : ser mamifero,

o enunciado “significa”:
Va (x é mortal) — Jy (y é mamifero),

ou seja,
se todos s3o mortais, entao existem mamiferos.
Observe que, na interpretagao escolhida, p(x) : V' para todos os valores de z.
Assim, o antecedente da implicacao é V. Além disso, na interpretacao escolhida,

q(y) : V para algum valor de y. Assim, o consequente da implicagdo também é V.
Logo, na interpretacao escolhida, o enunciado é V.

(b) Porém, se temos

D : formado por todos os nimeros naturais
p : ser positivo
g : serdivisivel por 0,

o enunciado “significa”:

Vx (z é positivo) — Ty (y é divisivel por 0),
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ou seja,
se todos sao positivos, entdao existem divisiveis por 0.

Observe que, na interpretagao escolhida, p(x) : V' para todos os valores de z.
Assim, o antecedente da implicacao é V. Além disso, na interpretacao escolhida,
q(y) : F para todos os valores de y. Assim, o consequente da implicacao é F. Logo,
na interpretagao escolhida, o enunciado é F.

Exemplo 11 O enunciado simbolizado
Vaulr(u)] A Fu[s(v)]

possui uma ocorréncia de V, outra de 3 e tem 7(u) e s(v) como componentes. Assim,
para determinar um valor para Vu[r(u)] A Jv[s(v)], devemos determinar um dominio
D e significados para as propriedades r e s D.

(a) Por exemplo, se escolhemos

D : formado por todos os seres
r . ser racional
s . serirracional,

o enunciado “significa”:
Yu [u é racional] A Jv [v é irracional],

ou seja,
todos s3o racionais e existe um irracional.

Observe que, na interpretagao escolhida, r(u) : F' para algum valor de u. As-
sim, o primeiro componente da conjuncao é F'. Logo, na interpretacao escolhida, o
enunciado é F'.

(b) Porém, se escolhemos

D . ser quadrilatero
r ter quatro angulos
s : ser quadrado,

o enunciado “significa”:
Vu [u tem quatro angulos| A Jv [v é quadrado],

ou seja,
todos tém quatro angulos e existem quadrados.

Observe que, na interpretagao escolhida, r(u) : V' para todos os valores de u.
Assim, o primeiro componente da conjuncao é V. Além disso, na interpretagao
escolhida, s(v) : V para todos os valores de v. Assim, o segundo componente da
conjuncao também é V. Logo, na interpretagao escolhida, o enunciado é V. U
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Interpretacoes para um enunciado

A partir dos Exemplos 7 a 11, podemos concluir que interpretar enunciados
simbolizados que possuem ocorréncias de quantificadores nao é tao simples quanto
interpretar enunciados que possuem apenas ocorréncias de conectivos. No caso dos
conectivos, € suficiente atribuir V ou F' aos enunciados atomicos componentes; no
caso dos quantificadores, usualmente, a interpretacao exige uma dose maior de ima-
ginagao.

Uma interpretagcao para um enunciado simbolizado ¢, que possui ocorréncia
de quantificadores, consiste dos seguintes itens:

— um dominio D correspondente aos quantificadores que ocorre em ¢;

— significados em D para todas as propriedades py, po, ..., p, que ocorrem
em nos componentes de .

3.1 Observacoes

Observagao 5 Seja ¢ um enunciado que possui ocorréncia(s) de quantificador(es).
Para que uma interpretacao para ¢ esteja inteiramente definida, devemos ex-
plicitar exatamente a que dominio de avaliacao os quantificadores correspondem e
quais sao exatamente as propriedades consideradas.
Por exemplo, o enunciado simbolizado

Vlp(x) V q(@)] A 3ylr(y) As(y)]

possui uma ocorréncia de V, outra de 3 e tem p(z), q(z), 7(y) e s(y) como compo-
nentes. Assim, aparentemente, uma interpretacao para ele poderia ser:

D : formado por todos os alunos da turma
P gostar de Matematica

q gostar de Educacao Fisica

r tirar boas notas

S se divertir no recreio

De acordo com esta aparente interpretacao, o enunciado afirma que, em certa
turmas:
todos gostam de Matematica ou de Educacdo Fisica

e
alguns tiram boas notas e se divertem no recreio

Mas o esquema acima nao ¢ uma interpretacao, pois nao sabemos de que turma
estamos falando: a nossa turma? uma outra turma? etc.

Para definir uma interpretacao nestes moldes, devemos especificar exatamente a
que turma estamos nos referindo.
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Observacao 6 Para evitar a utilizagao de conhecimentos muito especificos — ou até

mesmo inacessiveis para a maioria — quando estamos trabalhando com conectivos e

quantificadores, usualmente, consideramos como dominio de avalia¢ao o conjunto dos

nimeros naturais e utilizamos propriedades bem conhecidas sobre niimeros naturais.
Por exemplo, o enunciado simbolizado

Vr[p(z) V q(z)] A Jylr(y) A s(y)]

pode ser interpretado por:

D : formado por todos os nimeros naturais
P ser par

q ser impar

r ser primo

S ser maior do que 2

De acordo com esta interpretacao, o enunciado afirma, simplesmente, que:

todos sdo pares ou impares
e
algum é primo e maior do que 2

Assim, nesta interpretacao, o enunciado é V.

3.2 Exercicios

Exercicio 4 Considere a seguinte interpretagao:

D

ST~ SV B

formado por todos os niimeros naturais nao nulos
ser par

ser impar

ser primo

ser positivo

ser negativo

ser quadrado perfeito

ser igual a 2

Para cada enunciado simbolizado abaixo, reescreva o enunciado em Lingua Por-
tuguesa, de acordo com a interpretacao dada, e determine se o enunciado é V ou F":

(
(
(
(
(
(
(

i)
ii
ii
v
v

v

)
iv)

~—

1

i)
ii)
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Exercicio 5 Para cada enunciado simbolizado abaixo, determine uma interpretacao
cujo dominio é formado por todos os niimero naturais nao nulos, na qual o enunciado
seja V' e uma outra na qual o enunciado seja F'.

i) Jrp(x) — Jyq(y)

11

(

(

(iii)  Fzp(xr) — Yyq(y)
(iv)

(

(

v)  [Byp(y) A Fzq(2)] = Fz[p(z) A q(z)]
vi) Va[p(z) Vq(z)] = [Vyp(y) V Vzq(2)]

LLI
8
AAE\/—\
8
S N N
<
/\/\P\/\
s

Antes de ler a resolucgao, tente resolver o exercicio usando os con-
ceitos estudados.

Resolucao do Exercicio 4: (i) Reescrita: existem pares. Valor: V, pois 2 é par. (ii) Reescrita:
todos s3o impares. Valor: F', pois 2 nao é {mpar. (iii) Reescrita: existem impares e existem n3o
primos, ou seja, existem impares e existem compostos, Valor: V', pois 1 é impar e que 4 é composto.
(iv) Reescrita: todos sdo positivos ou negativos. Valor: V, pois todos s@o positivos. (v) Reescrita:
todos os quadrados perfeitos sdo negativos. Valor: F, pois 4 é quadrado perfeito e nao é negativo.
(vi) Reescrita: qualquer um: é par e primo se, e somente se, é igual a 2. Valor: V, pois sabemos
que 2 é o unico natural que é par e primo. (vii) Reescrita: existem pares e quadrados perfeitos que
n3o sdo iguais a 2 e existem impares que n3o sdo quadrados perfeitos e sdo negativos. Valor: F', pois

todos sao positivos. Resolugao do Exercicio 5: Interpretacoes definidas sobre niimeros naturais

D : N*
nao nulos. (i) Primeira interpretagdo: p : ser par Nesta interpretacdo, o enunciado é se
q : serimpar.
existe um que é par, entdo existe um que é impar. Assim, temos V — V e o enunciado é V.
D : N*
Segunda interpretacdo: p : ser par Nesta interpretagao, o enunciado é se existe um que
q : ser negativo.
é par, entdo existe um que é negativo. Assim, temos V — F e o enunciado é F. (ii) Primeira
*
interpretagao: N . Nesta interpretagao, o enunciado é se existe um que é positivo,
ser positivo.

entdo todos sdo positivos. Assim, temos V. — V e o enunciado é V. Segunda interpretacio:

D : N* . - . . . . - ~
Nesta interpretagdo, o enunciado é se existe um que é par, entdo todos s3o pares.

p . ser par
D : N*
Assim, temos V — F e o enunciado é F. (iii) Primeira interpretacdo: p : ser par Nesta
q : ser positivo.
interpretacao, o enunciado afirma que se existe um que é par, entdo todos s3o positivos. Assim, temos
D : N*
V — V e o enunciado é V. Segunda interpretagao: p : ser par Nesta interpretacao, o
q : ser negativo.
enunciado afirma que se existe um que é par, entdo todos sdo negativos. Assim, temos V' — F e o
D : N*
enunciado é F. (iv) Primeira interpretagdo: p : ser positivo Nesta interpretagio, o enunciado
q . serinteiro.

afirma que se todos sdo positivos, entdo todos sdo inteiros. Assim, temos V' — V e o enunciado é V.
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D : N*
Segunda interpretagao: p : ser positivo Nesta interpretacao, o enunciado afirma que se todos
q : ser negativo.
s3o positivos, entdo todos sdo negativos. Assim, temos V — F' e o enunciado é F. (v) Primeira
D : N*
interpretagao: p : ser par Nesta interpretagao, o enunciado afirma que se existe um que
q : Sser primo.
é par e existe um que é primo, entdo existe um que é (simultanemante) par e primo. Assim, temos
D : N*
VAV =V e o enunciado é V. Segunda interpretagdo: p : ser par Nesta interpretacao,
q : serimpar.

o enunciado afirma que se existe um que é par e existe um que é impar, entdo existe um que é

(simultanemante) par e impar. Assim, temos V AV — F e o enunciado é F. (vi) Primeira
D . N*
interpretacdo: p : ser positivos Nesta interpretagdao, o enunciado afirma que se todos sdo
q : serracional.
positivos ou racionais, entdo todos sdo positivos ou todos sdo racionais. Assim, temos V — VvV V
D : N*
e o enunciado é V. Segunda interpretagao: p : ser par Nesta interpretagao, o enunciado
q : serimpar.
afirma que se todos sdo pares ou impares, entdo todos sdo pares ou todos sdo impares. Assim, temos
V — FV F e o enunciado é F.
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