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Neste texto, vamos aplicar os conhecimentos e resultados ja abordados nos tex-
tos da Semana 3, Partes 2 e 3; da Semana 5, Parte 3; e da Semana 6, Partes 1
e 2; para obter uma maneira sistematica de reescrever enunciados que possuem
ocorréncias de conectivos e quantificadores (Segao 1).

Apés estudarmos este texto, vamos ser capazes de: mostrar que dois enunciados
sao equivalentes, exibindo uma sequéncia de enunciados equivalentes, que mostra
como um enunciado pode ser transformado no outro (Exercicios 1 e 2).
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1 Transformacao de enunciados quantificados em
equivalentes

No Texto da Semana 6, Parte 2, vimos como podemos usar os pares de enunciados
equivalentes
~Jle()] , Vo[mp(v)]
“Volp()] , Fu[mp(v)]

para simplificar a redagao de negacoes. Intuitivamente, estas equivaléncias podem
ser expressas, respectivamente, como:

negacoes de existencializagoes sao equivalentes a generalizagoes de negacoes,
e
negacoes de generalizagoes sao equivalentes a existencializagoes de negacoes.

Esta forma intuitiva de expressar as equivaléncias evidencia que elas correspon-
dem as Leis de De Morgan:

(pve) s (2e) A ()
pAd) o (e) V()

que, intuitivamente, podem ser expressas de maneira inteiramente similar, como:

negagoes de disjuncoes sao equivalentes a disjuncoes de negagoes,
e
negacoes de conjuncgoes sao equivalentes a disjuncgoes de negagoes.

Compare as formulagoes acima, levando em conta que, como j& vimos, 3 corres-
ponde a V e V corresponde ao A.

Esta forma intuitiva de examinar os enunciados quantificados pode ser usada para
nos convencermos intuitivamente de que certos pares de enunciados sao formados
por enunciados equivalentes.

Exemplo 1 (a) Os enunciados

Vz[p(z) Aq(z)] [VYyq(y)] A [Vap(2)]

sao equivalentes.
De fato, em qualquer dominio D, formado pelos objetos a, b, ¢ ..., o enunciado
Va[p(xz) Ag(x)] pode ser visto, intuitivamente, como uma “conjuncao” de conjungoes:

[p(a) A (@] A p(®b) A q(®)] Alp(e) Ag(e)] A

Agora, pela Associatividade e Comutatividade do A, intuitivamente, esta “con-
juncao” é equivalente a:

[p(a) Ap(b) Ap(e) A---] Algla) Ag(b) Agle) A--].

Esta tltima “conjuncao”, intuitivamente, é equivalente a [Vyp(y)] A [Vzq(2)].
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(b) Os enunciados

Jxlp(z) va(o)] , Byp(y)] vV [Bzq(2)]

sao equivalentes.
De fato, em qualquer dominio D, formado pelos objetos a, b, ¢ ..., o enunciado
Jz[p(x) V q(x)] pode ser visto, intuitivamente, como uma “disjun¢ao” de disjungoes:

[p(a) V q(a)] V [p(b) V q(b)] V [p(c) V q(c)] V- - -

Agora, pela Associatividade e Comutatividade do V, intuitivamente, esta “dis-
juncao” ¢é equivalente a:

[p(a) vV p(b) V p(c) V-] V[q(a) V q(b) V q(c) V - -].
Esta tltima “disjungao”, intuitivamente, é equivalente a [Jyp(y)] V [Fzq(z)].. O

Aplicacoes diligentes desta técnica fornecem exemplos de equivaléncias extrema-
mente importantes.

Exemplo 2 Seja v uma variavel qualquer. Se ¢ nao possui ocorréncia nao quantifi-
cada de v e 1(v) possui ocorréncia nao quantificada de v, os enunciados Yo[p A (v)]
e ¢ A [Vop(v)] sdo equivalentes.

De fato, como ¢ nao possui ocorréncia nao quantificada de v, quando avaliamos
intuitivamente a generalizacao Yu[p A (v)], interpretando-a como uma “conjungao”,
em um dominio D formado pelos objetos a, b, ¢ ..., nao hé substituicao, em ¢, da
variavel v por nenhum dos objetos a, b, ¢ .. ..

Assim, o enunciado Vo[ A1 (v)] pode ser visto, intuitivamente, como a seguinte
“conjuncao” de conjuncoes:

o Ap(@)] Al AN Ale A A---.

Agora, pela Associatividade e Comutatividade do A, intuitivamente, esta “con-
juncao” é equivalente a:

lone N AN () Ap(b) Ale) A--].

Agora, pela Idempoténcia do A, intuitivamente, esta “conjuncao” é equivalente

p Al(a) Np(D) Ap(e) A---].

Esta tltima, “conjun¢ao”, intuitivamente, é equivalente a ¢ A [Vop(v)]. O

Exemplo 3 Seja v uma variavel qualquer. Se ¢ nao possui ocorréncia nao quantifi-
cada de v e 1(v) possui ocorréncia nao quantificada de v, os enunciados Jv[p A (v)]
e ¢ A [Fup(v)] sdo equivalentes.

De fato, como ¢ nao possui ocorréncia nao possui ocorréncia nao quantificada de
v, quando avaliamos intuitivamente a existencializa¢ao Jv[p A (v)], interpretando-a
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como uma “disjuncao”, em um dominio D formado pelos objetos a, b, ¢ ..., nao ha
substiuicao, em ¢, da variavel v por nenhum dos objetos a, b, c .. ..

Assim, o enunciado Jv[p A1 (v)] pode ser visto, intuitivamente, como a seguinte
“disjuncao” de conjuncoes:

e A @]V [ ADO]V [p AY(O] V-

Agora, pela Distributividade do A sobre o V, intuitivamente, esta “conjuncao” é
equivalente a:

p A(a) Vp(b) v i(e) V-]
Esta tltima, “conjun¢ao”, intuitivamente, é equivalente a ¢ A [Jup(v)]. O
Temos, agora, elementos suficientes para examinar alguns exemplos interessantes
de “transformacgao de um enunciado no outro”, pela aplicacao sucessiva de equi-

valéncias. Iniciamos com alguns exemplos bem simples e vamos, gradativamente,
aumentando a dificuldade.

Exemplo 4 Os enunciados Jv[p(v)] e =Vu[=p(v)] sdo equivalentes.
De fato, temos a seguinte sequéncia de equivaléncias:

Fop(v)]

é equivalente a

= Jvfe(v)]
é equivalente a

—Vo[=p(v)].

Observe que esta equivaléncia mostra como podemos expressar uma existencia-
lizagao através da negacao de uma generalizacao; e é semelhante a Defini¢ao do V
pelo A:

(eve) o =l A=)

Exemplo 5 Os enunciados Yv[p(v)] e =Fv[—p(v)] sdo equivalentes.
De fato, temos a seguinte sequéncia de equivaléncias:

Volp(v)]

é equivalente a
—~=Volp(v)]

é equivalente a

—=3v[=p(v)]

Observe que esta equivaléncia mostra como podemos expressar uma genera-
lizacao através da negagao de uma existencializacao; e é semelhante a Defini¢ao
do A pelo V:

ny) 2l V(=)
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Os exemplos acima ilustram que, de maneira similar ao que acontece no caso dos
conectivos, alguns pares de enunciados equivalentes envolvendo conectivos e quan-
tificadores sao importantes, pois expressam propriedades dos conectivos e quantifi-
cadores que esclarecem as inter-relagoes existentes entre eles.

Os pares de enunciados equivalentes que temos, até o momento, sao:

Equivaléncia Nome da equivaléncia

Jzp(x) e Jyp(y) Troca da varidavel quantificada
Vep(r) e Yye(y) Troca da varidvel quantificada
—Jzp(x) e Yrop(x) Lei de De Morgan generalizada
—Vrp(x) e Jrop(x) Lei de De Morgan generalizada
dzp(x) e —Vrop(z) Defini¢ao do 3

Vrep(x) e —3Jx—p(x) Definigao do V

Vap(xz) Aq(x)] e Vylp(y)] AVz[p(z)] Distributividade do V sobre o A
Jz[p(z) V q(x)] e Jylp(y)] VvV Iz[p(z)] Distributividade do 3 sobre o V

Volp Ab(v)] e @A [Nop(v)] Simplificacao do V sobre o A,
se ¢ nao tem ocorréncias nao
quantificadas de v

lp AW)] e @A [Fop(v)] Simplificacao do 3 sobre o A,
se ¢ nao tem ocorréncias nao
quantificadas de v

Vamos, agora, aplicar estas equivaléncias na transformacao de um enunciado em
outro.

Exemplo 6 (a) Os enunciados —3x[p(z) A —¢q(z)] e Va[p(z) — ¢(x)] sdo equivalen-
tes.
De fato, temos a seguinte sequéncia de equivaléncias:

—3z[p(x) A =q(z)]
é equivalente a
Va=[p(z) A —q(x)]
é equivalente a
Va[-p(z) V =g (z)]
é equivalente a
Va[-p(z) V q(z)]

é equivalente a

Va[p(z) — q(z)].

5
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Nos passos acima, usamos as seguintes equivaléncias, respectivamente:

1) De Morgan generalizada,
2) Lei de De Morgan,

3) Negagao do —,

4) Defini¢ao do —.

(b) Os enunciados Jz[p(x) — q(z)] e Vz[p(x)] — Jz[q(z)] sdo equivalentes.
De fato, temos a seguinte sequéncia de equivaléncias:

Fzp(z) — q(z)]
é equivalente a
dz[-p(z) V q(z)]

é equivalente a
Jz[=p(a)] v Fz[q(x)]
é equivalente a
~Vap(x)] v 3z[q(x)]
é equivalente a
Va[p(x)] = Jxlg(z)]

é equivalente a

Va[p(z)] — Jylq(y)]-

Nos passos acima, usamos as seguintes equivaléncias, respectivamente:

(1) Definigao do —,

(2) Distributividade do 3 sobre o V,
(3) De Morgan generalizada,

(4) Definicao do —,

(5) Troca da variavel.

(¢) Os enunciados Vz[p(z) — q(x)] A =3y[p(y) A q(y)] e Yx—p(x) sdo equivalentes.
De fato, temos a seguinte sequéncia de equivaléncias:

Vz[p(z) — q(z)] A =3y[p(y) A a(y)]

é equivalente a

Valp(z) = q(z)] A =3zlp(z) A ()]

é equivalente a

Vz[p(z) — q(z)] A Vz=[p(x) A q(z)]

6
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é equivalente a
Va{[p(z) = q(@)] A =[p(z) A q(@)]}

é equivalente a

Va{[-p(z) V q(@)] A =[p(x) A g(z)]}
é equivalente a

Va{[-p(z) V q(z)] A [-p(z) V —~q(z)]}
¢é equivalente a

Va{=p(z) Ag(z) V —q(z)]}
é equivalente a
Va[-p(z)].
Nos passos acima, usamos as seguintes equivaléncias, respectivamente:

) Troca da varidvel,

) De Morgan generalizada,

) Distribuitividade do V sobre o A,
) Defini¢ao do —,

) Lei de De Morgan,

) Distributividade do A sobre o V,
) Elemento neutro do A.

(d) Os enunciados Va{p(z) — [q(z)Vr(x)]} AVy{p(y) — —[q(y)Ar(y)]} e Vz{p(z) —
[q(2) <> —r(z)]} sdo equivalentes.
De fato, temos a seguinte sequéncia de equivaléncias:

Va{p(z) = [q(x) V r(z)]} AVy{p(y) = —lq(y) Ar(y)]}

é equivalente a

Va{p(x) = [q(x) vV r(z)]} AVa{p(z) = —lg(z) Ar(z)]}

é equivalente a

va({p(x) = la(@) V ()]} A {pla) = ~la(a) Ar()]})

é equivalente a

Vi ({-p(2) V [a(x) V r(@)]} A {=p(a) v Sla(@) Ar(@)]})

é equivalente a

var ({-p(2) V [g(x) V (@)} A {p(e) V [a(2) v -r(@)]})

7
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é equivalente a
v (=p(2) v {la(@) V (@) A (@) V ()]}
é equivalente a
v (=p(2) v {[r(2) V g(@)] A [a(2) V =r(@)]})
é equivalente a
Ve (ple) v {[~r(@) V g(@)] A () v or(@)]})
é equivalente a
v (p(e) v {[r(2) = g(@)] A lg(w) = r(@)]})
é equivalente a
v (=p(a) v {la(z) = ~r(@)] A [r() = q@)]})
é equivalente a
v (-p(@) V la(e) & —r(2)])
é equivalente a
YV (p(x) — [q(z) ﬂr(l’)])
é equivalente a
Vz{p(z) = [a(z) < —r(2)]}.
Nos passos acima, usamos as seguintes equivaléncias, respectivamente:

Troca da variavel,

—~
—_
~—

(2)  Distributividade do V sobre o V,
(3)  Defini¢ao do —,

(4)  De Morgan,

(5)  Distributividade do V sobre o A,
(6)  Comutatividade do V,

(7)  Negacao do —,

(8)  Defini¢ao do —,

(9)  Comutatividade do A,

(10) Definicao do <,

(11) Troca da variavel.

(e) Seja v uma varidvel qualquer. Se ¢ nao possui ocorréncia nao quantificada de
v e 1(v) possui ocorréncia nao quantificada de v, os enunciados Vz[p — ¥ (v)] e
@ — [Va(v)] sdo equivalentes.
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De fato, temos a seguinte sequéncia de equivaléncias:

Vz[p — ¥(v)]

é equivalente a

Vz—-lp = P(v)]

é equivalente a

Vz=lp A —(v)]

¢é equivalente a

—3zfe A =p(v)]

é equivalente a

=l ATz (=(v))]

é equivalente a

(=] V [=32 (=9 (v))]

é equivalente a

(=] V [V (== (v))]

é equivalente a

(=] V [V (v)]

é equivalente a

p = [Vay(v)].

Nos passos acima, usamos as seguintes equivaléncias, respectivamente:

(1) Negacao do —,

(2) Negacao do —,

(3) De Morgan generalizada,

(4) Simplificagdo do 3 sobre o A
(5) De Morgan,

(6) De Morgan generalizada,

(7) Negacao do —,

(8) Defini¢ao do —.

1.1 Observacgoes

Observacao 1 Equivaléncias sao frequentemente utilizadas na reescrita de enun-
ciados, principalmente, quando temos a definicao de um conceito matematico e
queremos determinar condigoes para que aquele conceito nao se estabeleca.
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Por exemplo, uma das defini¢oes principais da /flgebm Linear é a de base de um
espaco vetorial.

Seja V' um espaco vetorial e B um conjunto de vetores de V. Dizemos que B
é uma base de V se, e somente se, B é linearmente independente e B gera V.

Para facilitar a anélise 16gica, podemos reescrever abreviadamente esta definicao
como
B ébasedeV <+ BéLlleBgeraV

Este enunciado reescrito mostra claramente que para B ser uma base, B deve
satisfazer simultaneamente as propriedades ser LI e gerar.
Assim, a negacao de ser uma base pode ser escrita como:

—(B ébasede V) <> (B éLle BgeraV)
que é equivalente a
—(B é base de V') <» —(B é LI) ou =(B gera V)
que pode ser reescrita como
B n3o é uma base se, e somente se, B nao é LI ou B nao gera V

Este ultimo enunciado reescrito mostra claramente que para B nao ser uma base,
basta que B nao satisfaca a uma das propriedades ser LI ou gerar.

1.2 Exercicio resolvido

Exercicio 1 Seja v uma varidvel e ¢ um enunciado que nao possui ocorréncias nao
quantificadas de v. Mostrar que os seguintes enunciados sao equivalentes:

(i) WolpVvi)] e oV I[Vup(v)
(i) Tl V)] e oV [Tvp(v)]
(iii) Volp = P(v)] e » = [Vup(v)]
(iv) Ffp = D) e ¢ — [Fup(v)]

Exercicio 2 Mostrar que os seguintes enunciados sao equivalentes, usando sequén-
cias de equivaléncias:

(i)  —3z[p(z) Ag(z)] e Va[p(z) — —q(z)]
(i) —3z[p(x) AVy(q(y) — r(z))] e YeIyl(-p(x) vV q(y)) A (=p(z) V —r(z))]

Antes de ler a resolugao, tente resolver os exercicios usando os con-
ceitos estudados.

10
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Resolug¢ao do Exercicio 1: Considere um dominio D, formado pelos objetos a, b, ¢, .... (i) Em
D, Vo[pVi(v)] pode ser visto como [V ip(a)]A[eVi(b)| AV (c)]A- - -, que, pela Distributividade
do A sobre o V, pode ser visto como ¢V [1p(a) A (b) Ah(c)A- - -] que, pode ser visto como oV [Vup(v)].
(ii) Em D, Ju[p V ¢(v)] pode ser visto como [p V (a)] V[ V(b)) V [p V(c)] V -+, que, pela
Comutatividade do V, pode ser visto como [V @V @V -]V [¢(a) V(b)) V(c) V - -] que, pela
Idempoténcia do V, pode ser visto como ¢ V [¢(a) V ¥(b) V i(c) V - -] que, pode ser visto como
o V [Fup(v)]. (iii) Em D, Yu[p — 1(v)] é equivalente a Yu[—p V ¢(v)]. Agora, como em —p nao
hé ocorréncia ndo quantificada de v, este dltimo é equivalente a —p V Voi)(v) é equivalente a ¢ —
[Voip(v)]. (iv) Considere um dominio D, formado pelos objetos a, b, ¢, .... Em D, Jv[p — ¥ (v)]
é equivalente a Jv[-p V ¢ (v)] que pode ser visto como [ V ¢(a)] V[~ V(b)) V [~ V()] V---
que, pela comutatividade do V, pode ser visto como [-@ V =@ V =@ V-]V [¢(a) V (b)(c) V - -]
que, pela idempoténcia do V, pode ser visto como [—¢] V [¢(a) V(b)) (c) V - - -] que é equivalente a
v = [¥(a) V(b)Y(c) V-] que pode ser visto como ¢ — [Fuip(v)]. Resolugdo do Exercicio 2:
(i) =3z[p(z) A q(z)] é equivalente a Vz—[p(z) A q(z)], que é equivalente a Va[-p(z) V —¢(x)], que é
equivalente a Vx[p(x) — —¢(z)]. (Determine a equivaléncia que foi usada em cada passo!)
(i) Vz[p(z) = q(z)] — [Fyp(y) — J2q(2)] é equivalente a Vz[p(z) — g(z)] — [Jyp(y) V I2q(2)] ¢
equivalente a Vz[p(z) — q(x)] = [Vy—-p(y) V Jzq(2)] é equivalente a Vz[p(x) — q(z)] — [Vy—p(y) V
Jzq(z)]. (Determine a equivaléncia que foi usada em cada passo!)
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