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Parte 1

Sentencas atdmicas, moleculares e conectivos



Sentencas
Nas aplicagdes de LC, férmulas correspondem a sentengas.

Uma sentenca é uma expressao de uma dada linguagem que pode
ser classificada como verdadeira ou falsa, de maneira exclusiva, em
um dado contexto.

As frases

Madrcia € professora.
Petrucio é chato.

Renata ensina Ldgica.

sao sentencas.



N3o sentencas

As frases

Isto vai cair na prova?
Que assunto chato!

Por favor, termine logo a aula...

nao sao sentencas.



Conectivos

Também podemos formar novas sentencas a partir de outras,
usando os conectivos:

Marcia ndo € carioca.

Petrucio € chato e é metido.

Para passar com Renata é necessario estudar.
E possivel que o aluno passe com Renata.

Eu sei que da para passar com Renata sem estudar.



Conectivos

Um conectivo é uma expressao de uma dada linguagem utilizada
para formar sentencas a partir de sentencas dadas.

nao

é possivel que

eu sei que

E muitos outros...



Classificacdo de sentencas

Sentencas s3o classificadas de acordo com o fato de serem ou nao
formadas a partir de outras sentencgas.

Uma sentenca é atdmica se ndo é formada a partir de outras
sentengas apenas por aplicagdo dos conectivos.

Uma sentenca é molecular se é formada a partir de outras
sentencas apenas por aplicacdo dos conectivos.



Conectivos de LC

As férmulas de LC correspondem apenas a sentencas formadas a
partir dos conectivos

as variaveis para sentencas

P ) q ) r )



Parte 2

Semantica dos conectivos



Principios para a semantica de LC

1. Existe um contexto onde as férmulas recebem valores
(Verdadeiro ou Falso).

2. Cada férmula, em um dado contexto, possui um valor bem
definido.

3. O valor de uma férmula atémica depende do contexto.



Exemplo

No contexto atual, a sentenca atémica

Petricio é casado com a Gisele Bilindchen.

é falsa.

Mas, existe um contexto no qual ela é verdadeira.



Principios para a semantica de LC

4. O valor (Verdadeiro ou Falso) de uma sentenca molecular
depende exclusivamente do valor das sentencas utilizadas na
sua formacao.

5. O comportamento de cada conectivo em relag3o a
determinac¢do do valor de uma sentenca é andlogo ao modo
como estes conectivos sdo utilizados em contextos
matematicos.



Negacao

Na Linguagem Matematica, o ndo ¢ utilizado quando queremos
negar o contetido de uma sentenca.

u € A se, e somente se, u ZA



Regra de avaliacao do —

1. Uma negacdo é V se o componente é F.

2. Uma negacao é F se o componente é V



Tabela de avaliacdo do —

Dada uma férmula ¢, temos:

A que nivel de moral n3o descem as pessoas.

A que nivel de moral descem as pessoas.



Conjuncao

Na Linguagem Matemdtica, o e ¢ utilizado quando queremos
afirmar a ocorréncia simultanea de dois fatos.

ue ANB se, esomentese, uc Aeue B



Regra de avaliacao do A

1. Uma conjuncdo é V se seus componentes sdo
simultaneamente verdadeiros.

2. Uma conjuncao é F se ao menos um dos seus componentes é
F.



Tabela de avaliacao do A

Dadas as férmulas ¢ e 1, temos:

O palhago saiu correndo e o circo pegou fogo.

O circo pegou fogo e o palhaco saiu correndo.



Disjuncao

Na Linguagem Matemdtica, o ou é utilizado quando queremos
apresentar alternativas.

ue AUB se, esomentese, uec¢ Aouue B



Regra de avaliacao do Vv

1. Uma disjuncdo é F se seus componentes sdo simultaneamente
F.

2. Uma disjungao é V se ao menos um dos seus componentes é
V.



Regra de avaliacao do Vv

Dadas as férmulas ¢ e 1, temos:

Amanh3a vai chover ou o dia vai ficar nublado.

Marcelo é flamenguista ou tricolor.



Biimplicacao

Na Linguagem Matemadtica, o se, e somente se é utilizado quando
queremos dizer que duas sentencas tém o mesmo contedido.

Um conjunto é vazio se, e somente se, n3o possui elementos.



Regra de avaliacdo do <»

1. Uma biimplicagdo é V se seus componentes possuem os
mesmos valores.

2. Uma biimplicagdo é F se seus componentes possuem valores
distintos.



Tabela de avaliacdo do «

Dadas duas férmulas quaisquer ¢ e 1, temos:

Brasilia é a capital do Brasil se, e somente se, 2 é par.



Implicacao

O valor de uma implicacdo depende da existéncia de alguma
relacdo de causa e efeito entre o antecedente e o consequente.

Paulo fica doente.
O médico receita um remédio para Paulo.

Se Paulo fica doente, entdo o médico receita um remédio para
Paulo.

Se o médico receita um remédio para Paulo, entdo Paulo fica
doente.



Implicacao

Usualmente, o se...entdo n3o forma sentencas cujo valor, em um
dado contexto, depende exclusivamente do valor de seus
componentes, neste contexto.

Temos que definir a semantica do se...entdo de modo a
“consertar este defeito”.

Temos duas maneiras de fazer isto. Em ambas, chegamos ao
mesmo lugar.



“Para todo” e “se...entao”

Na Linguagem Matemdtica, o se...entdo ¢ utilizado quando
queremos apresentar uma condi¢do para que algo se verifique.

A é subconjunto de B
se, e somente se,
para todo u € U,se u € A, entdou € B



“Para todo” e “se...entao”

U={1,2,3}, A={1} e B={1,2}

Temos, de maneira clara, que A C B.

Assim,

leA—>1€eB
2cA—=>2¢cB
3¢A—=3¢8B

sao V.



“Para todo” e “se...entao”

Logo, devemos especificar:

V-V
F—V
F—F

< <<

A tabela de avaliacdo do — deve terminar com:

e Y] (p—ov)
ARY Vv
VIF ?
Flv Vv
F|F Vv



“Para todo” e “se...entao”

E natural considerar
Vs F: F

Assim, temos a tabela de avaliacdo do —:

o | v | (=)
ViV VvV
VIF| F
Flv]| v
FIF| v

Se 2 +2 =5, ent3o ha vida em Marte.

Se 2+ 2 =5, ent3o n3o hd vida em Marte.



Tabelas inaceitaveis

Escolha aceitavel:
VsV:V

A tabela de avaliagdo do — deve iniciar do seguinte modo:




Tabelas inaceitaveis

Outra escolha aceitavel:

Vo F:F

A tabela de avaliacdo do — deve continuar do seguinte modo:

~ v T <[]



Tabelas inaceitaveis

Quais sdo as escolhas aceitaveis para

| v ] (=)
FlV 7
AME

Existem 4 quatro opg¢oes, que podem ser dispostas na seguinte
tabela:

p v (1) ](2]03)] @)
VIVIVIVI]V]V
VIFIF|F|F|F
FIVIV|VI|F|F
FIFIV|F|V|F



Tabelas inaceitaveis

(4) é a tabela do V:

Isto é inaceitavel.

p v (1)) ]G)](end)
ViVivivIiv] Vv
VIFIF|F|F| F
FIVIV|IV|F| F
FIFIV|F|V| F



Tabelas inaceitaveis

(3) é a tabela do +»:

m T < <6

Isto é inaceitavel.

T <[>



Tabelas inaceitaveis

(2) é a tabela do ¢:

Isto é inaceitavel.

o <|>



Regra de avaliacdo do —

A (nica op¢do aceitdvel é (1):

1. Uma implicacdo é F se o antecedente é V' e o consequente é
F.

2. Uma implicacdo é V em todos os outros casos.



Tabela de avaliacdo do —

Dadas as férmulas ¢ e 1, temos:

E esta é a Unica tabela aceitavel!



Em resumo

As seguintes sdo as tabelas de avaliagcdo dos conectivos:




Parte 3

Uma aplicacao simples



Que dia é hoje...

Considere as sentencas:

(i
(ii

) Hoje ndo € terca.
)

(iii) Hoje é sabado ou amanh& ndo serd terga.
)
)

Hoje € sabado e ontem foi sexta.

(iv) Se hoje ndo é segunda, entdo amanh3 também nio serd terca.

(v) Hoje ndo € sdbado se, e somente se, ontem foi sexta.

Classificd-las como V ou F.



Primeiro passo

Determinar as sentencas atdmicas usadas na formagdo das
sentencas dadas:

hoje € terca

hoje é sdbado
ontem foi sexta
amanh3 serd terca
hoje € segunda



Segundo passo

Estabelecer uma correspondéncia entre as sentencas atomicas e as
varidveis para sentencas que serdo usadas para representa-las.

Em légica, ndo é usual considerar o tempo verbal como parte das
sentencas atémicas.

hoje € terca
hoje € sabado
ontem é sexta
amanha € terca
hoje é segunda

~ 0 N Q9



Terceiro passo

Simbolizar as sentencas dadas, de acordo com a correspondéncia
definida, possivelmente, eliminando parénteses obviamente
desnecessarios.

(") (=p) Loop

(i"y (gAr) L gATr
(i) (qv (o) ¢ qv-s
(iv’) ((—|t) — (—|S)) : ot — s
) (a9 e 0 —qer



Passo intermediario

Para calcular os valores de (i’), ..., (V'), devemos ter os valores de
p? q7 A 7Z'

Mas estes dependem do contexto no qual (i), ..., (v) sdo
proferidas.

Esta é a informacao que define a interpretacdo que segue.



Quarto passo

As sentengas (i), ..., (v) foram proferidas num sabado.

Temos entdo, a seguinte interpretacdo para as variaveis:

(hoje € terca)
(hoje é sabado)
(ontem € sexta)

(amanh3 é terga)
(hoje € segunda)

~ U QT
B s B i



Passo final

Usando as tabelas dos conectivos, calculamos os valores dos
enunciados simbolizados, de acordo com a interpretacdo definida:

(") -

(i) qAr
(i) qV-s

( ) -t — s
(V) —qer

LN NN



A interpretacdo considerada anteriormente foi definida
considerando-se que as sentencas foram proferidas em um sabado.

Poderiamos ter interpretacoes diferentes, se considerassemos que
as sentencas foram proferidas em outros dias da semana:

p g r s t

domingo F F F F F
segunda F V. F F V
terca V. F F F F
quarta F F V V F
quinta F F F F F
sexta F F F F F
sdbado F F F F F

p : hoje € terca, q : hoje € sdbado, r : ontem é sexta,
S : amanhd € terga, t : hoje é segunda



Usando essa tabela, podemos observar que algumas férmulas sdo
V em alguns dias e F em outras, mas outras férmulas mantém seu
valor, mesmo quando mudamos o dia da semana em que a férmula
é avaliada.

p g r s t —p t—-os oger

domingo F F F F F V % F
segunda F V F F V V %4 F
terca V. F F F F F % F
quarta F F V V F V %4 F
quinta F F F F F V %4 F
sexta F F F F F V %4 F
sdbadko F F F F F V % F



S

r

q

SLu>SL>u>SL>u>L>u>L>u>L>u>L>u>L>u>n

S>LL>>uLu>>uu>S>uLL>>uuL>>uLu>>uuw>>un

S>S>>Lbuw>S>S>>uhbe>S>>>hbbluwu>>>>uuhn

S>>>>>>>ubbbbblu>>>S>>>>>ubbbnunn

D D 1L VS Vi VI Vi Vi VA Vi VI VI VA VI Vi VA VR T

)
) S
|% o
o u Y
..L.ad
p -
a/wm~w
hw o Vv o
MOC R
a9 Q]'3
S gL f
.mNOomm
T O <Q [
n 88 R gE
S v c ,°3F
Ealagq T
]
arecdn
/”ednae
e._m.ﬁe.’p
o .= ER L
cCc 0O
OSOGVH
O @ O w @ - I



Parte 4

Interpretacoes e tabelas de avaliacdo



Interpretacoes sao funcoes

Como associamos um valor a cada varidvel para sentencas em
{p,q,r,s,t} e cada varidvel para sentengas teve um dnico valor
associado, formalmente, uma interpretacdo é uma funcdo:

I: {p,q,rst} — {V,F}
v = ]

Como, a partir de /, associamos um valor a cada férmula e cada
férmula teve associado um unico valor, o que fizemos foi calcular o
valor de uma outra func3o:

I*: FLC — {V,F}
o = I"[g],

definida para férmulas formadas com varidveis para sentencas em
{p,q.r s t}.



Interpretacoes sao funcoes

Tudo isto fez sentido por que [ e /* associam os mesmos valores as
varidveis para sentencas:

I*[v] = I1v],

para toda v € {p,q,r,s,t}.

Além disso, o calculo de I* foi feito de acordo com as tabelas de
avaliagbes dos conectivos.



Calculando /*[-p] formalmente

Calculamos /*[—p] de “cima para baixo":

I*[-p] =V sse [*[p]=F

sse I[p]=F

Como I[p] = F, temos [*[-p] = V.



Calculando /*[—p] de “baixo para cima":

Temos I[p] = F.

Assim, I*[p] = F.

Assim, I*[-p] = V.



Calculando I*[g V —s] formalmente

Calculando /*[q V —s] de “cima para baixo":

I*l[gv-s]=V <= [I*[q]=V oul*[-s]=V
< [I"[q]=Voul*[s]=F

<= I[gl=Voulls]=F

Como /[g] = V, temos I*[q V —s] = V.



Calculando /*[q V —s] de “baixo para cima":

Temos I[q] = V e l[s] = F.

Assim, I*[q] = V e I*[r] = F.

Assim, I*[q] = V e I"[-r] = V.

Assim, [*[qV —r] = V.



Interpretacoes

Este procedimento é formalizado nas regras de avaliacdo que
seguem.

Definicao: Seja ¢ € FLC.

Uma interpretacao para ¢ é uma fungdo
1 :VS[p] = {V,F}
que associa, a cada varidvel s € VS[g], um valor I[s] € {V, F}:

I: VSlg] — {V,F}
s — 5]



Valor de uma férmula
Definicdao: Seja ¢ € FLC e | uma interpretacdo para .

O valor de ¢ em [, denotado por I*[¢], é definido pelas seguintes
regras de avaliagcdo:

1. Se ¢ é uma varidvel para sentengas, entdo /*[¢] = I[¢].
2. Se p é (), entdo

‘ V. se I*[y] = F
’[“0]:{ F 22 I*[y] = V.



3. Se p é (p A B), entdo

e = {

%4
F

4. Se ¢ é (¢ V 0), entdo

el = {

F
%4

se I*[y)] = I*[0] = V
em todos os outros casos.

se I*[v] = I*[0] = F
em todos os outros casos.



5. Se p é (1p — 6), entdo

1"g] = F sel*()=Vel*(0)=F
i = V' em todos os outros casos.

6. Se p é (v <> 0), entdo

/*[(p] — { V' se /*(lﬁ) = I*(Q)

F em todos os outros casos.



Interpretacoes

Definicao: Seja ¢ € FLC.

Uma interpretagcdo para @ é uma fung¢do | que associa um valor a
cada varidvel para sentenca que ocorre em ¢, e nenhuma outra.

Dizemos que ¢ € verdadeira em | se I*[¢] = V.

Dizemos que ¢ € falsa em | se ndo é verdadeira em /, ou seja, se
I*[¢] = F.



VSly] = {r}

Existem duas interpretacoes para ¢:

VS

VS



VS[p] = {p, q}

Existem quatro interpretacoes para ¢:

>

&3
L8



Nimero de interpretacoes

Teorema
Para toda ¢ € FLC, se VS[p] = {s1,...,Sm}, entdo existem
exatamente 2™ interpretacbes distintas para .

2m
2
4
8
16
32
64

oA WN T

1082 ¢ o ndmero estimado de dtomos no universo observdvel.



VS qualquer

Quando VS é finito, existe uma quantidade finita de interpretacdes.

Quando VS ¢ infinito, esta quantidade também é infinita.

Mas qual é o tamanho deste infinito?
Sugerimos que vocé revise a aula sobre o Hotel de Hilbert:
http://wuw.uff.br/grupodelogica/aulas/MatDis/



Interpretacdes vistas como “vetores”

Cada interpretacdo pode ser considerada como um “vetor”
indexado pelas varidveis para sentencas:

onde cada ocorréncia de ? é um dos valores V ou F.

A cada férmula ¢, podemos associar uma tabela de avaliagcio,
T[¢], que lista todas as interpretagdes paea ¢ descreve o
“comportamento” de ¢ em cada uma delas.



Tabelas de avaliacao

Definicdo: Seja ¢ € FLC, tal que VS[p] = {s1,...,5m}.

A tabela de avaliacdo de , denotada por T[p], pode ser
construida mediante a execucdo dos seguintes passos:

1. Em uma linha de referéncia, escreva as varidveis para sentencas
S1, 82, .-, Sm-

2. Abaixo da linha de referéncia, escreva, uma a uma, dispostas
em linhas, todas as 2™ interpretacoes para ¢.



3. Utilizando as tabelas de avaliacdo dos conectivos, calcule
gradativamente todos os valores de cada subférmula de ¢, até
obter o valor de .

4. Ao final do processo, a matriz formada pelas m primeiras
colunas em conjunto com a ultima coluna (indexada por ¢) é T[y].

T[¢] contém informacdo suficiente para determinarmos o valor de
( sob qualquer assinalagdo de valores as varidveis para sentencgas
(Teorema da Concordancia).



Tl((pAq) = ((=p) = (—9)))]
Observe que VS[y] = {p, q}.
1. Escrever a linha de referéncia:

p q

2. Listar abaixo da linha de referéncia, uma a uma, dispostas em
linhas, todas 2™ as interpretacOes para ¢:

ho]
Q

mTm<<
m<T<



Tl((pAq) = ((—p) = (—a)))]

3. Para cada interpretacdo /, utilizar as tabelas de avaliagdo dos
conectivos para calcular gradativamente todos os valores de cada
subférmula de ¢, até obter I*[¢p].

Observe que SF[¢] = {p, q,(p A q), (=p), (—q), ((=p) — (=q)), ¢}

(i) Pela tabela do A:

mTh <<
< T <R
mTThTn <>



Tl((pAq) = ((—p) = (—a)))]

(i) Pela tabela do —:

(=p)

(PAq)

q

wLie>>

>

S > W
> > W

(iii) Pela tabela do —:

(pAg) (=p) (—q)

q

wL>uw>

Lw>>

>

> WS> W
> > bow



Tl((pAq) = ((—p) = (—a)))]

(iv) Pela tabela do —-:

(=p) (=q) ((=p) — (—9))

(PAq)

q

S>> >

w>w>

Lie>>

>

S L > W
> > W

(v) Pela tabela do —-:

(=p) (=q) ((=p) — (—q))

(pAq)

q

>>S> >

>>S W >

w>uw>

wLie>>

>Soww

> WS> W
> > Lo



Tl((pAq) = ((—p) = (—a)))]

4. T[] é a tabela formada pelas m primeiras colunas seguida da
dltima coluna:

((pAg) = ((=p) = (79))

mm < <|T
m< T <
<K< <

Uma tabela de avaliagdo é uma matriz de V's ou F's.

Toda férmula ¢ tem uma tabela T[yp].



Parte 5

Exercicios: my preciousss!!!



Exercicios

Vamos usar as notagdes:

nvar[¢] : nidmero de varidveis para sentengas em ¢

ncon[p] : numero de ocorréncias de conectivos em ¢

Por exemplo:

nvar[((p A p) Ap)] =1

ncon[((p A p) A p)] =2



Exercicios

1. Defina por recursdo os conceitos

nvar[p] e  ncon[y].

Observe que, para toda férmula @, temos que

nvar[p] + ncon[]

é uma func¢3do polinomial.



Exercicios

2. Defina por recursido o conceito

T[g] : tabela de avaliagdo de ¢.

Observe que, para toda férmula ¢:

(a) Se nvar[g] = m, entdo T[y] tem 2™ linhas.
(b) T[y] tem nvar[p] + 1 colunas.

(c) Na construgdo de T[] utilizamos nvar[p] + ncon[g] colunas.



Mais exercicios!!!

1. Ler o texto da Aula 3.

2. Resolver os exercicios da Lista 3.
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