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1 Transformacao de enunciados em equivalentes

Um processo para mostrar que dois enunciados sao equivalentes — que também
¢ aplicado na simplificacao da negacao de um enunciado — é “transformar um
enunciado no outro”, pela aplicacao sucessiva de equivaléncias. Este processo foi
usado, no final da Secao 2 da Parte 3 do Texto da Semana 3, quando mostramos
que os enunciados

(e y) e (PAY)V (o AY)
sdo equivalentes, por meio da sequéncia —(¢ <> ), —[(¢ = V) A (¥ = )], (¢ —

VYV (Y = ), (0 A=)V (A=), e (A1) V(—p A1), de enunciados dois a
dois equivalentes.
Em linhas gerais, o processo pode ser resumido do seguinte modo:
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Sejam ¢ e 1 enunciados simbolizados que queremos mostrar que sao equiva-
lentes.

A verificacao da equivaléncia de ¢ e 1 pode ser feita mediante a execugao
dos seguintes passos, que constroem uma sequéncia de enunciados dois a dois
equivalentes:

(1) Inicie a sequéncia escrevendo o enunciado ¢. Ou seja, escreva:
w

(2) Escolha uma equivaléncia adequada e transforme ¢ em um novo enunci-
ado 1, transformando ¢ de acordo com a equivaléncia escolhida.

Acrescente a nova equivaléncia obtida a sequéncia:

'

é equivalente a
¥1
(3) Escolha uma equivaléncia adequada e transforme ¢; em um novo enun-
ciado o, transformando ¢, de acordo com a equivaléncia escolhida.

Acrescente a nova equivaléncia obtida a sequéncia:

'

é equivalente a

¥1

é equivalente a

©2

(4) Repita este procedimento de escolher uma equivaléncia adequada e mo-
dificar o enunciado ja obtido, até chegar em 1), acrescentando, a cada
passo, a nova equivaléncia obtida a sequéncia.

Qualquer equivaléncia pode ser aplicada na execucao deste processo, mas algu-
mas sao mais frequentemente utilizadas do que outras. Dentre estas algumas das
mais importantes sao:
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Equivaléncia Nome da equivaléncia
(pVY)Ve e oV (Vo) Associatividade do V
(AY)ANOD e oA (YA Associatividade do A
eV e YV Comutatividade do V
YAV e YAy Comutatividade do A
oV © Idempoténcia do V
pANp e Idempoteéncia do A
eA(pVY) e o Absor¢ao do V pelo A
eV(pAY) e ¢ Absorgao do A pelo V
eV (WAND) e (V)N (pVE) Distributividade do V sobre o A
oA (WYVo) (e AY)V (e N0) Distributividade do A sobre o V
(V) e (mp)A () Lei de De Morgan
(e AY) e (—¢)V(—Y) Lei de De Morgan
(e A=)V e Elemento neutro do V
(pV=p)AY e Elemento neutro do A
(pVap)VY e (pV-p) Elemento zero do V
(A=) A e (pA-p) Elemento zero do A
—(—p) © Negacao do —

(=) e A () Negacao do —
(e ) e (pA () V((p) AY)  Negagdo do
ooy e (p—=2UY)A WY — ) Definicao do <>
=1 e (mp)V Definigao do —

Para se familiarizar com esta tabela, sugerimos que vocé verifique cada equi-

valéncia, usando o Método das Tabelas para Equivaléncias.

Vamos, agora, ver alguns exemplos de aplicagao do processo de transformar um
enunciado em outro por meio de equivaléncias, que é uma das habilidades essenciais
que um estudante de Matematica deve possuir.

Exemplo 1 (a) Os enunciados p A (p — q) e p A ¢ sdo equivalentes.
De fato, temos:

pA(p—q)
é equivalente a

pA(—pVaq)

é equivalente a
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(pA=p)V(PAQ)
é equivalente a
PAgq
Nos passos acima, usamos as seguintes equivaléncias, respectivamente:

(1) Defini¢ao do —,
(2) Distributividade do A sobre o V,
(3) Elemento neutro do V.

(b) Os enunciados p — (p A ¢) e =p V ¢ s@o equivalentes.
De fato, temos:

p—(pPAa)
é equivalente a
“pV(PAQ)
é equivalente a
(=pVp)A(=pVaq)
é equivalente a
pVyg
Nos passos acima, usamos as seguintes equivaléncias, respectivamente:

(1) Definicao do —,
(2) Distributividade do V sobre o A,
(3) Elemento neutro do A.

(¢) Os enunciados (p A q) — e p — (¢ — ) sdo equivalentes.
De fato, temos:

(pAg)—r
é equivalente a
—(pAg VT
é equivalente a
(pV ) Vr
é equivalente a

—pV(~qVr)
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é equivalente a
V(g —r)
é equivalente a
p—(qg—r)
Nos passos acima, usamos as seguintes equivaléncias, respectivamente:

(1) Defini¢ao do —,

(2) Lei de De Morgan,
(3) Associatividade do V,
(4) Defini¢ao do —,

(5) Definicao do —.

(d) Os enunciados {[((pAg) ATV [(=pA(gAT)]}V (DA (=gAT)) e (pVq) Ar sao
equivalentes.
De fato, temos:

{pAg ATV I(=pA @A)V (DA (g AT))

é equivalente a

{loA@Ar)]VIEpA @A)V (A (mgAT))

é equivalente a

[(pV=p)A(@AT)]V (DA (=gAT))

é equivalente a

(gAr)V(pA(—gAT))

é equivalente a

(gAT)V((pA—g) AT)

é equivalente a

(qV(pA=q) AT

é equivalente a

(qVp)A(gV—g)Ar

é equivalente a

(qVp)Ar

¢é equivalente a

(pVaq Ar

5
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Nos passos acima, usamos as seguintes equivaléncias, respectivamente:

(1) Associatividade do A,

(2) Distributividade do A sobre o V,
(3) Elemento neutro do A,

(4) Associatividade do A,

(5) Distributividade do A sobre o V,
(6) Distributividade do V sobre o A,
(7) Elemento neutro do A,

(8)

8) Comutatividade do V.

1.1 Observagao

Observacao 1 Algumas das equivaléncias usuais que sao empregadas na trans-
formagao de enunciados equivalentes tém interpretacoes intuitivas imediatas:

— Associatividade do V: garante que uma disjuncao com varios componentes
que sao disjuncoes podem ser escritas sem os parénteses ou, melhor ainda,
com qualquer colocacao de parénteses.

— Associatividade do N: garante que uma conjuncao de conjuncoes pode ser es-
crita sem os paréenteses, ou, melhor ainda, com qualquer colocacao de parénte-
ses.

— Comutatividade do V: garante que a ordem em que os componentes de uma
disjunc¢ao sao escritos nao ¢ relevante na determinagao do valor da disjungao.

— Comutatividade do A: garante que a ordem em que os componentes de uma
conjunc¢ao sao escritos nao é relevante na determinacao do valor da disjuncao.

— Idempoténcia do V: garante que podemos eliminar ocorréncias repetidas de
componentes em uma disjuncao.

— Idempoténcia do N\: garante que podemos eliminar ocorréncias repetidas de
componentes em uma conjungao.

— Distributividade V sobre o N\: garante que uma lei andloga a distributividade
da multiplicagdo sobre a adi¢io — ou seja, x-(y+z) = (x-y)+ (x-2), que vale
para os nimeros — vale para os enunciados, quando - é interpretada como V
e + ¢ interpretada como A.

— Distributividade N\ sobre o V: garante que uma lei analoga a distributividade
da multiplicagao sobre a adigdo — ou seja, x- (y+z) = (z-y)+ (x- z), que vale
para todos os nimeros — vale para os enunciados, quando - é interpretada
como A e + ¢é interpretada como V.

— FElemento neutro do V: garante que componentes da forma ¢ A =@ podem ser
eliminados das disjungoes. Observe a semelhanca desta equivaléncia com a lei
0 4+ x = x, que vale para todos os niimeros.
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— FElemento neutro do A: garante que componentes da forma ¢ V —¢ podem ser
eliminados das conjungoes. Observe a semelhanca desta equivaléncia com a lei
1.2 = x, que vale para todos os niimeros.

— FElemento zero do V: garante que componentes da forma ¢ V = eliminam os
outros componentes das disjuncoes. Observe a semelhanca desta equivaléncia
com a lei 0-x = 0, que vale para todos os niimeros.

— FElemento zero do N\: garante que componentes da forma ¢ A = eliminam os
outros componentes das conjuncoes. Observe a semelhanca desta equivaléncia
com a lei 0-x = 0, que vale para todos os niimeros.

1.2 Exercicios

Exercicio 1 Mostre que os seguintes enunciados sao equivalentes, usando sequén-
cias de equivaléncias:

~=[=(pVg)] e —pAg

—(pAgqg) e qg——p

—[lpvg Ar] e (mpV-r)A(=gV-r)
p—=(@—r) e g=(p—r)
p—=(g—r) e —r—(p——q
p—=(q@—=(@ANq) e —pVp
“p—=(gAT)] e (pA=g)V(pA-T)
“llpAgAT] e p—(qg— )

—
.
~—

& e
—
—

AAAAA/_\/_\/_\
<. 2. 5. <2 .
== 2
===

—.

~—

Exercicio 2 Mostre que —(p A AB0) e (p A1) — =60 sdo equivalentes, usando
sequencia de equivaléncias.
Exercicio 3 Considere o enunciado:

Se f é continua e diferencidvel em [a, b], entdo a reta r passa
por um ponto entre a e b e é tangente a f ou nao é o caso
que ambos a e b sdo iguais a 0.

(i) Determine uma legenda para o enunciado, considerando que ele é formado a
partir de seis enunciados atomicos.

(ii) Simbolize o enunciado de acordo com a legenda.

(iii) Determine a negagao do enunciado por meio de equivaléncias, usando uma vez
a equivaléncia do Exercicio 2.

(iv) Admitindo que a negagdo do enunciado é F', podemos concluir que a reta r
passa por um ponto entre a e b?

Antes de ler as resolugoes, tente resolver os exercicios usando os
conceitos estudados.
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Resolug¢ao do Exercicio 1: (i) =—[~(p V —q)] equivalente a =(p V —q), equivalente a —p A =—q,
equivalente a =p A ¢. (Determine a equivaléncia que foi usada em cada passo!) (ii) ~(pAq)
equivalente a —p V —q, equivalente a —q V —p, equivalente a ¢ — —p. (Determine a equivaléncia
que foi usada em cada passo!) (iii) =[(p V ¢) A 7] equivalente a —=[(p A ) V (¢ A r)], equivalente
a-(pAr)V-(gAT), equivalente a (-p V —r) A (mg V —r). (Determine a equivaléncia que foi
usada em cada passo!) Outra resolucdo: —[(pV ¢) Ar] equivalente a —~(pV ¢) V —r, equivalente a
(=p A—q) V —r; equivalente a (—pV —r) A (—gV —r). (Determine a equivaléncia que foi usada
em cada passo!) (iv) p — (¢ — r) equivalente a —p V (¢ — r), equivalente a —p V (—q V 1),
equivalente a (—pV —q) V 1), equivalente a =g V —p V 1), equivalente a =g V (p — 1), equivalente a
q — (p — r). (Determine a equivaléncia que foi usada em cada passo!) (v)p — (¢ — 1)
equivalente a —p V (¢ — 1), equivalente a —p V (=g V 1), equivalente a (=g V 1) V —p, equivalente a
(rV —q) V —p, equivalente a r V (—q V —p), equivalente a r V (—p V —q), equivalente a r V (p — —q),
equivalente a == V (p — —q), equivalente a —r — (p — —¢). (Determine a equivaléncia que
foi usada em cada passo!) (vi) p — (¢ — (p/Aq)) equivalente a =pV (¢ = (pAq)), equivalente a
—pV (=qV (pAq)), equivalente a =pV [(—qV p) A (—=qV q)], equivalente a =pV (=g V p), equivalente a
(=pV —q)V (—pVp), equivalente a =pV p. (Determine a equivaléncia que foi usada em cada
passo!) (vii) =[p — (¢ Ar)] equivalente a p A —=(q Ar), equivalente a pA[(—q) V (—r)], equivalente a
(pA—=q)V (pA—r). (Determine a equivaléncia que foi usada em cada passo!) Outra maneira
um pouco mais complicada de obter o mesmo resultado: —[p — (gAr)] equivalente a —[(—p)V (gAr)],
equivalente a —{[(=p) V q] A [(=p) V 7]}, equivalente a {—[(-p) V ¢|} V {=[(—p) V 7]}, equivalente a
[(==p) A (mq)] V [(==p) A (—r)], equivalente a (p A ~q) V (p A —r). (Determine a equivaléncia
que foi usada em cada passo!) (viii) =[(p A ¢) Ar] equivalente a [~(p A q)] V [-r], equivalente a
[(=p) V (—q)] V [r], equivalente a [-p] V [(—q) V (—r)], equivalente a [—p] V [¢ — (—r)], equivalente a
p — (¢ — —r). (Determine a equivaléncia que foi usada em cada passo!) Resolu¢do do
Exercicio 77: —(p A A6) equivalente a —[(¢p A1) Af], equivalente a [=(p A1)V (—0), equivalente
a (p Ay) — —0. H4&, possivelmente, outras maneiras de resolvermos esta questao.
Resolugao do Exercicio 3: (i) Reescrita: se [ (f é continua em [a, b]) e (f é diferencidvel em [a, b])
], entdo ( [ (a reta r passa por um ponto entre a e b) e (a reta r é tangente a f) ] ou { ndo [ (a é igual

¢ : f écontinua em [a,b]
f é diferencidvel em [a, b]
a reta r passa por um ponto entre a e b
a reta r é tangente a f
a éigual a0

: béigualal0.

(end) = [(pAt)V=(and)]. (i) ={(cAd) — [(pAt)V—(and)]} equivalente a (cAd)A=[(pAL)V-(anb)]}
equivalente a (¢ Ad) A=[=(aAb)V (pAt)]} equivalente a (¢ Ad) A=[(a Ab) — (pAt)]} equivalente
a (eANd)A=[(anb) = == (pAt)]} equivalente a (cAd) A—[(aADA—(pAt)]}. HE, possivelmente,
outras maneiras de resolvermos este item. (iii) Se a negacao é F', o enunciado é V. Tomando
c:Fep:F, temoscAd: F. Dai, (cAd) = [(pAt)V—(aAb)] : V. Por outro lado, tomando ¢ : V,
d:F,p:Vet:V, temoscAd:VepAt:V.Dai, (cAd) = [(pAt)V=(aAb)]:V. Logo, a reta
r pode ou nao passar por um ponto entre a e b.

a0)e(béiguala0)]} ). Legenda: Simbolizagao:

SO ST SIS S

2 Um exemplo mais elaborado

Agora que vimos como sequéncias de enunciados equivalentes podem ser usadas
para transformar um enunciado em outro, podemos aplicd-las na resolucao de pro-
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blemas que tém um sentido pratico. Vamos exemplificar esta situacao analisando
um problema que tem por objetivo simplificar uma informagcao confusa.

A primeira vista, este exemplo pode parecer um pouco elaborado, mas nao se
preocupe se voceé nao entender todos os detalhes e explicacoes apresentadas,
em uma primeira leitura. Lembre-se: ele estara sempre aqui para ser revisado
quando vocé tiver mais maturidade matematica.

Além disso, com o passar do tempo e estudo, o que parece dificil vai se tornando
mais facil...

2.1 O segredo da longevidade
Ao ser perguntado sobre o segredo da longevidade, um anciao disse:

E s6 seguir uma dieta estrita.

Se eu n3o bebo cerveja no jantar, eu sempre como peixe.

Quando eu bebo cerveja e como peixe no jantar, eu ndo tomo sorvete.
Além disso, se eu tomo sorvete ou nao bebo cerveja, eu nunca como peixe.

Sera que podemos simplificar esta explicagao confusa, de modo a entender o que o
anciao realmente quis dizer?

Esta questao pode ser resolvida pela aplicagao de equivaléncias, da maneira a
seguir.

Consideremos a legenda:

¢ : eu bebo cerveja
P : eucomo peixe
s : eu tomo sorvete

Baseados nesta legenda, podemos simbolizar os enunciados ditos pelo anciao,
respectivamente, como:
ac—p
cCADp— =8
sV -c— —p

Agora, observamos que o que foi dito pelo anciao corresponde a conjuncao destes
trés enunciados simbolizados, ou seja:

[-c = p|AlcAp— —s]AlsV —e — —p)

Mas esta conjungao pode ser simplificada do seguinte modo, onde, como é usual,
nao explicitamos as aplicagoes nem da Associatividade do V, nem da Associatividade
do A.

Pela Definicao do —, obtemos:

[==eVpl A[=(cAp) V =s] Al=(sV —e) V =p]

9
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Pela Negacao do — e pelas Leis de De Morgan, obtemos:
[cVp]A[-eV —pV=s] A(=s A—=e) Vv —p)

Agora, pela Negacao do —, pela Comutatividade do A e pela Comutatividade do
V, obtemos:
eV p] A[=eV =pV=s|Al=p V(e A—s)

Pela Distributividade do V sobre o A, aplicada ao ultimo componente, obtemos:
[cVD]A[-eV=pV s A[-pVe Al-pV s

Pela Comutatividade do A e pela Comutatividade do V, este ultimo enunciado
pode ser re-escrito como:

[eVp]A[-eV —=pV=s]Al-pV—s]AleV —p)

Agora, temos uma parte um pouco mais intrincada do processo, que consiste em
observar que a disjungao —¢ V —p V —s (segundo componente) contém a disjungao
—p V =5 (terceiro componente) como componente. Assim, pela Absorc¢ao do V pelo
A, obtemos:

[cVp] A[=pV =s]AleV —p)

Podemos, agora, aplicar a Distributividade do A sobre o V diversas vezes, para
obter a seguinte disjuncao:

(cA=pAc) V (cA—-pA-p) V
(cAN=sAhec) V (cA=sA-p) V
(pA=pAc) V (pA-pA-p) V
(pA=sAc) V (pA—sA—p)

Este passo também é um pouco intrincado, mas é andlogo ao que fazemos na Algebra
dos Numeros, quando passamos da expressao

(a+b)(c+d)(e+ f)
para a expressao
(ace) + (acf) + (ade) + (adf ) + (bce) + (bef) + (bde) + (bdf)

baseados na distributividade da multiplicacao sobre a adicao.
Agora, pela Comutatividade do A e pela Idempoténcia do A, obtemos:

(¢ A —p) V. (cA-p) v
(e A =s) V o (eA=pA-s) V
(cApA=p) V (pA-p) Vv

(cApA=s) V (pA—pA-s)

Pela Idempoténcia do V, podemos eliminar as repeticoes que foram criadas e, pelo
Elemento Neutro do V, podemos eliminar os componentes que possuem ocorréncias
de um enunciado atomico e sua negacao. Assim, obtemos:

(¢ A —p) v
(c A\ —s) V o (eAN=sAN—-p) V
(cApA—s)

10
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Novamente, temos uma parte um pouco intrincada do processo, que consiste na
re-escrita do enunciado, pela Comutatividade do A e pela Comutatividade do V, de
modo a prepara-lo para a aplicacao da Absorcao do A pelo V:

(cA=p)V(cA=pA=s)V(cA=s)V (cA=sAp)

Observe que a conjungao ¢ A =p A —s (segundo componente) contém a conjuncao

¢/A\—p (primeiro componente) como componente. E que a conjun¢ao cA—sAp (quarto

componente) contém a conjuncao ¢ A s (terceiro componente) como componente.
Assim, pela Absorgao do A pelo V, obtemos:

(cA=p)V (cAs)
Desta maneira, concluimos que o que anciao queria dizer é:
eu bebo cerveja e ndo como peixe, ou bebo cerveja e ndo tomo sorvete

Parece, entao, que o segredo da longevidade é a cerveja!

3 Negacao de enunciados atémicos

Uma das habilidades basicas que um estudante de Matematica deve possuir é a
de reescrever a negacao de enunciados. Vamos, agora, estudar um pouco este aspecto
da Linguagem Matematica. Nesta secao, vamos tratar da negacao de enunciados
atomicos. A negacao de enunciados moleculares é o assunto da Segao 4.

Primeiramente, vamos, discutir algumas peculiaridades da negacao que influen-
ciam diretamente a negacao de enunciados atomicos.

(1) Considerar que um enunciado tem um significado negativo pode depender, e
muito, do contexto no qual ele esta inserido.

Exemplo 2 Um resultado negativo pode ser, na verdade, um resultado positivo,
como no caso do resultado de um exame de uma doenca.
Por exemplo, o enunciado

o exame de sangue deu negativo para a enfermidade
que pode ser considerado como a negacgao de

o exame de sangue deu positivo para a enfermidade
tem, na verdade, um significado positivo.

(2) Muitas vezes, a negacao de um enunciado é feita por uma pequena modificagao
em alguma palavra que ocorre no enunciado que esta sendo negado.

11
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Exemplo 3 A negacao de

ele é aprovado no teste
pode ser “escrita atomicamente” como

ele é reprovado no teste
dado que, como todos sabem, a negacao de

ser aprovado

[©N

ser reprovado

(3) Muitas vezes, as negagoes sao formadas pela colocac¢do de certos prefixos bem
definidos junto a alguma palavra que ocorre no enunciado que estd sendo negado.
Mas devemos tomar cuidado quando tentamos classificar um enunciado como uma
negacao apenas pela ocorréncia de um desses “prefixos de negacao”, pois muitas
vezes estas particulas sao usadas em outro sentido.

Exemplo 4 O prefixo

na frase
Jodo ¢ infeliz
indica uma negacao.
Por outro lado, o enunciado

Carolina ingeriu a comida

nao ¢ a negacao de
Carolina geriu a comida.

(4) Em Matemética, além do uso do conectivo

nao

a negacao é feita pelo emprego de certas convengoes sobre como os simbolos sao
usados no discurso matematico.

Exemplo 5 Em Matematica, ¢ comum negarmos uma proposi¢ao que envolve um
simbolo especial, riscando o simbolo com barras como / ou |.

A tabela abaixo relaciona a negacao de certos simbolos que representam conceitos
bem conhecidos e utilizados no discurso matematico. O significado e o uso de alguns
destes simbolos serao estudados mais detalhadamente nas proximas aulas.

conceito simbolo  negacao
pertinéncia € &
inclusao C z
igualdade = #
precedéncia < >
sucessao > <

12
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3.1 Observacgao

Observacao 2 A negacao de enunciados atomicos depende fortemente da maneira
como interpretamos o enunciado, mas é guiada por certos padroes usuais da Lin-
guagem Matemadtica. Estes padroes sao adquiridos com estudo (e maturidade).

3.2 Exercicio
Exercicio 4 Escreva a negacao de cada enunciado abaixo:

i) zeN
1
ii) 10 é mdltiplo de 2 iv) 5 € A

(i) 1 é primo (
( (
(v) 2 e 4 sdo primos entre si (vi) {1,2}CN
( (
( (

i
i
vii) N é infinito

ix) (C(8,3) éigual a C(3,8)

viil) 210 < 102
x)  P(A)>1

Antes de ler a resolucao, tente resolver o exercicio usando os con-
ceitos estudados.

Resolugao do Exercicio 4: A negacgao de enunciados atémicos é fortemente apoiada
em convengoes matematicas. Este exercicio deixa isto claro. (i) Negagao: 1 ndo é primo.
Se pode ou néo ser escrito como 1 é composto depende da convenc¢do matematica adotada. (ii)
Negagao: = ¢ N. (iii) Negac@o: 10 ndo é miiltiplo de 2. Pode ser escrito como 2 n3o divide 10 ou,
ainda, como 2 n3o é fator de 10. (iv) Negacao: 3 ¢ A. (v) Negacao: 2 e 4 n3o sdo primos entre si.
Observe as diferengas entre os enunciados 2 e 4 sdo primos entre si e 2 e 4 sdo primos. (vi) Negagcao:
{1,2} € N. (vii) Negacao: N n3o é finito. Pode (e deve) ser escrito como N é finito. (viii) Negagcao:
210 > 102. Pode ser escrito como 10? < 219, (ix) Negacdo: C(8,3) n3o é igual a C'(3,8). Pode ser
escrito como C(8,3) # C(3,8). (x) Negagdo: P(A) < 1. Pode ser escrito como 1 > P(A).

4 Negacao de enunciados moleculares

Vamos, agora, tratar da negacao de enunciados moleculares.

O problema de negar um enunciado molecular ¢ tem uma solugao trivial: basta
escrever o simbolo — na frente do enunciado, obtendo —¢, ou —(¢), quando os
parénteses forem necessarios.

Por exemplo, estritamente falando, a negacao de

todos os alunos devem se matricular em Matematica Discreta (1)
é, simplesmente:
—(todos os alunos devem se matricular em Matematica Discreta) (2)

Mas, quando falamos em negar um enunciado molecular, nao estamos falando em
negar no sentido estrito. O que queremos, na verdade, é um enunciado equivalente
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a negacao, que nos transmita alguma informacao mais adequada do que a obtida
simplesmente pela colocagao de uma ocorréncia do simbolo = na frente do enunciado
negado.

Por exemplo, uma maneira de reescrever a negacao de (1) é

alguns alunos nao precisam se matricular em Matematica Discreta

que é muito mais informativo do que (2).

Assim, parte do trabalho envolvido no problema de negar um enunciado molecu-
lar é reescrever a negacao de uma maneira adequada. Como veremos, os enunciados
equivalentes sao uma ferramenta 1til para este fim.

Negacao da negacao

Uma negacao - tem a tabela:

Y| 7Y
VI F
Fl V.
Assim, a negagao de uma negagao, =(—y), tem a tabela:
o | ¢ | =(=p)
VI F Vv
Fl1V F.

Observe que ¢ e =(—¢) tém exatamente os mesmos valores nas mesmas inter-
pretagoes. Isto mostra que —(—¢p) é equivalente a prépria .

Exemplo 6 A negacao de
nao é o caso que 2 nao é impar

é equivalente a
2 é impar.

Negacao da conjuncao

Uma conjuncao ¢ A ¢ tem a tabela:

Y lY | eAY

Vivi Vv

VIF| F

Fl\V F

F|F| F

Assim, a negagao de uma conjuncao, —(p A ), tem a tabela:

el enY | ~(eA)
Vivi]i VvV F
VIF| F V
vy F Vv
FlF| F V.

—_
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Observe que a negagao de uma conjuncao —(p A 1) é V exatamente nos casos
em que ao menos uma das duas proposigoes ¢ e 1 é F. Isto mostra que =(¢ A )
é equivalente a (—p) V (—1)), o que fica mais evidente quando construimos a tabela

de (=) V (=0):

oY ||| (mp)V ()
VIV F|F F
VIF| F |V 1%
FIV|VI|F 1%
FIFIV |V 1%

Observe que =(p A1) e (mg) V (—)) tém exatamente os mesmos valores nas
mesmas interpretagoes. Isto mostra que —(¢ A1) é equivalente a (—p) V (—1)).

Exemplo 7 A negacao de
x € par e x € quadrado perfeito

é equivalente a
2 ndo é par ou x nao é quadrado perfeito.

Negacao da disjuncao

Uma disjuncao ¢ V 1) tem a tabela:

oY VY

Viv] V

VIF| V

Fiv Vv

F|F| F

Assim, a negacdo de uma disjuncao, —(¢ V 1), tem a tabela:

YoV | a(pVY)
Vivi VvV F
VIF| V F
FlVvi Vv F
F|F| F V.

Observe que a negacao de uma disjungao —(¢ V ¢) é V exatamente no caso em
que ambas as proposi¢oes ¢ e 1 sao F. Isto mostra que = (¢ V ¥) é equivalente a
(=) A (1), o que fica mais evidente quando construimos a tabela de (—¢) A (—2)):

o || 2o | 2| (29) A (=)
VIV F|F F
VIF|F |V F
FIlV| IV |F F
FIF|V |V V.

—~

—)) tém exatamente os mesmos
(V) é equivalente a (=) A

Observe que em cada caso (¢ V ¢) e (mg) A
valores nas mesmas interpretagoes. Isto mostra qu

(=)

¢
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Exemplo 8 A negacao de
x € par ou x é impar

é equivalente a
x nao é par e x ndo é impar.
Negacao da implicacao

Uma implicacao ¢ — v tem a tabela:

RS TES INE N RS
RSB B RS

= <= <{

Assim, a negacdo de uma implicacao, =(¢ — 1), tem a tabela:

olY|e—=v]| (g =)
VIV VvV F
VIF| F 1%
FlV]| Vv Ia
FIF| V F

Observe que a negacao de uma implicacao —(¢ — 1) é V exatamente no caso
em que a proposi¢do ¢ é V e a proposigao ¢ é F. Isto mostra que —(p — 1) é
equivalente a @ A (), o que fica mais evidente quando construimos a tabela de

o A (—):

e |V || oA ()
VIV F F
VIF|V 1%
FlV|F F
FIF|V F.

Observe que =(¢ — ©) e pA(—) tém exatamente os mesmos valores nas mesmas
interpretagdes. Isto mostra que —(¢ — ) é equivalente a o N ().

Exemplo 9 A negacao de
se x é par, entdo 2 é par

é equivalente a
x é par e 22 ndo é par,

que pode ser reescrita como

x é par e x2 é impar.
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Negacao da bi-implicacao

Uma bi-implicacao ¢ <> ¢ tem a tabela:

oY ey
VIV Vv
VIF| F
F|V| F
F|F| V.

Assim, a negacdo de uma bi-implicacao, =(¢ <> ), tem a tabela:

oYY (e <)
VIV VvV F
VIiF| F 1%
FlV| F 1%
FIF| V F

Observe que a negacao de uma bi-implicagdo (¢ <> ¥) é V exatamente nos
casos em que as proposigoes ¢ e 1) possuem valores opostos (observe a segunda e a
terceira linhas da tabela acima, descontando a linha de referéncia). Isto mostra que
—(@ <> ) é equivalente a (@ A (=) V ((—p) A ). Isto fica mais evidente quando
construimos a tabela de (¢ A (=%))) V ((—p) A 9):

Y| 2| Y oA () | (2e) A | e A (Y] V [(—) A Y]
VIV F|F F F F
VIF|F |V 1% F 1%
FIV|V|F F 1% 1%
FIF|V |V F F F.

Observe que =(¢ <> ¥) e (p A (m9)) V ((—¢) A ¢) tém exatamente os mesmos
valores nas mesmas interpretagoes. Isto mostra que —(¢ <> ¥) é equivalente a

(A (=) V (=) A ).
Exemplo 10 A negagao de
x é primo se, e somente se, x possui fatores préprios

é equivalente a (observe os parénteses e a virgula)

x é primo e (n3o (x possui fatores préprios)), ou (ndo (x é primo)) e x
possui fatores préprios,

que pode ser reescrita como

x € primo e x ndo possui fatores proprios, ou = nao é primo e x possui
fatores préprios.
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Também podemos obter o enunciado (pA(—))V ((—¢) A1) a partir do enunciado
—(¢ <> 1), usando o nosso conhecimento sobre proposi¢oes equivalentes e negacao
de conjungoes e implicac¢oes. De fato, de acordo com o Exercicio 1.2.1(ii) da Parte
2 do texto da Semana 3, sabemos que ¢ <> 1 é equivalente a (¢ — ) A (¢ — @).

Assim, temos:

—(p < ¥)
¢ equivalente a
e = ) A (Y= )]
é equivalente a
(e =) V(Y — @)
¢ equivalente a
(e A=)V (¥ A —p)
é equivalente a
(P A=) V (= A1)

Em cada passagem acima, transformamos um enunciado simbolizado em outro
equivalente. Para isto, usamos as seguintes equivaléncias, respectivamente:

oY e (= Y)A ([ — )
(P AY) e —pV-
(=) e pAY

YADp e oA

Observe que na sequéncia de enunciados obtida acima, quaisquer dois enunciados
sao equivalentes.

4.1 Observacgoes

Observacao 3 Em resumo, temos:
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(1) Negar um proposi¢ao molecular é reescrever a sua negac¢ao de uma maneira
mais informativa.

(2) Esta reescrita pode ser feita de maneira sistemética, pelo uso de proposigoes
equivalentes.

(3) As equivaléncias mais tteis para este fim, sdo as seguintes:

=(—p) e

(e AY) e (mp) V(=)

(V) e (mp) A (=)
(=) e pA ()
() e (A (=) V(=) AY)

4.2 Exercicios

Exercicio 5 Escreva a negagao de cada enunciado abaixo, do seguinte modo: (a)
identifique os enunciados componentes, (b) defina uma legenda, (c) simbolize o enun-
ciado de acordo com a legenda definida, (d) reescreva a negagao do enunciado simbo-
lizado através de equivaléncias e, finalmente, (e) traduza o enunciado obtido ao final
do processo de volta para a linguagem natural, de acordo com a legenda definida.

(i) Ndoéocasoque 1 +2 > 7

(ii)  « éirracional

(i) 2+1=3e2—1#1

(iv) ABC é retangulo e DEF' é isésceles
(v)  x é parou x é primo

(vi) 2« <y ou x ndo é positivo

(vii) Se N é infinito, entdo Z n&o é finito

(viii) Se A é finito, entdo P(A) > 1
(ix) 2 é par se, e somente se, 2% é impar
(x) ABC é um tridangulo se, e somente se, AX e BY sa3o colineares

Exercicio 6 Escreva a negacao de cada enunciado abaixo:

i)  a presidéncia estd sendo exercida com competéncia e inteligéncia

ii) 3 é impar e primo, mas 4 n3o

i) xéigualal, 2, 0u3

iv) se a candidata falar a verdade, n3o serd eleita, mas se mentir também n3o
) se a Presidenta e o Ministro vdo ao encontro, o Senador falta

v) o triangulo de dngulos A, B e C é retangulo se, e somente se, um dos seus
angulos é reto

Antes de ler as resoluges, tente resolver os exercicios usando os conceitos estu-
dados.
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Resolug¢do do Exercicio 5: (i) Legenda: p : 142> 7 . Simbolizacdo: —p. Negagao:
——p, equivalente a p. Reescrita: 1+ 2 > m. (ii) Assumindo que ser irracional é a negacao de
ser racional. Legenda: p : x éracional. Simbolizagao: —p. Negagao: ——p, equivalente a
. . . o 241= . . ~
p. Reescrita: x é racional. (iii) Legenda: p 9 J_r 1— :13 Simbolizacao: p A =q. Negacao:

=(p A —q), equivalente a —p V ——q, equivalente a —p V ¢q. Reescrita: 24+ 1 # 3 ou2—-1 = 1.
Como —p V ¢q é equivalente a p — ¢ (Verifique esta afirmacao!), a negagao pode ser reescrita
p : ABC é retangulo

DEF é isésceles.
p A q. Negacdo: —(p A ¢), equivalente a —p V =q. Reescrita: ABC n&o é retdngulo ou DEF' n3o é

como se 2+ 1 = 3, entdo 2 — 1 = 1. (iv) Legenda: Simbolizacao:

isésceles. Como —pV —q é equivalente a p — —¢ (Verifique esta afirmacao!), a negagéo pode ser
p : x épar

x é primo.
Simbolizacao: p V q. Negagao: —(p V q), equivalente a —p A —q. Reescrita: x n3o é par e x

reescrita como se ABC' é retangulo, entdo DEF n3o é isésceles. (v) Legenda:

ndo é primo. Se soubéssemos que x # 0 e x # 1, este enunciado poderia ser reescrito como x é

impar e = é composto. (vi) Assumindo que z > y é a negacdo de & < y, quando x e y sdo
p <y
x é positivo.
valente a —p A ——q, equivalente a —p A ¢. Reescrita: = > y e x é positivo. (vii) Assumindo
p : Néfinito
Z é finito.
Negagao: —(—p — —q), equivalente a —p A =—q, equivalente a —p A q. Reescrita: N é infinito e

nimeros reais. Legenda: Simbolizagao: p V —¢. Negacao: —(p V —q), equi-

que ser finito é a negacao de ser infinito. Legenda: Simbolizacao: —p — —q.

Z é finito. (viii) Assumindo que =z < y é a negagao de & > y, quando x e y sdo nimeros reais.
A é finito

Legenda: P(A) > 1. Simbolizagao: p — ¢q. Negacdo: —(p — q), equivalente a p A —q.

p
q
Reescrita: A é finito e P(A) < 1. (ix) Assumindo que ser {fmpar é a negagao de ser par. Legenda:

poi 2¢par Simbolizacao: p <> —q. Negagao: —(p +> —q), equivalente a (pA——q)V (—pA—q),

g : 22 épar.
equivalente a (p A ¢) V (—=p A —q). Reescrita: (2 é par e 22 é par) ou (2 é impar e 22 é impar). (x)
: ABC é tridangul . - .
Legenda: p C' € um triangulo Simbolizacao: p <> ¢q. Negagdo: —(p < ¢), equiva-

AX e BY s3o colineares.
lente a (p A (=q)) V ((=p) A q). Reescrita: ABC é um tridngulo e AX e BY nio sio colineares;
ou ABC n3o é um tridngulo e AX e BY sio colineares. Resolucdo do Exercicio 6: (i) Re-

escrita: a presidéncia estd sendo exercida com competéncia e a presidéncia estd sendo exercida com
a presidéncia estd sendo exercida com competéncia
a presidéncia esta sendo exercida com inteligéncia.
c¢Ni. Negacdo: —(c A1), equivalente a (—c) V (—i). Reescrita: a presidéncia ndo estd sendo exer-

inteligéncia. Legenda: Simbolizacao:

cida com competéncia ou a presidéncia ndo estd sendo exercida com inteligéncia. (ii) Reescrita: (3 é

p : 3 éimpar
, .. - ., L. o q 3 é primo . N
impar e 3 é primo) e [n3o (4 é impar e 4 é primo) ]. Legenda: r. 4&impar Simbolizacéo:
s 4 é primo.

(pAq@) AN=(rAs). Negagao: —[(pAg)A—(rAs)], equivalente a [~(pAgq)]V—=(r As), equivalente
a [(—=p) V (—q)] V (r A s). Reescrita: 3 ndo é impar ou 3 ndo é primo ou (4 é impar e primo). (iii)

u : xz=1
Reescrita: (x =1 ouz =2)oux =3. Legenda: d : x=2 . Simbolizacao: (uVd)Vt.
t : xz=3.

Negacao: —[(u V d) V t)], equivalente a —(u V d) A —t, equivalente a (—u A =d) A —t. Reescrita:
(r #1lex # 2)ex # 3. (iv) Assumindo que faltar ao encontro significa nao ir ao encon-

tro. Reescrita: se (a Presidenta vai ao encontro e o Ministro vai ao encontro), entdo o Senador n3o
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p . a Presidenta vai ao encontro
vai ao encontro. Legenda: m : o Ministro vai ao encontro Simbolizagao: (p Am) — —s.
s : o Senador vai ao encontro.

Negagéo: —[(p Am) — —s], equivalente a —[(p Am) — =], equivalente a (p Am) A —s. Reescrita:
(a Presidenta vai ao encontro e o Ministro vai ao encontro) e o Senador vai ao encontro. Ou seja,
a Presidenta, o Ministro e o Senador v3o ao encontro. (v) Reescrita: o tridngulo de adngulos A, B
e C é retdngulo se, e somente se, (o dngulo A é reto ou o dngulo B é reto) ou o angulo C' é reto.

r : o tridngulo de dngulos A, B e C é retangulo
o angulo A é reto . L
Legenda: ang ! Simbolizagdo: r <+ (aV DbV c).
b : oangulo B éreto
¢ @ o angulo C é reto.

Negagao: —[r « (a V bV ¢)], equivalente a [r A =(a VbV )] VI[rA(aVbVc), equivalente a
(rA=—aA-bA-c)V[-rA(aVbVc). Reescrita: (o tridingulo de dngulos A, B e C é retingulo e
o 4ngulo A n3o é reto e o dngulo B n3o € reto e o angulo C n3o é reto) ou [o tridngulo de dngulos
A, B e C n3o é retingulo (o dngulo A é reto ou o angulo B € reto ou o angulo C' é reto) |. Ou seja,
(o tridngulo é retdngulo e nenhum dos dngulos é reto) ou (o tridngulo n3o é retdngulo e ao menos um
dos angulos é reto).
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