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Parte 1

Tabelas sao inadequadas



Tabelas parecem ser adequadas

O Método das Tabelas para validade é:

— simples;

— controlavel;

— mecanizavel.

Porém, nunca encontramos tabelas nas aulas ou nos textos de
Matematica.



Tabelas s3o ineficientes

Uma das razoes é que o Método das Tabelas é extremamente
ineficiente.

Seguindo o método ao pé da letra, temos que construir tabelas
muito grandes para verificar a validade de argumentos
relativamente simples.

Por exemplo:
p—q
q—r

r—s
s—t

é, obviamente, valido.



Tabelas s3o ineficientes

Porém, este argumento possui ocorréncias de 5 variaveis.
Uma tabela para ele terd 32 linhas.

Para construir a tabela temos que calcular os valores das
subférmulas:
p—>q, gq—r, r—s, s—t

A construcao da tabela utilizard, no minimo, 9 colunas.



Tabelas s3ao insuficientes

Além disso, mesmo os argumentos mais simples que ocorrem na
Linguagem Matematica possuem ocorréncias de particulas que nao
sdo conectivos.

E comum o emprego dos quantificadores
para todo ,  existe ao menos um

e até de outras particulas mais complicadas.



Tabelas s3ao insuficientes

Ocorréncias de quantificadores podem nos levar a argumentos
envolvendo enunciados tao complexos que a determinagao da sua
validade pelo Método das Tabelas n3o parece ser uma tarefa que
possa ser executada mecanicamente.

Zero € um niumero natural.

Todo numero natural tem um sucessor.

O sucessor de um niimero natural também
é um numero natural.

Logo, existem infinitos ndmeros naturais.

Neste argumento, temos a ocorréncia de um quantificador fazendo
referéncia a uma quantidade infinita de elementos.



Parte 2

Validade imediata e n3ao imediata



Classificacao das validades

Um primeiro passo para a justificativa de conclusdes a partir de
premissas, sem o emprego de tabelas, é tentar classificar os
argumentos de acordo com a dificuldade inerente na determinagdo
das suas validades (ou invalidades):

1. existem argumentos cujas validades (ou invalidades) sdo ficeis
de determinar;

2. existem argumentos cujas validades (ou invalidades) ndo sdo
tao faceis de determinar.



Exemplo 1

pPAg




Exemplo 1

PAq

Argumento valido.



Exemplo 1

pPAq

Argumento vdlido.

Validade imediata.



Exemplo 1

Justificativa informal:
Se uma conjuncdo é V, cada componente é V.

Justificativa formal:

Seja | uma interpretacdo para {p, q}, na qual

I"lpAgl=V.
Dai, I*[p] = I*[q] = V.
Logo, I[p] = V.

Assim, em toda interpretacdo na qual a premissa é V, a
conclusdo é V.

Seria viavel aplicar o Método das Tabelas, pois a tabela teria
apenas 4 linhas e 3 colunas.



Exemplo 2

pVq




Exemplo 2

pVgq

Argumento invilido.



Exemplo 2

pVgq

Argumento invalido.

Invalidade imediata.



Exemplo 2
Justificativa informal:

Uma disjuncao pode ser V, sem que um dos componentes seja V.

Justificativa formal:

Seja | a interpretagdo para {p,q}, na qual I[p] = F e
llg]=V.

Neste caso, temos I*[pV q] = V/, ou seja, a premissa é V.
Além disso, I*[p] = F, ou seja, a conclusdo € F.

Seria viadvel aplicar o Método das Tabelas, pois a tabela teria
apenas 4 linhas e 3 colunas.



Exemplo 3

Pr=a



Exemplo 3

r=a

Argumento vilido.



Exemplo 3

P=aq

Argumento valido.

Validade imediata.



Exemplo 3

Justificativa informal:

Se uma implicacdo é V, a verdade n3o diminui quando passamos
do antecedente para o consequente.

Justificativa formal:

Seja | uma interpretacdo para {p,q}, na qual I*[p] = V
el*[p—gq]=V.

Dai, I*[p] =V e (I*[p] = F ou I*[q] = V).

Dai, I*[q] : V.

Logo, I[q] : V.

Seria viadvel aplicar o Método das Tabelas, pois a tabela teria
apenas 4 linhas e 3 colunas.



Exemplo 4

pP—q



Exemplo 4

pP—q

Argumento invalido.



Exemplo 4

p—q

Argumento invalido.

Invalidade imediata.



Exemplo 4

Justificativa informal:

Se o consequente de uma implicacdo é V, ela é V independente do
valor do antecedente.

Justificativa formal:

Seja | a interpretagdo para {p,q}, na qual I[p] = F e
llg]=V.

Neste caso, temos I*[p — q] = V e I*[q] : V, ou seja, as
premissas sdo V.

Além disso, I*[p] = F, ou seja, a conclusio é F.

Seria viadvel aplicar o Método das Tabelas, pois a tabela teria
apenas 4 linhas e 3 colunas.



Exemplo 5

pVgq
-q




Exemplo 5

pVgq
-q

Argumento vilido.



Exemplo 5

pVaq
-q

Argumento valido.

Validade imediata.



Exemplo 5

Justificativa informal:

Se temos duas alternativas e uma delas n3o acontece, a outra tem
que acontecer.

Justificativa formal:

Seja | uma interpretacdo para {p,q}, na qual
I"lpvgl=Vel[-q=V.

Dai, (I*[p] = V ou I*[q] = V) e I*[q] = F.

Ou seja, temos duas alternativas, p ou q, e a segunda
delas, q, ndo acontece.

Dai, I*[p] = V.

Logo, I[p] = V.

Assim, em toda interpretacdo na qual a premissa é V, a
conclusdo é V.

Seria viavel aplicar o Método das Tabelas, pois a tabela teria
apenas 4 linhas e 4 colunas.



A ideia principal

A justificativa da validade (ou invalidade) de um argumento cuja
validade (ou invalidade) é imediata pode ser feita por um
raciocinio simples, baseado na definicao de valor de uma férmula
em uma interpretacao.

Neste caso, tabelas, embora viaveis, sao desnecessarias.

Na prética, fazemos isto “de cabega” e nos convencemos
rapidamente da validade (ou invalidade) do argumento.



Parte 3

Passos Ldgicos



Passos légicos

Os exemplos acima motivam um dos principais conceitos relativos
a maneira como os matematicos justificam conclusGes a partir de
premissas, sem o emprego de tabelas.

Seja 01,09,...,0n, € FLC, onde ¢ é considerada como
conclusao.
- 0-170-27"'70-n Ve s -
Dizemos que % € um passo légico se:
(1) 01,02 .00 = 0.
(2) a tabela conjunta de 01,02, ...,0n,, ¢ possui no maximo 8

linhas (e um ndmero polinomial de colunas).



Passos légicos

Um passo I6gico € um argumento que (1) é valido e que (2) ndo é
muito grande.

Dito ainda de outra forma. ..

um passo légico é um argumento viélido, cuja validade n3o é
trabalhosa de verificar, mesmo se usamos uma tabela de
avaliagdo. ..

mas, na pratica, fazemos isto “de cabe¢a”.



Passos légicos associados ao —

-p —~(pAq) —(pVaq)
p ’ (=p) V (—q) ’ (=p) A (—q)
-(p + q) —(p < q)
—-(p— q) P q
pA—q ’ -q ’ -p

Os 4 primeiros sdo equivaléncias.



Passos |6gicos associados ao A

pAg pPAq
P ’ q

pPAg pAg
pVaq T p—g

Nenhum deles é uma equivaléncia.

pPAq

pPAq
p<q




Passos |6gicos associados ao V

p q pVgq
pVgq ’ pVgq ’ qVvp
pVaq pVaq
-p —q (pVa)vr
q ’ p ’ pV(qVr)

O terceiro e o ultimo s3o equivaléncias.



Passos légicos associados ao —

Nindl

p—q
—pVq

O quarto é uma equivaléncia.

p—q
q—r

p—r

pP—q

p—4q

I

—p

-p

p—q



Passos légicos associados ao <+

p<rq

pq
g p

O quarto é uma equivaléncia.

P+ q

p—q

-p

P+ q

-q

p<rq

q—p

-q

p<rq

-p



Passos légicos maiores

Passos |égicos sdo argumentos validos que possuem tabelas
pequenas.

Isto facilita a verificagcdo de que eles sdo, de fato, passos ldgicos.

Mas, na pratica, é conveniente considerarmos como passos légicos,
argumentos que possuem tabelas um pouco maiores.

Isto desde que tenhamos certeza de que um tal argumento tenha a
mesma forma que um passo ldgico.



Formas de passos légicos

Certos argumentos tém a mesma forma, que um passo légico.

Por xemplo, como
p
Pza
q
é um passo légico, o argumento

(PAG)Vs
((PAq)Vs) = ((t = u) < v)

(t—u)ev

também é aceito como um passo légico.



Formas de passos légicos

Baseados nestas ideias, usualmente, escrevemos os passos légicos
usando as letras , 1, 0 no lugar de varidveis proposicionais, para
indicar que a os passos légicos d3o origem a uma infinidade de
argumentos validos.



Parte 4

Exercicios: t0 nessa!



Exercicio 1
Classificar os argumentos abaixo como passos légicos ou n3o.

. © N —p . (pAY)AO
0 N LX)
. (enY) . oV
() o A ) U
oV
- - 0
V) (’Diw (i) ﬁé}s@-ﬂw—> )
@
o = ()
bV o
iy 2 i) 2"

AP oo



Exercicio 1 (continuagdo)

-
. -
(b) o= ) (o= 0)V 1
oV (¢ —0)
. —p . oV
(xi) —(_‘w) o (xii) Y
o=
Y —0 eV
-0 YV




Parte 5

Validade baseada em passos l6gicos



Analisando o argumento

Como os passos légicos podem nos ajudar na justificativa de
enunciados por meio de argumentos?

p—4q
q—r
r—s
s—t

Este argumento ndo é um passo légico: é muito grande.

Mas, a validade deste argumento é imediata.



A ideia principal

Comparando o argumento com o passo légico:

®
o=y
Y

vemos que o argumento consiste de vérias instancias deste passo
l6gico.



Explicando a validade

No passo légico, temos as premissas ¢ e ¢ — 1 e concluimos .

No argumento, temos as premissas p e p — g e concluimos q.

Agora, temos q e ¢ — r e concluimos r.

Agora, temos r e r — s e concluimos s.

E, finalmente, temos s e s — t e concluimos t.



Resumindo a explicacao

Podemos justificar a validade do argumento, através de um texto
como:

Suponhamos p, p —q, q—r, r—>ses—t.
De p e p— q, temos q.
De qgeq— r, temos r.
Der er— s, temos s.
Des es—t, temos t.

O argumento ¢é vélido, pois a conclusdo é demonstravel a partir das
premissas, por meio de passos légicos.



Analisando o argumento

Considere o argumento:

pVq

-p

q— —r
rVvV(sAtAu)
u

Que passos l6gicos podemos associar a ele?



Procurando passos légicos

Analisando o argumento:

pVaq

-p

q— —r

rV (sAtAu)

u

chegamos aos seguintes passos légicos:

eV @

p © = Y
(0 ’ -

-

oV oAy

(8 ’ Y



Aplicando passos légicos

Podemos justificar a validade do argumento, através de um texto
como:

Suponhamos pV q, —p, ¢ — —r, e rV (s At A u).
De pV q e —p, temos q.

De q e g — —r, temos —r.

De —rerV(sANtAu), temossAtAu.

De s At A u, temos u.

O argumento é valido, pois a conclusdo é demonstrdvel a partir das
premissas, por meio de passos légicos.



Analisando o argumento

Considere o argumento:
p— (rv-q)
(~q) = s

(ms) Vvt
(-r)—=p




Procurando passos légicos

Analisando o argumento:

p— (rv-q)
(—q) —s
(ms) Vvt
(-r)—=p

t

chegamos aos seguintes passos légicos:



Aplicando passos légicos

Podemos justificar a validade do argumento, através de um texto
como:

Suponhamos p — (rV —q), —r, (—q) — s, (0s)Vte
(—r) — p.

De —r e (—r) — p, temos p.

De p ep— (rVv—q), temos rV (—q).

De —r e r V —q, temos —q.

De —q e (—q) — s, temos s.

De s e (—s) V t, temos t.

O argumento é valido, pois a conclusdo t é demonstravel a partir
das premissas, por meio de passos légicos.



Aplicando passos légicos

A ideia geral para a demonstracdo da validade de um argumento
(valido) é se apoiar na validade de outros argumentos, cujas
validades s3o mais simples de serem detectadas, e usar estas
validades na construgdo, passo a passo, de um texto que justifica a
validade do argumento.

A principio, este texto parte das premissas do argumento e vai
gradativamente, pela aplicagcdo das outras validades, caminhando
para a conclusdo do argumento.



Demonstracdes, 12 abordagem

Uma demonstracdo direta da validade de um argumento é um
texto construido passo a passo, a partir das hipdteses do
argumento, por meio de aplica¢des de passos légicos, como
ilustrado nos exemplos anteriores.

A seguir, vamos melhorar um pouco esta descricdo do que é uma
demonstracdo direta. ..

Antes, porém, vejamos alguns exemplos nos quais trocamos o
texto por uma notagdo mais compacta.




Exemplo 6
p.p—q,q—>s,s—>tit

Demonstracio:

1. p
p—q
q—r
r—s
s—t
q

r

s

tl

©~NoNTTTTD
© 0N E WD

(S S O

Utilizamos a letra P para indicar que a férmula é uma premissa e o B para
indicar o fim da demonstracdo.
O dnico passo légico empregado foi:

=P
(0



Exemplo 7

pVq,—p,q—r,rNV(sANtAu)Eu

Demonstrag3o:
P 1. pvg
-p
q— r
rv(sAtAu)
q
-r
SAtAu
vl

W

~No o U U
©NoO U AN

Os passos l6gicos empregados foram:

® PV
=P —p eAY

G Y Y



Exemplo 8

p_>(r\/_‘q)a_'ra(_'q)_>57(_'5)Vt7(_'r)_>p>:t

Demonstragdo:

P

©oo~NoonUT T T

B

1.

HoeoNoo kWD

p— (rv-q)
-r

(mq) —s
(—|S) Vit
(=r)—p

p

rvV -q

—q

S

0. tm

Os passos légicos empregados foram:

@ oV (mp) Vo
» =P - ¢
Y P p



Demonstracdes, 22 abordagem

Sejam 01,02,...,0n, ¢ € FLC.

Uma demonstragdo (direta) de ¢ a partir de 01,02,...,0, é uma
sequéncia finita de férmulas

01,02,.-.,0n,01,P2,---,Pm, P

tal que para cada /, 1 </ < n, existem @;, @j,, ..., p; anteriores a
i/ na sequéncia, tais que

Piry Piny -+ Pia
Pi

é um passo légico.



Parte 6

Mais exercicios: t6 mais feliz do que pinto no lixo!!!



Exercicio 2

Construir demonstragdes diretas para os seguintes argumentos:

pAq
q—r
p—(gAr) r—(snt)
(0 tq—> (snt) (i) 5—> (unv)
(pVa)A(pV-r)
—-p s—t
pV(gAr) t— -q
(-r)At sSAt

(i) - (iv)



Exercicio 2 (Continuagdo)

qg—t
sAq —pV(q—r)
t—r tAp
—rV(sVt) t—gq

(vi)

sVt rvs



(Ainda) mais exercicios

1. Ler o texto da Aula 8.

2. Resolver os exercicios da Lista 8.
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